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Questao 1. Considere o conjunto
A:{(w,y)€R2:O§:c§1ea:3§y§x2}
e seja S C R3 o sélido obtido pela rotacdo de A em torno do eixo y.

(a) (valor 1,0 ponto) Escreva uma integral cujo resultado seja o volume
do sélido S.

(b) (valor 1,0 ponto) Calcule a integral que vocé escreveu no item (a).

Solucao do item (a). Para cada z € [0, 1], considere o cilindro obtido pela
rotacdo em torno do eixo y do segmento de reta de extremidades (z,23) e
(z,22). O raio da base desse cilindro é z e sua altura é 22 — 2*, donde sua
drea lateral é 2rx(2? — 23). Como S é dado pela unido desses cilindros, o
método das cascas cilindricas nos diz que o volume de S é dado pela integral:
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Solugao do item (b). Temos:
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Questao 2. Considere um sélido S em R? que fique entre os planos
{(z,y,2) ER*:2=0} e {(z,9,2) €R*:2=17%}
e tal que, para todo t € ]0, 5 [, a intersecao de S com o plano
{(z,y,2) eR*: 2 =1t}
seja um retangulo de lados sent e cost.
(a) (valor 1,0 ponto) Escreva uma integral cujo resultado seja o volume

do sélido S.
(b) (valor 1,0 ponto) Calcule a integral que vocé escreveu no item (a).

Solugao do item (a). O volume de S é dado pela integral no intervalo
[O, g] da funcao cujo valor no ponto t € ]0, %[ ¢é a area da intersecao de S
com o plano {(z,y,2) € R®: z =t} (o valor da fun¢do nas extremidades do
intervalo é irrelevante para a integral). Essa intersecao é um retangulo cuja

area é sentcost. Assim, o volume de S é dado pela integral:
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Solugao do item (b). Temos:
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Questao 3.
(a) (valor 1,0 ponto) Calcule a derivada da fungao F : R — R definida

por
sen x 2
F(x) —/ el dt,
0

(b) (valor 1,5 pontos) Calcule o limite:

para todo = € R.
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Solugao do item (a). Considere as fungoes f : R - Re G : R — R
definidas por

z) = el e )= ’
f(a) Gla) = [ ey

para todo z € R. Como f é continua, segue do segundo Teorema Funda-
mental do Calculo que G ¢ derivavel e que G'(x) = f(x), para todo = € R.
Ja que F(x) = G(senz), para todo x € R, a regra da cadeia nos da:

F'(z) = G'(senz) cosx = f(senx)cosz = e'~ sen® T 690 = 95 % cog g,

para todo = € R.

Solugao do item (b). Considere as fungoes f : R - R, G: R — R e
F: R — R definidas por

f(x) = sen(a? /f e F(r)=G(?),

para todo x € R. Temos:
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Como f é continua, segue do segundo Teorema Fundamental do Caélculo

que G ¢é derivéavel e que G'(x) = f(x), para todo z € R. Usando a regra da
cadeia vemos que F' é derivavel e que

F'(z) = 22G'(2°) = 2z f(2?) = 2z sen(z?),
para todo x € R. Em particular, F' é continua e portanto:
lim F(z)=F(0)=0.

Como lim, 028 =0¢ d 2% = 625 ¢ diferente de zero para = # 0, podemos
usar a regra de LL’Hospital para obter
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em que na pentltima igualdade usamos a substituicdo % = v.



Questao 4. Decida em cada um dos itens abaixo se a integral imprépria
dada converge ou diverge.
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Solugao do item (a). Como %+ 2% +1 > 0 para todo = > 0, temos que o
integrando é continuo e em particular ndo possui singularidades. Usaremos
um limite para comparar o integrando com a fungao f(z) = :%2 no infinito.
Temos:
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Como a integral imprépria ffoo r% dx é (absolutamente) convergente, segue
que também a integral imprépria
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é (absolutamente) convergente.

Solugao do item (b). Como senz # 0 e Inz # 0 para z € ]0, 3], temos
que o integrando é continuo no intervalo ]O, %] e portanto nao possui singu-
laridades nesse intervalo. Usaremos um limite para comparar o integrando

com a fungao f(x) = xligx proximo ao ponto 0. Temos:
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Vejamos agora que a integral imprépria
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é (absolutamente) convergente, donde seguird que também a integral impré-

pria
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é (absolutamente) convergente. Temos:
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em que usamos a substituicao y = In x na segunda igualdade.



