NOTAS PARA O CURSO DE OPERADORES LINEARES

DANIEL V. TAUSK

1. INDICE DE CURVAS PLANAS

1.1. Definigao. Dado um ponto p € R? \ {0} entdo um dngulo (ou coorde-
nada dngular) para p é um nimero real 6 € R tal que:

(L1) p = lpll(cos b, sen ),

onde || - || denota a norma Euclideana em R?. Se U é um subconjunto de
R?\ {0} entdo uma funcdo dngulo em U é uma funcdo continua 6 : U — R
tal que O(p) é um angulo para p, para todo p € U. Mais geralmente, se A é
um espaco topolégico e ¢ : A — R?\ {0} é uma fun¢io continua entdo uma
fungao angulo ao longo de ¢ (ou, uma fung¢ao angulo para ¢) é uma fungao
continua 6 : A — R tal que 6(p) é um angulo para ¢(p), para todo p € U.

Note que se p = (z,y) € R?\{0} entdo a igualdade (1.1) pode ser reescrita
como:
= (2°+ y2)% cos, y=(z*+ yQ)% sen 6.
Claramente, se § € R é um angulo para p € R?\ {0} entdo ¢’ € R serd um
outro angulo para p se e somente se 0/ = 0 + 2km, para algum k € Z. Além
do mais, fixado 6y € R, entdo cada p € R?\ {0} admite um tinico angulo 6
no intervalo [0y, 0y + 27|.

1.2. Lema. Seja A um espaco topoldgico conexo e ¢ : A — R?\ {0} uma
funcdo continua. Se 61 : A — R, 05 : A — R sdo ambas funcdes angulo ao
longo de ¢ entao existe k € Zi com O3(\) = 01(N\) + 2k, para todo \ € A.

Demonstragao. Para cada A € A, temos que 01(\) e 62(\) sao ambos dngulos
para o ponto ¢(\) e portanto existe k() € Z com 61 () = O2(\) + 2k(N)7;
temos:

27
e portanto k : A — Z é uma fungao continua. Como A é conexo, a imagem
de k deve ser um intervalo contido em Z, o que prova que k é constante. [

1.3. Corolério. Se U ¢ um subconjunto conero de R? \ {0} entdo, dadas
duas funcgoes angulo 61 : U — R e Oy : U — R, existe k € Z tal que
O2(p) = 61(p) + 2km, para todo p € U.

Demonstrag¢io. Tome A = U e ¢ : U — R?\ {0} igual & aplicacio inclusdo
no Lema 1.2. O
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1.4. Observacdo. Claramente, se § : U — R é uma funcao angulo definida
num subconjunto U de R2\ {0} ese ¢ : A — R?\ {0} é uma funcio continua
com imagem em U entao 6 o ¢ é uma funcao angulo ao longo de ¢.

1.5. Observacio. Se U = S* denota o circulo unitario de centro na origem
em R? entdo ndo existe uma funcdo angulo em U. De fato, se 6 : ST — R
fosse uma fungao angulo entao 6 o v : [0,27] — R seria uma funcao angulo
ao longo da curva continua v : [0,27] 3 t — (cost,sent). Como 6(t) = t
é também uma funcao angulo para -, o Lema 1.2 implica que 6 o y — 6 é
constante; mas (6 0 ~)(0) = (0 o )(27), enquanto 6(0) # 6(2r).

1.6. Lema. Seja 6y € R e considere o conjunto:
Agy =R?\ {(tcosty,tsenfy) : t > 0}.

FEziste uma tnica fungdo angulo 0 em Ag, tomando valores no intervalo
100, 00 + 27[; essa fungdo dngulo é de classe C°.

Demonstragao. E claro que cada p € Ap, admite um tnico angulo no inter-
valo 10y, 0y + 27[; devemos apenas mostrar que a func¢ao angulo obtida dessa
maneira é de classe C'°°. Para isso, considere a funcao:

(1.2) 10, +00[ % ][00, 60 + 27[ 3 (p,0) — (pcosb, psend) € Ay,.

Claramente a funcao (1.2) é bijetora e de classe C*°. Um calculo simples
mostra que sua matriz Jacobiana é inversivel em todo ponto e portanto (1.2)
¢ um difeomorfismo C'*°, pelo Teorema da Funcao Inversa. A funcao angulo
desejada é simplesmente a segunda coordenada da inversa de (1.2). ([

1.7. Corolario. Dado p € R?\ {0}, existe uma funcdo dngulo de classe C>
definida numa vizinhanca aberta de p em R?\ {0}. O

1.8. Coroldrio. Toda fun¢do dangulo 6 num subconjunto aberto U de R?\{0}
¢ de classe C'*°.

Demonstracao. Em vista do Corolario 1.3, duas funcoes angulo definidas
numa bola aberta de centro p contida em U devem diferir por uma constante.
A conclusao segue do Corolario 1.7. O

1.9. Corolario. Se 7 : [a,b] — R? ¢ uma curva de classe C* (resp., uma
curva de classe CF por partes) entdo toda fungdo dangulo 0 : [a,b] — R para
v € de classe C* (resp., de classe C* por partes).

Demonstragdo. Dado [c,d] C [a,b] entdo 0|4 é uma fungdo angulo para
Ylje,q; € suficiente portanto considerar o caso em que 7 é de classe Ck.
Fixado t € [a,b], existe pelo Coroldrio 1.7 uma funcao angulo 6:U—R
de classe C°° definida numa vizinhanga aberta U de ~(t) em R? \ {0}; dai,
existe uma vizinhanca [c,d] de ¢ em [a,b] com v([c,d]) C U. Como Olic.a) €
0o Y|[c,q) s@0 ambas fungdes angulo para 7|(. 4, segue que elas diferem por
uma constante (Lema 1.2). Logo 0], 4 ¢ de classe Ck. O
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1.10. Lema. Toda curva continua v : [a,b] — R?\ {0} admite uma funcdo
angulo.

Demonstracao. Em vista do Corolario 1.7 e da continuidade de =, todo
t € [a,b] possui uma vizinhanga aberta I relativamente a [a,b] tal que
(1) estd contido no dominio de uma fungdo angulo. A cobertura aberta
[a,b] = Uyejap It do compacto [a, b] admite um nimero de Lebesgue ¢ > 0,
i.e., todo subconjunto de [a,b] com didmetro menor que ¢ estd contido em
algum [;. Seja:
a=ty<t1 <---<th,=0>

uma partigao de [a,b] com t; —t;_; < J, parai = 1,...,n. Entao para cada i
existe uma func¢éo angulo cujo dominio contém ’y([ti_l, tz]) e portanto, pela
Observacao 1.4, existe uma fungdo angulo 0; : [t;—1,t;] — R para v|y,_, 4.
Para completar a demonstragao, construiremos para cada i = 1,...,n uma
funcio angulo 6; : [a,t;] — R para ’Y|[a,ti]§ usamos inducao em ¢. Para i =1,
definimos 6; = #;. Suponha que ; é uma funcio angulo para 7|[a7m, para
algum i = 1,...,n — 1; vamos estender §; a uma funcao angulo ;4 para
Yja,t;,1)- Como 0:(t;) e 0;41(L;) sio ambos angulos para o ponto (t;), vemos
que existe k € Z com él(tl) — 0;41(t;) = 2km; uma fungao angulo HNiH ao
longo de 7|[q,,,,) ¢ obtida fazendo:

Oit1

la,t;] — é’ia §i+1‘[ti,ti+ﬂ = 9i+1 + 2k U

1.11. Definigao. Seja v : [a,b] — R?\ {0} uma curva continua e fechada
(i.e., v(a) = v(b)). O indice de v é definido por:
ob) ~6a) _
2m
onde 6 : [a,b] — R é uma funcao angulo para .

ind(y) =

Em vista do Lema 1.10 toda curva continua admite uma funcao adngulo

0 e em vista do Lema 1.2 o inteiro 5~ (6(b) — 6(a)) ndo depende da escolha
de 0. Logo o indice de v esta de fato bem definido. Como nao ha nada de

especial a respeito da origem, introduzimos a seguinte:

1.12. Definigdo. Seja p € R? um ponto qualquer e v : [a,b] — R? uma
curva continua e fechada que nao passa por p. O indice de v em torno de p
¢ definido como o indice da curva [a,b] 5 t — () — p, ou seja:
ind(v,p) = ind(y — p).
Claramente, ind(vy,0) = ind(7).

1.13. Lema. Se H : [a,b] x [c,d] — R?\ {0} € uma fun¢do continua entdo
existe uma funcao angulo ao longo de H.

Demonstragao. Para todo (t, s) pertencente ao retangulo R = [a, b] X [¢,d], o
ponto H(t, s) possui uma vizinhanga aonde esta definida uma fungao angulo
(Coroldrio 1.7); daf, como H é continua, existe uma vizinhanca aberta V{; ,)
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de (t, s) relativamente a R tal que H (V) esta contido no dominio de uma
fungéo angulo. A cobertura aberta R = U(t, s)eR Vt,) do compacto R admite
um numero de Lebesgue § > 0, i.e., todo subconjunto de R com diametro
menor que 0 esta contido em algum V{; 5y. Consideremos partigoes:

a=ty<ti <---<th=b, c=s59<851< - <8p=d

dos intervalos [a,b] e [c,d] respectivamente, de modo que cada retangulo
Rij = [ti—1,t;] X [sj—1,s;] possui diametro menor que 6, para i = 1,...,n,
j=1,...,m. Como H(R;;) esta contido no dominio de uma funcao angulo,
existe uma funcio angulo 0;; : R;; — R ao longo de H|g,; (Observacao 1.4).
Considere os mn retangulos R;; ordenados da seguinte forma:

(13) RH, ng, ey le, Rgl, RQQ, ey RQm, Ceey ey Rnla ceey an;

denote por R', R?, ..., R“, a lista formada pelos retangulos R;; ordenados
como em (1.3), onde u = mn. Denote também por ', 62, ..., 0% a cor-
respondente ordenacao para as fungoes angulo ¢;;. Para cada oo = 1,...,u

defina:

Ry =R'U---UR™
Nés contruiremos usando indugao em a uma fungao angulo O : Ea — R
para H|z . Para a = 1, defina 0; = 6'. Supondo que 6, ja foi construida
para um certo a« = 1,...,u — 1, definiremos §a+1 estendendo 6,. Note que
0, e 02! ambas r(istringem—se a fungdes angulo para H | BoRa+1- Além do
mais a intersecio R, N R*T! é conexa (ela é igual a um segmento de reta

ou & unidao de dois segmentos de reta com um vértice comum). Segue do
Lema 1.2 que existe k € Z tal que:

§Q|EQQRQ+1 = 0a+1|éamRa+1 + 2k,
A funcao angulo §a+1 : EaH — R é obtida fazendo':
§a+1|éa — éa, éa+1|Ra+1 — 0a+1|Ra+1 + 2]€7T D

1.14. Defini¢ao. Seja U um subconjunto de R™ e sejam + : [a,b] — U,
u: [a,b] — U curvas continuas fechadas em U. Dizemos que v e p s@o
homotopicas em U como curvas fechadas se existe uma funcao continua
H :[a,b] x [0,1] — U (chamada uma homotopia de curvas fechadas de 7
para p) tal que:

e H(s,0) =~(s), para todo s € [a, b];

e H(s,1) = u(s), para todo s € [a, b];

e H(a,t) = H(b,t), para todo t € [0, 1].

),
),

lpara justificar a continuidade da fungé@o obtida, usa-se o seguinte resultado geral de
topologia: se X, Y s@o espagos topoldgicos, f : X — Y é uma fungdo e se Fi,...,F,. C X
sao fechados que cobrem X e tais que a restricao de f a cada F; é continua entdo f é
continua.
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E f4cil ver que, fixado U C R", a relacao definida por:
v ~ i < v e i sao homotodpicas em U como curvas fechadas

é uma relacao de equivaléncia no conjunto das curvas continuas fechadas no
conjunto U.

1.15. Exemplo. Se U é um subconjunto convexo de R" entdao quaisquer
curvas continuas fechadas v : [a,b] — U, u : [a,b] — U sado homotdpicas em
U como curvas fechadas; de fato, uma homotopia é obtida definindo:

H(s,t) = (1 —1)v(s) + tu(s),
para todos s € [a,b], t € [0,1].

1.16. Lema. Seja p € R? e sejam v : [a,b] — R2, p : [a,b] — R? curvas
continuas fechadas que nao passam por p. Se v e p sdo homotdpicas como
curvas fechadas em R?\ {p} entdo ind(vy,p) = ind(u, p).

Demonstracdo. Seja H : [a,b] x [0,1] — R?\ {p} uma homotopia de curvas
fechadas de 7 para p e seja 6 : [a,b] x [0,1] — R uma fung¢ao angulo ao longo
de H — p. Temos que as funcoes:

[0,1] 5t O(a,t) € R, [0,1] >t 0(b,t) € R,
sao ambas fungdes angulo para a curva [0,1] 3 ¢ — H(a,t) —p = H(b,t) — p;
dai, pelo Lema 1.2, existe um inteiro k € Z tal que:
(1.4) 0(b,t) = 6(a,t) + 2km,
para todo ¢ € [0, 1]. Por outro lado, [a,b] > s + 60(s,0) é uma fungao angulo
ao longo de v — p e [a,b] 2 s — 6(s,1) é uma funcao angulo ao longo de
p — p; logo:

ind(y,p) = %(9(@0) ~0(a,0)), ind(up) = %(G(b, 1)~ 0(a, 1)).

Segue entao de (1.4) que ind(y,p) = ind(u, p) = k. O

1.17. Definigao. Seja U um subconjunto de R™. Uma curva continua fe-
chada v : [a,b] — U é dita contrdtil em U se y é homotdpica em U como
curva fechada a uma curva constante.

1.18. Corolario. Sejamp € R? e~ : [a,b] — R? uma curva continua fechada
que ndo passa por p. Se v é contrdtil em R?\ {p} entdo ind(vy,p) = 0.

Demonstracdo. Basta observar que uma curva constante em R?\ {p} tem
indice zero em torno de p.

1.19. Corolario. Sejamp € R? e~ : [a,b] — R? uma curva continua fechada
que nao passa por p. Se B € uma bola de centro p disjunta da imagem de
entao ind(y, p) = ind(v, q) para todo q € B.
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Demonstracao. Claramente:

ind(y,q) = ind(y — ¢,0) = ind(y +p — ¢, p).

Além do mais:

[a,8] x [0,1] 3 (s,1) — 7(s) + t(p — ¢) € R\ {p}
é uma homotopia de curvas fechadas de y para v+ p —q em R?\ {p}; o fato
que y(s) + t(p — q) # p, para todos s € [a,b], t € [0,1] segue da observagao
que p—t(p—q) € B e~(s) ¢ B, para todos s, t. O Lema 1.16 implica entao
que ind(y,p) = ind(y +p — q,p). O

1.20. Coroldrio. Seja v : [a,b] — R? uma curva continua fechada. Entdo
a fun¢ao p — ind(y,p) € Z € constante em cada componente conera do
complementar da imagem de v em R?.

Demonstragao. Segue do Corolario 1.19 que a funcao:
R?\ Im(y) 3 p — ind(v,p) € Z

é localmente constante e portanto continua. Como Z nao contém intervalos
com mais de um ponto, essa funcao deve ser constante em cada componente
conexa de seu dominio. O

1.21. Corolério. Se 7 : [a,b] — R? ¢ uma curva continua fechada entdo o
conjunto:

(1.5) Im(7) U{p € R*\ Im(y) : ind(v,p) # 0}

€ compacto.

Demonstragao. O complementar do conjunto (1.5) é igual a:

{p € R\ Im(y) : ind(v,p) = 0};
segue do Coroldrio 1.19 que tal conjunto é aberto e portanto (1.5) é fechado.
Se B é uma bola que contém a imagem de « entdo para todo p € R?\ B
a curva v é contratil em R?\ {p} (veja Exemplo 1.15); logo ind(y, p) = 0,
para todo p € R? \ B. Isso prova que (1.5) estd contido em B e é portanto
compacto. U

1.22. Lema. Sejam p € R? um ponto, U wma vizinhanca conveza de p em
R2 ey :la,b] — U, p: [a,b] — U curvas continuas fechadas que ndo passam
por p. Entao v e u sao homotdpicas como curvas fechadas em U \ {p} se e
somente se ind(y,p) = ind(u, p).

Demonstragao. Claramente, se v e pu sao homotdpicas como curvas fechadas
em U \ {p} entdo ind(vy,p) = ind(u,p), pelo Lema 1.16. Reciprocamente,
suponha que ind(y,p) = ind(y, p). E fcil ver que ~ e u sao homotépicas
como curvas fechadas em U\ {p} se e somente se y—p e u—p sdo homotépicas
como curvas fechadas em

U -p)\{0} ={g-p:qeU}\{0}.



NOTAS PARA O CURSO DE OPERADORES LINEARES 7

Podemos entao supor sem perda de generalidade que p = 0. Seja e > 0
tal que o disco fechado de centro na origem e raio € estd contido em U.
Considere as curvas fechadas:

N () IRy 1 C)
W =per 9 = e

s € [a,b].

E f4cil ver que:

[a,0] x [0,1] 5 (t,5) — (1 = t)7(s) +t3(s),

[a,0] x [0,1] 5 (t,5) — (1 —t)pu(s) + tfi(s)
sao homotopias de curvas fechadas em U \ {0} de v para 5 e de u para fi,
respectivamente. Para completar a demonstracao, vamos mostrar que 7 e
@ sao homotépicas como curvas fechadas em U \ {0}. Sejam 6y : [a,b] — R
e 01 : [a,b] — R funcdes angulo para as curvas 4 e fi respectivamente;
obviamente, 0y e 1 também sao fungoes dngulo respectivamente para v e .
Seja n = ind(vy) = ind(u); temos:
(1.6) 0o(b) — bp(a) = 01(b) — O1(a) = 27n.
Definimos 0 : [a,b] x [0,1] — R fazendo 6(s,t) = (1 — t)0y(s) + th:1(s), para
todos s € [a,b], t € [0,1]. Segue de (1.6) que:

0(b,t) — 6(a,t) = 27n,
para todo t € [0, 1]. Portanto:
[a,b] x [0,1] 3 (s,t) — £(cosO(s, t),senf(s,t))

¢ uma homotopia de curvas fechadas em U \ {0} de ¥ para f. O

2. 1-FORMAS E INTEGRAIS DE LINHA

Nesta secao denotaremos por E um espaco de Banach fixado sobre o corpo
K=RouK=C.

2.1. Definicao. Seja U um subconjunto de R"™. Uma 1-forma a valores em

E definida em U é uma aplicacdo w : U — Lin(R", E), onde Lin(R", E)
denota o espaco das aplicagoes R-lineares T : R" — F.

2.2. Exemplo. Seja f : U — E uma aplicacao diferencidvel definida num
aberto U C R™. A diferencial df : U — Lin(R", E) de f é uma l-forma a
valores em E definida em U.

Denotamos por dzj, ..., dz, € Lin(R",R) = R™ a base canonica do
espaco dual de R"™; mais explicitamente, definimos:

dxz; - v = v;,

parai=1,...,n e todo v € R". Se a é um elemento do espaco de Banach
E ese a:R" — K é uma aplicagao linear entao o produto a« € Lin(R", E)
¢ definido de forma natural fazendo:

(aa)(v) = aa(v),
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para todo v € R™. Se o : U — Lin(R", KK) é uma 1-forma a valores em K e
se a: U — E é uma funcao a valores em E entao obtemos uma 1-forma ac
a valores em FE fazendo:

(aq)(z) = a(x)a(z),

para todo z € U. E facil ver que toda aplicacao linear T € Lin(R™, E) se
escreve de modo tnico na forma:

(2'1) T = Zaidmi,
i=1

com a; € E, i =1,...,n; de fato, basta tomar a; = T'(e;), i = 1,...,n,
onde ey, ..., e, denota a base canonica de R". Similarmente, uma 1-forma
w : U — Lin(R", E) a valores em E pode ser escrita de modo unico na
forma:

(2.2) w= Zaidxi,
i=1

onde a; : U — E sao funcdes a valores em E. Claramente w é de classe C*
se e somente se as funcdes a; sdo todas de classe C*. Em (2.2) identificamos
o funcional linear dx; € R™ com a 1-forma constante que associa a cada
ponto de R™ o i-ésimo vetor da base candnica de R™*. Se f: U — E é uma
funcao diferenciavel definida num aberto U C R” entao claramente:

df = Z 871‘1 dw;,
i=1

onde g—gﬁ:(x) = df(z)-e; € E denota a i-ésima derivada parcial da funcao f no
ponto z. A notacgao dx; utilizada acima é justificada da seguinte forma: a 1-
forma constante dz; coincide com a diferencial da i-ésima fungao coordenada
R"> x+— x; € R.

2.3. Definicao. Seja U um aberto de R™. Uma 1-forma continua w a valores
em FE definida em U é dita exata se existe uma funcao f: U — F de classe
C! tal que df = w. Uma 1-forma w de classe C' a valores em E definida
em U é dita fechada se

80,1‘ . 8aj
333j - (91'1'7
para todos 4,5 =1,...,n, onde w = > 1" | a;dx;.

Segue do Teorema de Schwarz? que toda 1-forma exata de classe C' é
fechada.

20 Teorema de Schwarz para uma funcado f a valores em E pode ser demonstrado
aplicando o Teorema de Schwarz para funcoes a valores reais sobre as fungdes A o f, onde
A é um funcional linear continuo arbitririo em FE.
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2.4. Definigao. Seja w : U — Lin(R"™, F) uma 1-forma continua definida
num subconjunto U de R" e seja v : [a,b] — R™ uma curva de classe C! por
partes com imagem contida em U. A integral de linha f,y w é definida por:

b
(2.3) /w = / w(v(t)) -+ (t)dt € E.
¥ a

A integral que aparece do lado direito da igualdade em (2.3) pode ser
entendida no sentido de Bochner (veja [1] para detalhes); como trata-se
apenas da integral de uma fungao continua por partes num intervalo fechado,
é possivel também utilizar uma teoria de integragao mais simples, no espirito
de Riemann (veja, por exemplo, [2]).

Seja v : [a,b] — R™ uma curva de classe C! por partes; dada uma funcio
crescente (resp., decrescente) o : [c,d] — [a,b] sobrejetora de classe C1
por partes entao a curva 7 o o é dita uma reparametrizagdo positiva (resp.,
negativa) de 7. Se 7y : [a,b] — R™ e u : [c,d] — R"™ sdo curvas continuas tais
que v(b) = p(c) entao a concatenagdo ~y - u da curva v com a curva p € a
curva 7y - it : [a,d — ¢+ bl — R"™ definida por:

(1)) = {V(t), se t € [a, 0],
u(t—b+c), setebd—c+bl.

Obviamente se 7 e u sdo de classe C* por partes entdo a curva concatenada

v - também é de classe C* por partes. Note também que a operacio

de concatenagao de curvas é associativa. Se v : [a,b] — R™ é uma curva

continua entdo denotamos por v~ ! : [a,b] — R" a curva definida por:

Y =(a+b-1),

para todo ¢t € [a,b]. Obviamente se v é de classe Cck (resp., de classe C* por
partes) entdo 7! também é de classe C* (resp., de classe C* por partes).
Se z,y € R™ sdo pontos entao o simbolo [z, y] serd usado (com uma pequena
ambigiiidade) para denotar tanto o segmento de reta

(2.4) [z,y] = {(1—t)z+ty:t[0,1]}
como o caminho retilineo
0,1]3t— (1—t)z+tyeR"

que tem o segmento de reta (2.4) como imagem. Note que:

[z,y]7" = [y, ].

Dados pontos z,y, z € R™ entdao o caminho triangular de vértices x, y e z
é a curva A(z,y, z) obtida pela concatenagao dos caminhos retilineos [z, ],
[y, z] e [z, z]. Enunciamos abaixo algumas propriedades simples das integrais
de linha que seguem diretamente de propriedades elementares da integracao
de funcoes continuas por partes em intervalos:
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e se w é uma l-forma continua a valores em E cujo dominio contém a
imagem de uma curva v : [a,b] — R"™ de classe C' por partes e se
~ oo é uma reparametrizagao positiva (resp., negativa) de v entao a
integral fyogw é igual a fvw (resp, igual a — fv w) — em particular,
temos fv*l w=— fv w; . ‘

e se w é uma l-forma continua a valores em E cujo dominio contém
as imagens de curvas 7 : [a,b] — R™, u : [¢,d] — R™ de classe C!
por p?rtes tais que y(b) = u(c) entao fWLw = fvw + fﬂfu;‘ /

e se w é uma l-forma continua a valores em E cujo dominio contém
segmentos de reta [x,y], [y, 2] e [z, ] e se os pontos z,y, z € R" sao
colineares entdo a integral de w no caminho triangular A(z,y, z) é
nula.

2.5. Exemplo. Seja f : U — E uma funcdo de classe C' definida num
aberto U C R" e seja v : [a,b] — U uma curva de classe C! por partes.
Entao:

b b
[ar= [ aro) 0= [[(Fory@d=r(60) - f().

Precisaremos de um resultado que nos permitira fazer diferenciagoes sob o
sinal de integral. O leitor que nao tem familiaridade com integral de Bochner
pode ignorar os Lemas 2.6 e 2.7 a seguir e estudar os Lemas 2.8 e 2.10 em
vez.

2.6. Lema. Seja (Q, A, u) um espago de medida completo, X um espaco
topolégico que satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, xg € X um
ponto e f: Q x X — E uma aplicagdo tal que:
e para todo x € X, a aplicagio Q@ > ¥ — f(¥,2) € E é Bochner
integravel;
e para todo ¥ € Q, a aplicagio X > x — f(¥,x) € E € continua no
ponto xqg;
e existe uma fungao integrdvel ¢ : Q — [0, +00] e uma vizinhanga V
de xg tal que || f(V,z)]] < ¢(9), para todos ¥ € Q2 e todos x € V' com
T # xg.
Entdo a aplicagio X 3 x — [ f(0,2)dpu(V) € E € continua no ponto .

Demonstragao. Veja [1, Corollary 4.2]. O

2.7. Lema. Seja (2, A, 1) um espago de medida completo, U um aberto de
R" e f:QxU — E uma funcdo tal que:
e para todo x € U, a aplicagio Q > ¥ — f(¥,z) € E é Bochner
integravel;
e para todo ¥ € Q, a aplicacdo U > x — f(,2) € E € de classe C*;
e para todo xg € U existe uma funcdo integravel ¢ : Q — [0,+00] e
uma vizinhanga V' de xo em U tal que H%(i&m)“ < ¢(¥), para todos
¥ € Q etodos x €V com x # xp.
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Entio a aplicagio g : U 3 x — [, f(9,2)du(9) € E € de classe C! e sua
diferencial € dada por:

0
(2.5) dg(x) = 8f (9, z) dp(¥) € Lin(R"™, E),
para todo x € U.
Demonstragao. Veja [1, Corollary 4.8]. O

2.8. Lema. Seja f : [a,b] x X — E uma fung¢ao continua, onde X é um
espaco topologico. Entdo a aplicacdo X > x +— f; f(t,x)dt € E € continua.

2.9. Observagdo. Se X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade entao
o Lema 2.8 segue do Lema 2.6 tomando 2 = [a, b], V uma vizinhanga de um
ponto g € X tal que f é limitada em [a,b] X V e ¢ uma funcao constante.

Demonstragao do Lema 2.8. Seja xy € X fixado. Como f é continua e [a, ]
é compacto, a continuidade de f é uniforme com relagao a varidvel t € [a, bl;
mais precisamente, para todo 5 > 0, existe uma vizinhanga V de xgp em X
tal que [|f(t,x) — f(t,20)|| < 3=, para todo t € [a,b] e todo x € V. Logo:

H/ftxdt—/ftxo dtH /||ftg; f(t,zo)||dt <e,

para todo x € V. O

2.10. Lema. Seja f : [a,b] x U — E uma fun¢ao continua, onde U € um
aberto de R™. Suponha que para todo t € [a,b] a funcao U > x — f(t,x) € E
é diferencidvel e que a fungao % i |a, 0] xU — Lin(R"™, E) € continua. Entao
a funcao g : U > x — f; f(t,z)dt € E ¢ de classe C' e sua diferencial é
dada por:

b
(2.6) dg(x) = / %(t,x) dt € Lin(R", E),
para todo x € U.

Demonstragao 1. Utilize o Lema 2.7 com Q = [a,b], V uma vizinhanga de
um ponto zg € U tal que % é limitada em [a,b] x V e ¢ uma funcao

constante. O

Demonstracao 2. Seja x € U fixado e seja T' = fb 9(¢, ) dt € Lin(R", E).
Vamos mostrar que g é diferencidvel no ponto x € U e que dg(z) =T. Uma
vez estabelecida a igualdade (2.6), a continuidade de dg seguird do Lema 2.8.
Devemos verificar que:

L g+ ) — g(@) —T(h) _
A [

Temos:

g+ h) — /ftx+h f(tz) — g(,x)-hdt.
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Aplicando a desigualdade do valor médio para a fungao:

of
UBny(t,y)—afx(t,w)'yeE
no segmento [x,x + h| obtemos:
2.7) ||ft,z+h) = f(t,z)— af(t z) - h|| < H (t,x + 0h) — SL(t, )| ||n],

para algum 0 € ]0,1[. Como a funcao % é continua e [a, b] ¢ compacto, a

continuidade de % ¢ uniforme em relagao a variavel t € [a, b]; mais preci—

samente, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que H%(t,y) af (t,x H <=
para todo t € [a,b] e todo y € U com |y — z|| <. Podemos supor também
que a bola aberta de centro x e raio ¢ estd contida em U; daf (2.7) nos da:

1F 2+ h) = f(t,2) = GE(t @) - ]| < =500l
para todo h com ||h|| < 6 e portanto:
lg(x +h) = g(z) = T(h)|| < el[h]] O

2.11. Lema. Toda 1-forma fechada w : U — Lin(R", E) de classe C' defi-
nida num subconjunto aberto e convexo U de R™ € exata.

Demonstracao. Escreva w = Z?:l a;dx;, onde a;, : U — E,¢1=1,...,n, sao
~ ., . 0]
funcdes de classe C'; por hipétese, gg? = aﬂ , para todos i,7 = 1,.
J

Fixamos um ponto arbitrario z° € U e deﬁmmos uma funcao f : U — E
fazendo:

1
f(x):/[ w:/o w(z® +t(x —2%) - (z —2%) dt

—Z/ ai (2 + t(x — 2%)) (: — 22) dt,

para todo & € U. Segue do Lema 2.10 que f é de classe C'; além do mais,
dado j =1,...,n, a derivada parcial 387];(;8) é calculada da seguinte forma:

1
(ii:(x) /aj(a: +t(z—a® dt+2/ 8% —2%)) (z;—2f) dt

0

:/ a;(a° + t(z — 2°) dt+z/ (2 + t(x — 2%)) (2 — 20) d.

0
Dali:
of | 0
- t t(x — } dt:
%;>A&Mw+ww»
concluimos entao que é%(x) = a;(x), para todo j = 1,...,n e para todo

zeU. O
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2.12. Proposigao. Sejaw : U — Lin(R™, E') uma 1-forma continua definida
num subconjunto aberto U de R™. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) w € exata;

(2) a integral fvw depende apenas das extremidades de vy, i.e., para
quaisquer curvas v, p : [a,b] — U de classe C' por partes com
as mesmas extremidades (i.e., v(a) = p(a) e v(b) = u(b)) vale
Jyw=J,w;
¥ I

(3) para toda curva fechada 7y : [a,b] — U de classe C por partes a
integral f,yw € nula,

se U € convexo entdo as afirmacdes acima sao também equivalentes a:

(4) a integral fvw € nula para todo caminho triangular v com vértices
em U.

Demonstragao.
(1)=(2). Segue do Exemplo 2.5.

(2)=(3). Se v:[a,b] — U é uma curva fechada entao a integral de w em
7 deve coincidir com a integral de w na curva constante igual a y(a).

(3)=(2). Se v :[a,b] = U e p: [a,b] — U tem as mesmas extremidades
entdo a curva A = - ! é fechada e portanto 0 = f)\w = f,yw - fuw.

(2)=(1). E fécil ver que w ¢é exata em U se e somente se w é exata em
cada componente conexa de U; podemos supor portanto que o aberto U
é conexo. Segue dai que U também é conexo por arcos de classe C! por
partes. Seja xg € U fixado. Definimos f : U — FE fazendo f(z) = fww, onde
7 : [a,b] — U é uma curva arbitraria de classe C' por partes com (a) = zg
e y(b) = z. O fato que f7 w depende somente das extremidades de 7 implica
que a funcdo f estd bem definida. Sejam x € U e h € R" fixados; vamos
mostrar que:

o F - th) — [ (@)
t—0 t

=w(z) - h.

De fato, o valor de f(z + th) pode ser computado integrando w na curva
obtida pela concatenacao de v com o segmento [z, z + th] e portanto:

flz+th) = flx) 1 1 hds:
(2.8) = /[%ch]w— t/o w(z + sh) - hds;

t t
dai:
Cfeath)—f@ 4 [
] — f‘ . _ .
lim ; atlio J, w(z + sh)-hds =w(x) - h
Em particular, se w = )" | a;dz; entao gg{; = a;, parat = 1,...,n. Isso

mostra que f é de classe C, ja que as funcées a; : U — E sdo continuas;
além do mais, df = w.

(3)=(4). Trivial.
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(4)=(1). Anéloga & demonstracao de (2)=-(1), definindo f(z) = f[:vo 2]
para todo z € U. A primeira igualdade em (2.8) é justificada pelo fato que
a integral de w no caminho triangular A(zg,z + th, z) é nula. (]

2.13. Defini¢ao. Seja U um subconjunto de R"™ e sejam v : [a,b] — U,
p : [a,b] — U curvas continuas com as mesmas extremidades. Dizemos
que v e i sao homotopicas em U com extremos fixos se existe uma fungao
continua H : [a,b] x[0,1] — U (chamada uma homotopia com extremos fizos
de v para p) tal que:

e H(s,0) =~(s), para todo s € [a, b];

e H(s,1) = u(s), para todo s € [a, b];

e H(a,t) = H(a,0) e H(b,t) = H(b,0), para todo t € [0, 1].

2.14. Proposicao. Seja w : U — Lin(R", E) uma 1-forma fechada de classe
C' definida num aberto U de R™. Suponha que duas curvas ~y,  : [a,b] — U
de classe C' por partes sejam homotdpicas em U como curvas fechadas
(Definigao 1.14) ou sejam homotdpicas em U com extremos fizos. Entao

fw=[w.

Demonstragao. Seja H : [a,b] x [0,1] — U uma homotopia (de curvas fe-
chadas ou com extremos fixos) de v para p. Como w é fechada, sabemos
que a restrigdo de w a qualquer bola aberta contida em U é exata (Le-
ma 2.11). Seja (Ba)aca uma familia de bolas abertas com U = | J,cp Ba €
seja 0 > 0 um nimero de Lebesgue para a cobertura aberta (H_l(Ba))aeA
do compacto [a, b] x [0, 1]; isso significa que todo subconjunto de [a, b] x [0, 1]
com didmetro menor que § estd contido em algum H~'(B,). Escolha ago-
ra particoes a = tg < t1 < - < tp =be0 =5 < s1 << s =1
dos intervalos [a,b] e [0, 1] respectivamente, de modo que cada retangulo
[ti—1,t:) X [sj—1,85], it =1,...,k, g =1,...,1, tenha didmetro menor que 0;
em particular, H ([t;—1,t;] X [sj_1,5;]) estd contido em alguma bola aberta
contida em U, para todos ¢, j. Paracadai =1,...,kecada j=0,...,,
consideramos a curva b;; definida por:

[H(ti_1,8j>,H(ti,Sj)], se j = 1, .o .,l - 1,

bij = § Vities,t) se j =0,
:U’|[ti_1,ti]7 s€ ] =1l.
Para cada i = 0,...,k e cada j = 1,...,[, denotamos por v;; o caminho

retilineo [H (t;,sj—1), H(ti, sj)]. Defina curvas p, p fazendo:

p =001 Vo2 Vo, P =Vg1 Vg2 .
Para cadai=1,...,k, j=1,...,l, considere a curva R;; definida por:
-1 -1
Rij = bi—1) - 0ij - (his) ™ - (b—1);) -
Temos que R;; é uma curva fechada de classe C' por partes cuja imagem
estd contida numa bola aberta contida em U; como w é exata nessa bola,
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segue que fRij w=0paratodosi=1,...,k, j=1,...,1 (Proposi¢ao 2.12).
Além do mais:

koo k ! k !
OZZZ/RHLU:Z/‘w—i—Z/vw—Z/vw—Z/.w
i=1 j=1"Fij i=1 7 bio j=1" Pk i=1 Y it j=1""%0j

“Jefen e ]

Se H é uma homotopia com extremos fixos entao p e p sao curvas constantes;
se H é uma homotopia de curvas fechadas entao p = p. Em qualquer caso,
temos fﬁw - fpw = 0 e portanto f7 w= f# w. O

2.15. Corolério. Se w : U — Lin(R"™, E) € uma 1-forma fechada de classe
C' definida num aberto U de R"™ e se v : [a,b] — U € uma curva fechada de
classe C' por partes que € contrdtil em U entdo fww =0. O

Recorde que um subconjunto U de R"™ é dito simplesmente conexo se
toda curva continua fechada « : [a,b] — U é contratil em U. Segue do
Exemplo 1.15 que todo subconjunto convexo de R™ é simplesmente conexo.

2.16. Corolario. Toda 1-forma fechada w : U — Lin(R", E) de classe C*
num aberto simplesmente conexo U € exata.

Demonstragdo. Segue da Proposigao 2.12 e do Corolério 2.15. (]

2.1. 1-formas em C™. Identifiquemos o espaco C" com R?" através do
isomorfismo:

(2.9) C"3 (21, 2n) — (T1,+ o, Ty YL, - - -5 Yn) € R?,
onde z; = x; +1y;, para j = 1,...,n. Usaremos a notacao:
(2.10) dxy,...,dz,, dy, ..., dy,

para a base canénica do espaco R?"* = Lin(C™, R), em vez da notagao dx;,
j =1,...,2n, utilizada no restante da Secdo 2. Se ej, ..., e, denota a
C-base canonica de C" entdo, de acordo com a identificacao (2.9), a R-base
canonica de C" = R?" é:

€lyevvy€nyl€1, ..., 1y,

Dada uma fungao diferencidvel f : U — FE definida num aberto U de C™
entao as derivadas parciais de f num ponto z € U serao denotadas por:

af of of of

871:1(2)7 ey 67:1,‘”(2)’ aiyl(z)v ey 373/71(2)’

de modo que:
of

iy ape).e X

dz; 87/](2) =df(z)- (iej), j=1,...,n.
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Claramente:
df = Z S de +Zyd%‘-
=1 9Yi

Considere o espaco Lln(C”,C) das aplicacées R-lineares T : C" — C; o
espago Lin(C", C) torna-se um espago vetorial complexo se definirmos:

(2.12) (eT)(v) & cT(w),

para todos ¢ € C, T € Lin(C", C), v € C". E ficil ver que (2.10) também é
uma C-base para o espago vetorial complexo Lin(C", C). Definindo:

def

dzj =dz; +idy;, dz; =dx; —idy;, j=1,...,n

entao:
dzy,...,dz,,dz,...,dzZ,

¢ uma outra C-base para o espago vetorial complexo Lin(C™, C). Note que
dz; (resp., dZ;) é nada mais que a diferencial da aplicacao C" 3 z +— z; € C
(resp., da aplicacao C" 3 z — Z; € C).

Suponhamos agora que K = C, i.e., que o espaco de Banach F fixado no
inicio da Secao 2 é complexo. Se Lin(C", F) denota o espaco das aplicagoes
R-lineares T : C" — E entao, de modo idéntico a (2.1), cada T' € Lin(C", E)
escreve-se de modo Unico na forma:

(2.13) T=> ajdr;+ > bdy,,
j=1 i=1

com aj,b; € E, j =1,...,n. Afirmamos que é possivel escrever cada apli-
cacao T' € Lin(C", F) também de modo tnico na forma:

n n
(2.14) T =) djdz+ ) b;dz,
j=1 J=1
com aj,b; € E,j=1,...,n; de fato, a existéncia da decomposicao (2.14)

segue da existéncia da decomposigao (2.13) e das igualdades:
1 1
d$j = §(d2j—|—d§j), dy; = ?(de—de), j=1,....n.
l

A unicidade da decomposicao (2. 14) ¢é obtida observando que a igualdade
(2.14) implica que os coeficientes aJ, bg sdo dados por:

1 _ 1 - .

a; = §(T(€j) — zT(zej)), b;» = E(T(ej) + zT(zej)), j=1,...,n.
A vantagem da decomposicao (2.14) sobre a decomposigao (2.13) é que
a decomposi¢ao (2.14) nos permite distinguir facilmente quais aplicagoes
T € Lin(C", E) sao C-lineares. Vamos estudar mais a fundo essa situacao.
O espaco Lin(C™, E') também torna-se um espaco vetorial complexo se defi-
nirmos a multiplicagdo por escalares complexos como em (2.12). O espago

(2.15)
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Lin(C™, F) possui dois subespacos vetorias complexos importantes: o espago
das aplicacoes C-lineares:

def

Ling(C", E {T € Lin(C", E) : T(cv) = c¢T(v),

para todos ¢ € C, v € C"},
e o espago das aplicacoes lineares conjugadas:

Ling(C", E def {T € Lin(C™, E) : T(cv) = ¢T(v),

para todos c € C, v € C”}.

E facil ver que Lin(C™, E) é igual a soma direta dos subespagos Ling(C", E)
e Ling(C", FE). Temos que dzj, ..., dz, ¢ uma C-base para o espago
Ling(C",C) e dzy, ..., dz, é uma C-base para o espaco Ling(C", C). Além
do mais, se uma aplicagdo T € Lin(C", E) é decomposta como em (2.14)
entdo T' é C-linear (resp., linear conjugada) se e somente se b;- = 0 (resp.,
a; =0), para todo j =1,...,n

Obviamente as decomposigoes (2.13) e (2.14) possuem analogos para 1-
formas a valores em E definidas em subconjuntos de C™; mais explicita-
mente, se w : U — Lin(C", F) é uma 1-forma a valores em E definida num
subconjunto U de C" entao podemos escrever:

n n n n
w=Y ajdr;+ Y bidy; =Y didz + > Vdz,
=1 =1 =1 =1

onde aj : U — E, b; : U — E,a;: U — E, b, : U — E sio fungoes
unicamente determinadas pela 1-forma w. Temos que w é de classe CF
se e somente se as funcoes a; e b; sao de classe Ck, para j = 1,...,n;

similarmente w é de classe C* se e somente se as funcoes a} e b;- sao de

classe C*, para j = 1,...,n. Se f : U — E é uma funcio diferencidvel
num aberto U de C" entao a 1-forma df a valores em E pode ser escrita
de modo tinico como combinacao de dzj, dz;, j = 1,...,n; os coeficientes
podem ser calculados usando a férmula (2.15). Essa observacao motiva a
seguinte defini¢ao:

afd_ef1<0f 8f)7 8fdef1( er f)

aizj 87% B Oiy] 0z; N Ox; 0y

j=1...,n.
Temos entao:

Jj=1 J j=1 77 j=1 71 j=1

2.2. Fungoes Holomorfas. No que segue, E’ e E denotarao dois espacos
de Banach complexos fixados.
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2.17. Definigao. Seja f : U — FE uma funcao definida num subconjunto
aberto U de E’. Dizemos que f é holomorfa se f é de classe C' (no sentido
real) e se para todo z € U a diferencial df(z) : E/ — E é C-linear.

As seguintes propriedades das fungoes holomorfas seguem diretamente da
Definicao 2.17 e de teoremas bésicos de cdlculo diferencial em espagos de
Banach:

e a soma de fungoes holomorfas é holomorfa;

e 0 produto de uma funcao holomorfa a valores em F por uma funcao
holomorfa a valores em C é uma funcao holomorfa a valores em F;

e a composta de fungoes holomorfas é holomorfa;

ese £ = @?:1 E; escreve-se como uma soma direta de subespagos
fechados complexos F; entao uma funcao f : U — E é holomorfa se
e somente se cada uma de suas coordenadas f; : U — E; é holomorfa.

Suponhamos agora que E’ = C". Tendo em mente a discussao da Sub-
secdo 2.1, temos que uma funcio f : U C C" — E de classe C' é holomorfa
se e somente se df(z) € Ling(C", E) para todo z € U, i.e., se e somente se
(veja (2.16)):

of
2.1 — = =1,...,n.
(2.17) bz, 0 I L
Obviamente a igualdade (2.17) é equivalente a:
of . of .
2.18 —— =i =1,...,n.
( ) ay] Zaw‘] Y ] Y Y n

A igualdade (2.18) nos diz que df(z) - (ie;) = idf(z) - e, j = 1,...,n,
para todo z € U (veja (2.11)); vemos novamente entao que essa igualdade é
equivalente a C-linearidade de df(z).

2.18. Observagao. As equagoes (2.17) (ou as equagoes (2.18)) sao conhecidas
como as equagoes de Cauchy—Riemann. Para colocar essas equagbes num
formato mais familiar, suponha que Ey é uma forma real fechada no espago
de Banach complexo E, i.e., Ey é um subespaco real fechado® de E tal
que E = Ey @ iEy. Dai uma funcio f : U — E de classe C'! pode ser
decomposta de modo tnico em f = u + iv, com u,v : U — Ey funcgoes de
classe C''. Reescrevendo a igualdade (2.18) em termos de u e v obtemos:
ou ov ov ou

_— =, — =, ':1,...,”,
a$j Oyj 8.7}j 8yj J

que sao as classicas equacoes de Cauchy—Riemann.

Vamos enunciar uma versao dos Lemas 2.7 e 2.10 para o contexto de
funcoes holomorfas. O leitor nao interessado em integral de Bochner pode
ignorar o Lema 2.19 abaixo e considerar apenas o Lema 2.20 que o segue.

3Por exemplo, se £ = C" podemos tomar Fy = R".
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2.19. Lema. Seja (2, A, 1) um espaco de medida completo, U um aberto de
Chef:QxU— E uma funcdo tal que:
e para todo z € U, a aplicagio > V¥ — f(9,z) € E é Bochner
integravel;
e para todo ¥ € Q, a aplicagao U 3 z — f(¥,z) € E € holomorfa;
e para todo zy € U existe uma fungdo integrdvel ¢ : Q — [0,400] e
uma vizinhanca V de zg em U tal que H%(ﬁ,z)“ < ¢(V), para todos
Y€ Q etodos zeV comz # 2.

Entio a aplicagio g : U 3 z — [, f(¥,2)du(9) € E é holomorfa e sua
diferencial € dada por:

dg(z) = / 97 (9. 2) du(9) € Ling(C", E),
Q 0z
para todo z € U.

Demonstragdo. Segue do Lema 2.7, observando que a férmula (2.5) para a
diferencial de g implica que a mesma é C-linear. ([

2.20. Lema. Seja f : [a,b] x U — E uma funcao continua, onde U é um
aberto de C™. Suponha que para todo t € [a,b] a funcioU > z — f(t,z) € E
é holomorfa e que a funcao % :[a,b] x U — Ling(C™, E) é continua. Entdo
a funcao g : U 3 z — f: f(t,z)dt € E é holomorfa e sua diferencial é dada
por:

b af
dg(z) = / g(t,z) dt € Ling(C", E),
para todo z € U.

Demonstragao. Segue do Lema 2.10, observando que a férmula (2.6) para a
diferencial de g implica que a mesma é C-linear. ([l

Vamos olhar mais de perto para o caso n = 1. Escrevemos entao x, v,
z e Z no lugar de x1, y1, 21 e Z1; mais explicitamente, a base canonica de
R?" = Lin(C,R) é denotada por dz, dy e escrevemos dz = dx + idy e
dz = dz —idy. Toda aplicagdo C-linear T': C — E é da forma:

T(v) =av, veC,
onde a = T'(1) € E; na verdade, a aplicacao:
E > a+— adz € Ling(C, E)

é uma isometria de espacos de Banach complexos cuja inversa é dada por
Ling(C,E)>T—T(1) € E.

2.21. Lema. Seja f : U — E uma aplicagao definida num aberto U C C.
Dado um ponto z € U entdo sdo equivalentes:

o [ € diferencidvel no ponto z e df(z) € C-linear;

e criste o limite limy_,g W em E.
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Além do mais, quando uma (ou ambas) as condi¢des acima sao satisfeitas,

entao:
4(e) 1 tim TEER = IE)

E.
h—0 h <

Demonstragao. Temos que f é diferencidvel no ponto z com df(z) uma
aplicacao C-linear se e somente se existe a € E tal que:
h) — —ah
(2.19) lim L) = f(z) —a
h—0 |h|
|A]

Como as quantidades ﬁ e 5+ sao limitadas, a igualdade (2.19) é equivalente
a:

=0.

fle+h) = f(z)—ah _

2.2 li .

(2:20) ) h 0

Obviamente, (2.20) equivale a:
A G e GO ) O
h—0 h

Quando f : U C C — FE é diferencidvel num ponto z € U entao o limite
limy,_g w sera chamado a derivada de f no ponto z e serd denotado
por f/(z). Temos entao:

fi(z) =df(z) -1,
(2.21) df(z) = f'(z)dz.

Quando identificamos € com R? entdo os nimeros complexos 1 e i corres-
pondem respectivamente ao primeiro e ao segundo vetores da base candnica
de R?; temos portanto:

ez gE-de =16, Fe=ae =i,
of /

0
_ _
L =1, 26
Do Lema 2.21 obtemos o seguinte:

2.22. Corolario. Uma aplicagcao f : U — E definida num aberto U C C €
holomorfa se e somente se para todo z € U o limite:

flz+h) = f(2)

/ .
=1 er
fiz) = lim Y
existe e a funcdo derivada f': U — E € continua. O

Veremos adiante no Teorema 4.21 que a simples existéncia da derivada
f'(z) para todo z € U implica automaticamente na continuidade da fungao
f'; poderfamos entao definir que uma fungao f : U C C — E é holomorfa
quando o limite limy_,g w existe para todo z € U. No entanto,
consideramos mais conveniente para o desenvolvimento da teoria supor a
continuidade da funcao derivada f’ na definicao de holomorfia.
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3. SERIES DE POTENCIAS

Nesta secao denotaremos por E um espaco de Banach fixado sobre o corpo
K=RouK=C.

Uma série Y7 | an, de vetores de E é dita normalmente convergente se a
série Y 2| |lan|| é convergente. Temos que toda série normalmente conver-
gente é convergente.

3.1. Lema (teste da raiz). Seja (an)p>1 uma seqiéncia em E. Temos que:

. 1 . . ,
e se limsup,,_, |lan||n < 1 entio a série > .2, a, € normalmente
convergente;
. 1 . o 00 L
e selimsup, . ||an||n > 1 entdo a série ) | a, ndo € convergente.

Demonstragao. Suponha que limsup,,_, HanH% < 1. Seja g € R com

lim sup,,_, HanH% < ¢ < 1. Temos que HanH% < ¢ para todo n suficiente-
mente grande e portanto |la,| < ¢", para todo n suficientemente grande.
Como 0 < ¢ < 1, a série y 2, ¢" é convergente e portanto também a série
> o2 llan]|l é convergente.

: 1 : o
Suponha agora que limsup,, . ||an||» > 1. Nesse caso, existem infinitos

indices n tais que ||a,||» > 1 e portanto existem infinitos indices n tais que
|lan]| > 1. Logo a seqiiéncia (a,)n>1 nao tende a zero e a série » -~ | a nao
converge. [l

Se (an)n>0 € uma seqiiéncia no espaco de Banach E e se zp € K entao a
série:

(3.1) > an(z = z0)"
n=0

¢ chamada a série de poténcias centrada em zy com coeficientes (ap)n>0;
para séries de poténcias, usamos a convenciao 0 = 1, de modo que (3.1)
converge (trivialmente) para ap quando z = zj.

Vamos aplicar o teste da raiz a série de poténcias (3.1). Temos:

lim sup [|a,(z — zo)"H% = |z — 2zo|limsup ”anH%
n—oo n—oo

Se definirmos:
e 1
(3.2) R Qef - € [0, +o0]

* limsup [lan |+
n—oo

entdo a série (3.1) é normalmente convergente para |z — zg| < R e nao é
convergente para |z—zg| > R. Dizemos entao que R é o raio de convergéncia

da série de poténcias (3.1). Observamos que na definigao (3.2) foi utilizada
a convencao g = 400 e +%.O = 0.

Na demonstracao do préximo resultado precisaremos do seguinte:
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3.2. Lema (teste M de Weierstrass). Seja X um conjunto e seja (fn)n>1
uma seqiéncia de fungoes fp, : X — E. Se existe uma seqiéncia (Mp)p>1
de nimeros reais nao negativos satisfazendo:

o [|fn(2)|| < My, para todos x € X, n > 1,
* Z;?LOZI Mn < +OO7

entao a série y > | fn converge uniformemente para uma fungdo f : X — E.

Demonstragao. O espaco das fungoes limitadas f : X — F munido da nor-
ma || fllsup = sup,ex || f(2)| é um espago de Banach. As hipéteses do lema
garantem que a série 7 f, é normalmente convergente nesse espago. A
conclusao segue da observacao que convergéncia na norma || - [|sup € equiva-
lente a convergéncia uniforme. O

3.3. Lema. Se R denota o raio de convergéncia da série de poténcias (3.1)
entao para todo v € |0, R[, a série (3.1) converge uniformemente no disco
{zeK:|z— 2| <r}.

Demonstragao. Fazendo z = zp+1 ent@o |z —zg| < R e portanto a série (3.1)
converge normalmente, i.e., Y 7 [|an|/r™ < +00. A convergéncia uniforme
de (3.1) no disco em questdo é obtida entao do teste M de Weierstrass
(Lema 3.2) fazendo M,, = ||a,|r". O

3.4. Corolario. Se R denota o raio de convergéncia da série de poténcias
(3.1) entdo a fungao z — Y 7 qan(z — 20)" € E € continua no disco aberto
{z e K:|z— 2| < R}. O

3.5. Lema (diferenciacao termo a termo). Sejam E’, E espacos de Banach
sobre K, U C E' um aberto convexo limitado e (fy)n>1 uma seqiéncia
de fungoes diferencidveis fp, : U — E, de modo que (dfy)n>1 converge
uniformemente para uma func¢ao g : U — Lin(E', E). Suponha que eziste
algum ponto xog € U para o qual a seqiiencia (fn(xo))n>1 converge em F.
Entdo (fn)n>1 converge uniformemente para alguma fungao diferencidvel
f:U—-FEedf=g.

Demonstracao. Sejam x € U, m,n € IN fixados; como U é convexo, podemos
aplicar a desigualdade do valor médio para a funcao f,, — f, no segmento
[0, 2] obtendo:

[ (fm (@) = (@) = (fim(@0) = fu(z0)) || < sup ||dfm(2) —dfu(2)]| [l2—zo].-

z€[xo,

Seja M > 0 tal que ||z — zg|| < M para todo = € U. Como (dfy)n>1 ¢
uniformemente convergente temos que, para todo € > 0, podemos encontrar
ng € N tal que ||dfm(2) —dfn(z)H < 557 para todo z € U e todos m,n > ng.

| € convergente em E, podemos

supor também que Hfm(azo) — fn(xo)H < %_para todos m,n > ng. Obtemos

Além do mais, como a seqiiéncia ( fn(xg))n>
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entao:

[ fm(@) = fa(@)]] < || (fm(@) = fu(2)) = (fm(z0) = fulz0)) |

+ || fnlo) — | <—M+<=¢

* 2
para todo x € U e todos m,n > ng. Mostramos entao que a seqiiéncia
(frn)n>1 € uniformemente de Cauchy e portanto converge uniformemente
para uma funcao f : U — FE. Falta mostrar que f é diferenciavel e que
df = g. Fixe entao x € U e vamos mostrar que f é diferencidvel no ponto
x e que df(z) = g(x); para isso escrevemos:

f@+h) = f(x)+g(x) - h+r(h),

e tentamos mostrar que limy_.q % = 0. Como f, é diferencidvel no ponto
x, podemos escrever:

rn(h) _

com limy_,q = 0, para todo n € IN. Como f, — f e df, — g temos:
(3.3) nlggo rn(h) =1r(h),

para todo h € E' com x + h € U. Fixados m,n € IN, considere a funcao
¢ : U — FE definida por:

D(2) = fm(2) = fu(2) —=dfm(z) -z +dfn(z) -2, z2€UCE;

para todo h € E' com x + h € U temos ¢(x + h) — ¢(x) = rp(h) — rn(h) e
aplicando a desigualdade do valor médio para ¢ no segmento [z, + h] C U
obtemos:

Hrm - Tn H [SUP Hd¢ H HhH

= sup H(dfm( )—dfn(Z)) - (dfm( ) — dfn(x )H 1A,

z€[x,z+h]

para todo h € E' com z + h € U. Dado € > 0, podemos encontrar ng € IN
tal que ||dfim(2) — dfn(2)|| < § para todo z € U e todos m,n > ng. Datf:

+ dem (z) — dfal2)| <

N ™

para todo z € U e portanto:
€
(3.4) [rm (R) = ru(B)[| < S 1Al

para todo h € E' com x+h € U e todos m,n > ng. Fixando h € E', n > ng
e fazendo m — 400 em (3.4) obtemos (usando também (3.3)):

9
Ir(h) = (B[] < S]]
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para todo n > ng e todo h € E' com v + h € U. Fixe agora n = ng;

como limy,_,g % = 0, vemos que existe 6 > 0 tal que ||| < 0 implica

lrn(R)Il < ZIAll. Dai
[r(h)]] < ||r(h) = ru(R)|| + ||ra(h)]] < E||h|| + §||h|| = e||h]].

h|| < ¢ implica:

Isso mostra que limp_.q % = 0 e completa a demonstracao. (]

3.6. Corolario. Sejam E', E espacos de Banach sobre K, U C E’ um
aberto e (fn)n>1 uma seqiéncia de funcgoes diferencidveis f, : U — E que
converge pontualmente para uma funcao f : U — E. Se (dfn)n>1 conver-
ge local-uniformemente* para wma funcio g : U — Lin(E', E) entdo f ¢
diferencidvel, df = g e f,, — f local-uniformemente. (|

No que segue aplicamos o Coroldrio 3.6 no caso E' = KK; nesse caso, as
diferenciais df : U — Lin(IK, F) podem ser identificadas com as derivadas
f': U — E (veja Subsegdo 2.2 para o caso K = C).

3.7. Proposigao. Suponha que a série de poténcias (3.1) tem raio de con-
vergéncia positivo R. Entdo a funcao f(z) = > > qan(z — 20)" € E € de
classe C'™° no disco aberto {z eK:|z—2 < R}; no caso K = C, a fungdo
f € holomorfa e possui todas as suas derivadas holomorfas nesse disco. A
derivada de f € dada pela diferenciacdo formal termo a termo da série de
poténcias (3.1):

(3.5) fl(z) = nan(z — 20)"",
n=1

para todo z € K com |z — zo| < R.

Demonstragao. O raio de convergéncia da série de poténcias que aparece
do lado direito da igualdade em (3.5) é também igual a R. De fato, para
todo z € K esse série converge se e somente se a série Y 2 nan(z — 29)"

converge; o raio de convergéncia dessa ultima é dado por:
1 1
. T T =R,
limsup [[na,||»  limsup [[a,|»
n—oo n—oo

ja que nw —1. A funcao f, : K — F definida por:
n
fu(z) = Zak(z —20)¥, z€ekK,
k=0
é de classe C! (holomorfa, se K = C) e sua derivada é dada por:

fh(z) = Z kap(z — 20)F 71, ze K.
k=1

Ysso significa que todo ponto de U possui uma vizinhanga onde (dfy),>1 converge
uniformemente.
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Segue do Lema 3.3 que a seqiiéncia (f}),>1 converge local-uniformemente
para a funcao:

o0
g(z) = Znan(z —20)"Y, |z — 20| <R,
n=1

no disco {z eK:|z— 2 < R}. Pelo Lema 3.5, a fungao f é diferencidvel
nesse disco e df(z) - v = g(z)v, para todos z,v € K, com |z — 29| < R. Note
que a funcao g é continua, pelo Corolario 3.4. Mostramos entao que f ¢é de
classe C! (holomorfa, se K = C) e que sua derivada f’ é dada por (3.5).
Como f’ é dada por uma série de poténcias com raio de convergéncia R,
segue por inducao que f é de classe C*° e possui todas as suas derivadas
holomorfas, no caso K = C. U

3.8. Definigao. Seja zg € K e seja f : U — F uma fungao de classe C*
definida numa vizinhanca aberta U de zg em K; se K = C supomos que
f tem todas as suas derivadas holomorfas® em U. A série de Taylor de f
centrada no ponto zg é a série de poténcias:

> )z~ o)
n=0

onde f(™ denota a n-ésima derivada da funcéo f e f(© = f.

No caso K = R, é perfeitamente possivel que uma funcao de classe C*°
nao seja igual a soma de sua série de Taylor centrada em zy em vizinhanca
alguma do ponto zp. No caso K = C, veremos adiante (Proposicao 4.15) que
toda funcao holomorfa ¢é localmente dada pela soma de sua série de Taylor.
No momento, podemos provar o seguinte:

3.9. Coroldario (Taylor). Se a série de poténcias (3.1) tem raio de con-
vergéncia positivo e se f € a funcdo definida pela soma dessa série entdo:

ap = af(”)(zo), n=0,1,...;

em outras palavras, se f € dada pela soma de uma série de poténcias centrada
no ponto zo entao essa série coincide necessariamente com a série de Taylor
de f centrada no ponto zg.

3.10. Corolario. Dadas seqiiéncias (an)n>0, (bn)n>0 em E, se a igualdade:

> an(z— )" = 3 balz )"
n=0 n=0

€ vdlida para todo z em uma vizinhanca de zy em K entdo a, = b,, para
todo n > 0. |

5Veremos adiante (Lema 4.13) que uma fungio holomorfa tem todas as suas derivadas
holomorfas.
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4. FUNCOES HOLOMORFAS NUM ABERTO DE C TOMANDO VALORES NUM
ESPACO DE BANACH COMPLEXO

Nesta secao vamos estudar com mais profundidade a teoria de fungoes
holomorfas f : U — E, onde E é um espaco de Banach complexo e U é
um aberto do plano complexo C; esse estudo foi iniciado na Subsegao 2.2.
No que segue, E denotarda sempre um espago de Banach complexo fixado.
Como na Subsecdo 2.2, identificamos C com R? através do isomorfismo
C>3z=ux+iy+— (z,y) € R? denotaremos por dz, dy a base canonica
de R*" = Lin(C,R) e por dz, dz as 1-formas a valores complexos definidas
por dz = dx +idy, dZ = dx —idy. Se f: U — F é uma funcao continua
definida num subconjunto U de C, estaremos interessados em integrais de
linha da forma:

b
(4.1) / f(z)de = / F ) (1) dr,

onde v : [a,b] — U é uma curva de classe C' por partes. Quando for
conveniente, a integral de linha (4.1) serd também denotada por f7 f(w) dw,
J, f(u) du, etc.

Uma desigualdade simples que sera 1til em vérias situacoes é a seguinte:

(12) | [ rras] < s sz

z€Im(y)

onde v : [a,b] — U C C é uma curva de classe C'! por partes, f : U — E é
uma funcao continua e L(~y f |7/ (t)]] dt denota o comprimento de ~.

4.1. Observagao. O seguinte fato segue facilmente da desigualdade (4.2): se
v : [a,b] — C é uma curva de classe C' por partes e se (f,)n>1 é uma
seqiiéncia de fungoes continuas a valores em E que converge uniformemente
na imagem de ~ para uma funcao f entao lim, f7 fa(z)dz = f7 f(z)dz

4.2. Observagdo. Se f: U — E é uma funcao holomorfa num aberto U de
C entao:

/ f(z) dz 2" / df P20 £ (4(0)) - F(4(a)),

para toda curva v : [a,b] — U de classe C! por partes.

Nos lemas abaixo, investigamos condicoes para que 1-formas do tipo fdz
sejam fechadas ou exatas. As ferramentas desenvolvidas na Secdo 2 nos
fornecerao entao ferramentas poderosas para o estudo de fungoes holomorfas
no plano complexo.

4.3. Lema. Se g : U — E ¢ uma funcao continua num aberto U de C

entdao a 1-forma gdz € exata se e somente se existe uma funcao holomorfa
f:U — E tal que f' = g.
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Demonstragao. A 1-forma gdz = gdz+ (ig)dy é exata se e somente se existe
uma funcdo f : U — E de classe C' tal que = 9¢€ g = ig. Mas isso é
equivalente & condigdo de que f seja holomorfa e f' = g (veja (2.22)). O

Se g : U — E é uma funcao continua num aberto U CCese f: U — FE
¢ uma funcao holomorfa com f’ = g entao dizemos que f é uma primitiva
holomorfa para g. O Lema 4.3 nos diz entao que gdz é exata se e somente
se g admite uma primitiva holomorfa. Do Lema 4.3 e da Proposicao 2.12
obtemos imediatamente o seguinte:

4.4. Corolario. Seja g : U — E uma funcdo continua definida num subcon-
junto aberto U de C. As sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

e g admite uma primitiva holomorfa;
e se v ¢ uma curva de classe C' por partes em U entio a integral
fvg(z) dz depende apenas das extremidades de y;
e para toda curva fechada v em U de classe C' por partes a integral
J, 9(2) dz € nula;
se U € convexo entdo as afirmagdes acima sdo também equivalentes a:

s

e q integral fvg(z) dz ¢é nula para todo caminho triangular v com
vértices em U. O

4.5. Lema. Se f : U — E ¢ uma fungdo de classe C' num aberto U de C
entdo a 1-forma fdz € fechada se e somente se a funcdo f € holomorfa.

Demonstragao. Temos fdz = fdx + (if)dy e portanto a 1-forma fdz é
fechada se e somente se: .
af _ alif)

dy Oz

ou seja, se e somente se 3—5 = i%. Mas essa € precisamente a condigao para

que f seja holomorfa (veja (2.18)). O

Dos Lemas 4.3, 4.5, da Proposi¢ao 2.14 e dos Corolarios 2.15 e 2.16 segue
imediatamenmte o seguinte:

4.6. Corolario. Se f: U — E € uma func¢ao holomorfa num aberto U de C
entao:

e dadas curvas v, : [a,b] — U de classe C' por partes que sdo ho-
motopicas em U como curvas fechadas ou com extremos fixos entao
[, () dz = [, f() dz;

e se uma curva fechada v : [a,b] — U de classe C' por partes é con-
tratil em U entdao fﬁ/ f(z)dz =0;

e se U ¢ simplesmente conexo entao f admite wma primitiva holomor-
fa. O

O segundo item do Corolério 4.6 é uma versao preliminar do Teorema de
Cauchy; uma versao mais completa desse teorema serd provada mais adiante
nesta secao.
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4.7. Exemplo. Vamos calcular o valor da integral
(4.3) /(z — 29)" dz,
gl

onde zp € € é um ponto fixado, n é um ndmero inteiro e 7y : [a,b] — C é
uma curva fechada de classe C! por partes; se n < 0, supomos também que
a curva vy nao passa pelo ponto zp. Se n > 0 entdo a fungao z — (z — 29)"
é holomorfa em C; mas v é obviamente contratil em C. Logo a integral
(4.3) é nula (Corolario 4.6). Se n < —1 entao a fungao z — (z — zp)"
nao é holomorfa em C, mas apenas em C \ {z}; é perfeitamente possivel
que a curva vy nao seja contratil em C\ {z9}. Por outro lado, se n < —2
entao z — n%q(z — 29)""! é uma primitiva holomorfa para z — (z — z)" e
portanto concluimos novamente que a integral (4.3) é nula (Corolario 4.4).
Resta considerar o caso n = —1. Esse caso é tratado no Lema 4.8 a seguir.

4.8. Lema. Se v : [a,b] — C ¢ uma curva fechada de classe C por partes
que nao passa por um certo ponto zg € C entao:

1 dz

2mi

= 1nd(77 ZO)'
v Z — 20

Demonstragao. Seja 0 : [a,b] — R uma funcao angulo para a curva vy — z
(Lema 1.10); pelo Corolério 1.9, a funcdo 6 é de classe C! por partes. Se
definimos:

¢(t) =In|y(t) — 20| +i0(t), t€[ab],
entéo ¢ : [a,b] — C é uma funcio de classe C' por partes e zg +e?®) = (),
para todo t € [a,b]. Logo:

2 _ [P AO g [PIO s
LZ—ZO_/aV(t)—Zodt_/a o 4t = o) — (a).

Como ¢(a) e ¢(b) tem a mesma parte real, segue que:
o(b) — ¢(a) = i0(b) — if(a) = (2mi)ind(y — 2z9) = (2mi)ind(y, 20). O

4.9. Notagao. Dado um ponto zy € C e um escalar positivo » > 0 entéao
denotamos por B(zp,7) o disco aberto {z €C:|z— 2l < 7“} e por Blzg, ]
o disco fechado {z € C: |z — 29| < r}. Escreveremos f‘ziz()':r f(z)dz para

denotar a integral de fdz ao longo da curva [0,27] 3 t + 2o + ref € C cuja
imagem é o circulo {z € C: |z — 2| =7}.

4.10. Lema (férmula integral de Cauchy — primeira versao). Seja f : U — E
uma fungao holomorfa num aberto U C C. Se um disco fechado Blzo, R] estd
contido em U entao vale a igualdade:

1 fw)
£(2) /|w ,

270 Jjy—zg|=R W — 2

para todo z no disco aberto B(zp, R).
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Demonstragao. O circulo |w — zp| = R tem indice 1 em torno do ponto zy e
portanto tem também indice 1 em torno de qualquer outro ponto z do disco
aberto B(zp, R) (Corolério 1.20). Em vista do Lema 4.8 temos:

g L RICR.
f(2) ‘/|w

270 Jjy—zg|=R W — 2

Para concluir a demonstracao, é suficiente verificar que:

[ s,
lw—zo|=R ’

w—z

para todo z € B(zg, R). Seja entao z € B(zp, R) fixado e seja r > 0 pequeno
o suficiente tal que o disco Blz, r| esteja contido no disco B[zg, R]. Temos que
os circulos |w— 29| = R e |w — z| = r tem ambos indice 1 em torno do ponto
z; segue do Lema 1.22 que |w — z9| = R e |w — z| = r sdo homotdpicos como
curvas fechadas em B[zp, R] \ {z} (e portanto também em U \ {z}). Como a

f (w) f (2) ¢4

funcao w +— é holomorfa em U \ {z}, segue do Corolario 4.6 que:

fw)-1G) fw) -~ )
(44) /|w 20| Rdw_/|w z|=r dw-

w—z w—z

para todo r > 0 pequeno o suficiente para que B[z, r] C B[z, R]. Como a
integral do lado direito da igualdade em (4.4) é independente de r para r > 0
suficientemente pequeno, a demonstracao ficara concluida se mostrarmos
que:

Fw) = f(2)

w—z

lim w = 0.

r—0

f(w)—f(z)

|lw—z|=r

Como lim,,_., = f'(z), temos que:

|2 TN gy,

para w suficientemente proximo de z; logo:
T Law| €' (171 + 1) ),
|lw—z|=r w—=z

para todo r > 0 suficientemente pequeno. A conclusao segue. O

Enunciamos a seguinte adaptacao do Lema 2.8 para integrais da forma

J, £(z)dz

4.11. Lema. Seja f : U x X — FE uma fun¢do continua, onde U é um
subconjunto de C e X ¢é um espago topoldgico. Se v : [a,b] — U é uma
curva de classe C' por partes entdo a funcio X > x +— f,y flz,z)dz € E ¢
continua.
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Demonstragdo. A curva vy pode ser escrita como uma justaposicao de um
ntimero finito de curvas de classe C'; podemos supor entdo sem perda de
generalidade que v é de classe C'. Nesse caso temos:
b
[ fenaz= [ s
’Y a
e o integrando do lado direito da igualdade acima satisfaz as hipéteses do
Lema 2.8. A conclusao segue. ([

Enunciamos agora um critério de derivagao sob o sinal de integral que é
conveniente para nossos presentes propositos.

4.12. Lema. Seja v : [a,b] — A uma curva de classe C' por partes e seja
f:AxU — E uma fungcao continua, onde A é um subconjunto arbitrdrio
de C e U é um subconjunto aberto de C. Suponha que para todo w € A a
fung¢ao U > z — f(w,z) € E € holomorfa e que a func¢ao % tAxU—FE €
continua. Entao a funcao g:U 3 z — f7 f(w,z)dw € E € holomorfa e sua
derivada € dada por:

J(z) = / g‘i(w,z) dw e E,
g

para todo z € U.

Demonstragdo. A curva v pode ser escrita como uma justaposicao de um
nimero finito de curvas de classe C'; podemos supor entdo sem perda de
generalidade que 7 é de classe C'. Nesse caso temos:

b
o(z) = / F(e), )Y () dt, zeU,

e o integrando acima satisfaz as hipdteses do Lema 2.20. A conclusao segue.
O

4.13. Lema (férmula integral de Cauchy para derivadas). Seja f : U — E
uma func¢do holomorfa num aberto U C C. Entao f € de classe C* e todas
as suas derivadas f : U — E, n > 1, sdo holomorfas. Além do mais, se
um disco fechado B[z, R] estd contido em U entdo vale a igualdade:

4.5 () (4 _L! ﬂdw
(4.5) £ (2) /w

27 e sgler (w — 2) LT

para todo z no disco aberto B(zp,R) e todo n > 0 (onde fO = 7 por
convengao).

Demonstragao. A férmula (4.5) segue por inducao em n, usando a férmula
integral de Cauchy (Lema 4.10) e o Lema 4.12 sobre derivagao sob o sinal
de integral. Segue entao que f é de classe C*° e que todas as suas derivadas
sao holomorfas. (|
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4.14. Corolario (Morera). Se f : U — E € uma fun¢ao continua num
aberto U C C e se a integral f7 f(2)dz € nula para todo caminho triangular
~v com vértices em U entao f € holomorfa.

Demonstragao. Como a tese do corolario é local, podemos supor sem perda
de generalidade que U é uma bola aberta. Dai o Corolario 4.4 implica que f
possui uma primitiva holomorfa; portanto, o Lema 4.13 implica que a fungao
f também deve ser holomorfa. O

4.15. Proposigao (desenvolvimento em série). Seja f : U — E uma fung¢dao
holomorfa num aberto U C C. Se um disco aberto B(zp, R) estd contido em
U entao para todo z € B(zg, R) vale a igualdade:

(46) F2) =3 2 1 (o) (= — 20)"
n=0

Recorde que a série de poténcias que aparece do lado direito da igualdade
em (4.6) é chamada a série de Taylor de f centrada no ponto zy (Defi-
ni¢ao 3.8). Observe que, pelo Coroldrio 3.9, se f é dada por uma série de
poténcias Y 7 an(z — 20)" numa vizinhanga de zy entdo necessariamen-
te os coeficientes a, coincidem com os coeficientes da série de Taylor de f
centrada em zg.

Demonstragao da Proposi¢ao 4.15. Seja z € B(zp, R) fixado e seja r tal que
|z — 20| <7 < R. Pela férmula integral de Cauchy (Lema 4.10), temos:

1 fw)
1(2) /|w20|:r

21 w—z

Fixado w no circulo |w — 29| = r ent@o o integrando acima pode ser desen-
volvido em série da seguinte forma:

fw) f(w) f(w) 1 flw) <~ (72— 2\",
- - :w—ZOTLz::(O)’

w—z_(w—zo)—(z—zo)_w—zol—fu%z% w — 20

a convergéncia da progressao geométrica acima € justificada pelo fato que

;%ZZ%‘ = 1|2 — 2| < 1. Conclufmos entdo que:
fw) <~ fw)
(4.7) - Z (2= 20)"

w—z n:O(w—zo)

para todo w no circulo |w—zp| = r. Vamos mostrar que a série do lado direito

da igualdade em (4.7) converge uniformemente em w no disco |w — zg| =7
(onde z € B(z0,7)) € fixado). Se M = supj,,_. |, || f(w)| < +o0 entao:

< %(LZ - ZO|)”.

)
T T

f(w) (Z _ Zo)n

H (w — zp)"H!

como Y o7 ( M)n < 400, segue do teste M de Weierstrass (Lema 3.2) que

-
a série em questao converge uniformemente. Podemos entao integrar essa
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série termo a termo no disco |w — zp| = r (veja Observagao 4.1) obtendo:

f(Z) - Z an(z - ZO)na
n=0

onde:
1
ap = — f(iw)nﬂ d’l,l)7 n Z 0.
2mi |lw—zo|="r (w - ZO)
Do Lema 4.13 segue que a,, = %f(")(zo), provando (4.6). O

4.16. Corolario. Se f : U — E ¢é holomorfa num aberto U C C que contém
um ponto zg entdo o raio de convergéncia da série de Taylor de f centrada
no ponto zg € maior ou igual a distancia do ponto zy ao complementar de
U. Se U = C entdo a série de Taylor de [ centrada em qualquer ponto
zo € C tem raio de convergéncia +0o e converge para f em todo o plano
complexo. O

4.17. Corolario. Se f,g : U — E sdo fung¢des holomorfas num aberto conexo
U C C e se existe 2 € U tal que f™(z9) = g™ (2) para todo n > 0 entdo

f=y
Demonstragdo. O conjunto:
{zeU: ™ (2) = ¢"(z), para todo n > 0}

é claramente fechado em U. A Proposicao 4.15 implica que esse conjunto
também é aberto. Pela nossa hipotese, o conjunto é nao vazio e portanto
deve coincidir com todo o conjunto U, ja que U é conexo. O

4.18. Corolario. Se f,g : U — E sdo fung¢des holomorfas num aberto conexro
U C C e se o conjunto:

{z eU: f(z) = g(z)}
tem algum ponto de acumulacdo em U entdo f = g.

Demonstragdo. Seja h = f — g e seja zp € U um ponto de acumulagao de
h=1(0). Se h fosse ndo nula, existiria k& € IN tal que h(*)(z5) # 0 (Co-
roldrio 4.17). Seja k o menor niimero natural tal que h(¥)(zy) # 0. Dai, pela
Proposicio 4.15, temos h(z) = (z — 20)*ho(z), onde hg é a fungdo holomorfa
definida numa vizinhanga de zy pela série (veja Proposigao 3.7):

n=~k

Como ho(zp) # 0, temos que hg é ndo nula numa vizinhanga de zp; logo zp é
um zero isolado de h, contradizendo o fato que zg € um ponto de acumulagao
de h=1(0). O

Uma fungdo inteira a valores em E é uma funcao holomorfa f : C — F
cujo dominio é todo o plano complexo C.
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4.19. Teorema (Liouville). Toda fun¢ao inteira limitada f : C — E €
constante.

Demonstragdao. Pela formula integral de Cauchy para derivadas (Lema 4.13),
temos: |

n! z

o= [ 1

2mi Jyz=g 2"

para todo R > 0. Seja M = sup,c¢ || f(#)]|. Usando a desigualdade (4.2),
obtemos:

dz,

M
(n) <l
TRIOTEEL

para todo R > 0. Fazendo R — 00, concluimos que f() (0) = 0, para todo
n > 1. Segue da férmula de Taylor (Proposigao 4.15) que f é constante. [J

4.20. Teorema (da singularidade removivel). Sejam U C C um aberto, z
um ponto de U e f: U\ {z0} — E uma fun¢ao holomorfa. Se f € limitada
em alguma vizinhanca de zy entdo:

e 0 limite lim,_,,, f(z) existe em E;

e definindo f(zo) =lim,_.,, f(z) entdo f torna-se holomorfa em U.

Demonstragao. Tratamos primeiro o caso em que lim,_.,, f(z) = 0. Dal,
definindo f(z9) = 0, a fungdo f : U — FE torna-se continua. Para mostrar
que f ¢é holomorfa, usamos o Teorema de Morera (Corolario 4.14). Seja B
uma bola aberta de centro zy contida em U. E suficiente mostrar que f|p é
holomorfa; para isso, mostramos que a integral f7 f(2)dz é nula, para todo
caminho triangular v com vértices em B. Dados z1, 22, 23 € B entao:

/ f(z)dz:/ f(z)dz+/ f(z)dz
A(z1,22,23) A(z0,21,22) A(z0,22,23)

+ / f(z)d=.
A(z0,23,21)

E portanto suficiente mostrar que:

(4.8) / f(z)dz =0,
A(z0,21,22)

para todos z1,2z2 € B. A integral em (4.8) é automaticamente nula se os
pontos zg, z1, 22 sao colineares; suponhamos entao que eles nao o sejam.
Dado ¢ € ]0, 1] consideramos os pontos:

27 =20+ ¢e(z1 — 20) € [20,21], 25 =20+ (22 — 20) € [20, 22]-

Seja  a envoltéria convexa do conjunto {27, 25, 21, 22 }; denotamos por 0Q
a curva obtida pela concatenagao dos caminhos retilineos [z, z1], [21, 22,
[22, 25] e [25, 25]. Temos:

/ f(z)dz = / f(z)dz+ f(z)dz.
A(z0,21,22) A(20,25,25) oQ
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Seja v a reta determinada pelos pontos z{ e z5; os pontos 2{, 25, 21, 22 estao
todos no semi-plano fechado determinado por t que nao contém o ponto z.
Isso mostra que zg € @ e portanto Q C B\ {zp}; logo a curva 9Q é contratil
em B\ {z}. Como f é holomorfa em B\ {z}, o Coroldrio 4.6 implica que

faQ f(z)dz = 0; logo:

R Ly O
A(z0,21,22) A(z0,25,25)

para todo € € ]0,1]. Como f tem limite zero em 2y e como o comprimento
do caminho triangular A(zp, 25, 25) tende a zero quando ¢ — 0, segue da
desigualdade (4.2) que:

lim f(z)dz =0.

e—0 A(z0,25,25)

Concluimos entao que f Alz0,21,22) f(z)dz = 0, o que completa a demons-
tracao do primeiro caso.
Tratemos agora o caso geral. Defina g : U \ {29} — F fazendo

9(2) = f(2)(z = =),

para todo z € U\{zp}. Como f é limitada numa vizinhanca de 2o, temos que
lim,_,,, g(#) = 0 e portanto, definindo g(z9) = 0, concluimos do primeiro
caso que g é holomorfa em U. Segue da férmula de Taylor (Proposigao 4.15)
que:

()
fe) =Y T gy,
n=1 :

para z # zp numa vizinhanga de zg. A Proposigao 3.7 implica entao que:

lim f(2) = ¢'(20)

z—20
e que a fungao obtida definindo f(z9) = ¢'(2¢) é holomorfa numa vizinhanca
de Z0- |

4.21. Teorema (Goursat). Seja f : U — E uma fungao definida num aberto
f(z)=f(z0)

existe em E entao
Z—20

U C C. Se para todo zop € U o limite lim,_,
f € holomorfa.

Demonstracao. E suficiente mostrar que f|p é holomorfa, para toda bola
aberta B contida em U. Para isso, usaremos o Teorema de Morera (Co-
roldrio 4.14). Dados pontos z1, 29,23 € B, denotaremos por T'(z1, 22, 23)
o triangulo de vértices z1, zo, z3, i.e., a envoltdria convexa do conjunto
{21, 22, z3}; escreveremos 0T (z1, 22, z3) para denotar o caminho triangular
A(z1, 22, 23).
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Sejam entao z1, 22, 23 € B pontos fixados e seja Ty = T'(z1, 22, 23); deve-
mos mostrar que faTo f(z)dz = 0. Sejam:

Téa) = T(z1, 212, 213), To(b) = T'(z12, 22, 223),
TO(C) = T(z13, 293, 23), Téd) = T'(212, 223, 213),

onde 21y = %(zl + 29), 293 = %(22 +2z3) e z13 = %(zl + 23). E facil ver que:

(4.9) /BTO f(z)dz = /8T(§a) f(z)dz+ /E)To(b) f(z)dz

+/8T(§C> f(2) dz+/8T(§d> f(z)d=.

Seja Ty € {Téa),Téb),TéC),To(d)} tal que a norma de faTl f(2z)dz é igual ao
maximo das normas das quatro integrais que aparecem do lado direito da
igualdade (4.9). Dal:

| 8TOf(z)dzH <4 8Tlf<z>dzH;

além do mais:
1 1
L(&Tl) = 5 L(aTg), dlam(Tl) = 5 diam(To), Ty C T,

onde diam(-) denota o didmetro de um conjunto. Repetindo sobre T} a
construgao que produziu o tridngulo T a partir do tridngulo 7p, obtemos um
triangulo T5. Prosseguindo indutivamente, obtemos uma seqiiéncia (7},)n>0
de triangulos tal que:

| [, r@el <l ]

1 1
L(0Tp+1) = 5 L(0T,), diam(T,41) = §diam(Tn), Tht1 C Ty,

f(2) dz‘

’
Tn+ 1

para todo n > 0. Dali:

(4.10) £(2) dz” < qn

fz)dz|)

| i,

(4.11) LOT,) = 2in L(OTy), diam(T,) = 2in diam(Tp),

Ty

para todo n > 0. Como (73,)n>0 ¢ uma seqiiécia decrescente de compactos
nao vazios, existe um ponto zg € (,—,Zy. Por hipétese, o limite:

Fon) — tim T = 10)

2—20 z— 2

existe. Temos:

(4.12) /a BEOEE /d 1) = FGao) = £~ o))
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ja que a funcdo z — f(z0) + f'(20)(z — 20) é holomorfa em C e portanto tem
integral nula em qualquer curva fechada. Para todo € > 0, existe § > 0 tal
que:

(4.13) 1£(z) = f(z0) = ['(20)(z — 20)|| < elz — 20l

para todo z com |z — zp| < 0. Seja n grande o suficiente para que T;, tenha
diametro menor que ¢; daf (4.12) e (4.13) nos dao:

f(z dzH < eL(0T,) sup |z — 2| < eL(0T,,) diam(T},).

H oT, z€Ty,

e (4.10) e (4.11) vem:

H 1) dzH < eL(9Tp) diam(Tp).

Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que |, or, f(2)dz = 0. O

A férmula integral de Cauchy nos permite demonstrar teoremas melhores
do aqueles apresentados até agora para derivagao sob o sinal de integral.
O leitor nao interessado em integral de Bochner pode ignorar o Lema 4.22
abaixo e considerar apenas o Lema 4.23 e seus corolarios.

4.22. Lema. Seja (2, A, p) um espaco de medida completo, U um aberto de
Cef:QxU— FE uma funcgdo tal que:

e para todo z € U, a aplicagio > ¥ — f(9,z) € E é Bochner
integravel;

e para todo ¥ € ), a aplicagio U > z — f(0,z2) € E € holomorfa;

e para todo zy € U existe uma fungdo integrdvel ¢ : Q — [0,400] e
uma vizinhanga V' de zg em U tal que || f(V, 2)|| < ¢(9), para todos
Y€ Q etodos z eV comz # 2.

Entdo para todo z € U a aplicagdo §2 3 ¥ — a—f(ﬂ,z) € E é Bochner
integravel, a aplicagcao g : U 2 z +— fQ ,2)du(¥) € E é holomorfa e a
derivada de g ¢ dada por:

7= [ Fo2 ) e b

para todo z € U.

Demonstracdo. Vamos usar a férmula integral de Cauchy para mostrar que
f satisfaz as hipoteses do Lema 2.19. Seja zy € U fixado e sejam V e ¢
como no enunciado do lema. Seja R > 0 tal que o disco fechado B[z, R]
estd contido em V. O Lema 4.13 nos da:

of o y_ 1 f@,w) o
(29’) '/w zo\R( d,

2mi w— z)?
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para todo z € B(zp, R) e todo ¢ € Q. Se z € B[zo, %] entao, para todo w
no circulo |w — 29| = R, temos |w — 2| > £ e portanto:

) <

(w R2
Dali:
af (4.2) (1)
2 0,9] 4
H 02( A = R
para todo z € B[zo, g} e todo ¥ € . A conclusao segue. O

4.23. Lema. Seja f : U x X — E uma fung¢do continua, onde U é um
aberto de C e X € um espaco topologico. Se para todo x € X a fung¢do
U> 2z~ f(z,x) € E é holomorfa entio a fungdo %ch :UxX - FE ¢
continua.

Demonstragao. Seja Blzg, R] um disco fechado contido em U. Pelo Le-

ma 4.13, temos:
1
fea) = [ RACIL) P
2mi lw—z0|=R (U} - Z)

para todo z € B(zp, R) e todo x € X. Segue do Lema 4.11 que a restri¢ao
de f a B(zp,R) x X é continua. Como zy € U ¢é arbitrério, a conclusao
segue. O

4.24. Corolario. Seja f : [a,b] xU — E uma fung¢do continua, onde U € um
aberto de C. Suponha que para todo t € [a,b] a fun¢ao U > z+— f(t,z) € E
€ holomorfa. Entdo a funcdo % : a,b] x U — E é continua, a fun¢ao

g:U>z+— fab f(t,z)dt € E € holomorfa e sua derivada é dada por:

bof

/ —

g(z) = /a —az(t,z) dt € E,
para todo z € U.

Demonstragao. Segue dos Lemas 4.23 e 2.20. O

4.25. Corolario. Seja~ : [a,b] — A uma curva de classe C! por partes e seja
f:AxU — E uma fungao continua, onde A é um subconjunto arbitrdrio
de C e U ¢ um subconjunto aberto de C. Suponha que para todo w € A a
func¢ao U > z — f(w,z) € E é holomorfa. Entdo a fun¢ao % cAxU—FE
€ continua, a fung¢do g : U 3 z +— f7 f(w,z)dw € E € holomorfa e sua
derivada € dada por:

_[of

g'(2) = A 5, (W 2)dw € E,

para todo z € U.

Demonstragao. Segue dos Lemas 4.23 e 4.12. U
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5. O TEOREMA DE CAUCHY

Se f : U — E é uma funcao holomorfa definida num aberto U C C
tomando valores num espago de Banach complexo E e se v : [a,b] — U
é uma curva fechada de classe C! por partes que é contratil em U entdo
f,y f(2)dz = 0 (Coroldrio 4.6). No entanto, como se vé no Exemplo 5.1
a seguir, nao é necessario que 7y seja contratil em U para que a integral
f,y f(z)dz seja nula, para toda fungao holomorfa f : U — E.

5.1. Exemplo. Sejam p,q € C dois pontos distintos e seja U = C \ {p, ¢}.
Sejam «y, p curvas de classe C! por partes em U tais que y(a) = v(b) =

p(a) = p(b) e tais que ind(7,p) = ind(u,q) = 1 e ind(y, ) = ind(p,p) = 0.
E possivel mostrar que a curva A = v - pu -+~ - 4~ ndo é contratil em U.

No entanto, se f: U — E é uma fungao holomorfa arbitraria entao:

/Af(z)dz:/Wf(z)dz—l—/uf(z)dz—/vf(z)dz—/uf(z)dz:0.

Ocorre que a curva A que aparece no Exemplo 5.1 é homologicamente nula
(no sentido de homologia singular) em U; isso garante a nulidade da integral
f \w, para toda 1-forma fechada w em U. Usando técnicas de topologia
algébrica é possivel mostrar que se U é um aberto de C e se v : [a,b] — U
¢ uma curva continua fechada tal que ind(y,p) = 0 para todo p € C\ U
entdo v é homologicamente nula e portanto, se v é de classe C'! por partes,
temos que fvw = 0, para toda 1-forma fechada w em U. Nesta se¢do nés
mostraremos que fy f(z)dz = 0, para toda fungao holomorfa f : U — E,
desde que ind(~,p) = 0, para todo p € C\ U.

A discussao acima tem apenas um papel de motivagdo. Nenhum resultado
de topologia algébrica ou qualquer conceito ligado a teoria de homologia sera
usado no restante desta segao.

Para enunciar o Teorema de Cauchy em sua versao mais geral, precisamos
da seguinte:

5.2. Definicao. Uma cadeia de curvas fechadas em C é uma seqiiéncia finita
¥ = (",--.,7), onde cada v, : [a;,b;] — C é uma curva continua e fechada.
Dizemos que a cadeia v é de classe C* (resp., de classe C* por partes) se
cada curva ~y; é de classe C¥ (resp., de classe C* por partes). A imagem da
cadeia v é o conjunto:

Im(7) = | Im(v,).
j=1

Se a imagem de v estd contida num subconjunto U de C, diremos que v é
uma cadeia de curvas fechadas em U. Se p € C é um ponto fora de Im(7)
entao o indice de v em torno de p é definido por:
n
ind(y,p) = Y ind(y;,p).
j=1
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Se Im(y) C U e se w é uma 1-forma continua em U a valores num espago de
Banach F entao a integral de linha fvw é definida por:

n

[=%

j=1

O comprimento da cadeia y é definido por:
L(y) = L(v))-
j=1

Viérios resultados que demonstramos ao longo do texto para curvas fe-
chadas podem ser generalizados de forma evidente para cadeias de curvas
fechadas. Listamos a seguir tais resultados:

e Corolério 1.19;
e Corolario 1.20;
e Corolério 1.21;
e Lema 4.8;
e Lema 4.11;
e Lema 4.12;
e Corolério 4.25.

No que segue, E denotard sempre um espago de Banach complexo.

5.3. Proposicao (férmula integral de Cauchy). Seja f : U — E uma fun¢ao
holomorfa definida num aberto U C C e seja v uma cadeia de curvas fecha-
das de classe C1 por partes em U tal que ind(y, p) = 0, para todo p € C\U.
Entao:

1 f(z)
211 Ny E W

para todo w € U \ Im(7).

(5.1) dz = ind(y, w) f(w),

Para demonstrar a Proposicao 5.3, precisamos do seguinte:
5.4. Lema. Se f : U — E ¢é uma func¢do holomorfa num aberto U C C entao
a funcdo ¢ : U x U — E definida por:
f(z)—f(w)
(2, w) = {Zzww’ se 2 # w,

F, ser=uw,
é continua.

Demonstragdo. A funcdo ¢ é obviamente continua no complementar da di-
agonal de U x U. Vamos mostrar que ¢ é continua num ponto da forma
(20,20), 20 € U. Como f’ é continua em U, temos:

lim ¢(z,2) = ZILIIZ10 ' (z) = f'(20) = ¢(20, 20)-

Z—20
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E suficiente mostrar entao que:

i fz) = flw) _
(z,w)%j(ﬂzo,zo) T o —w I (20).

Se z e w pertencem a uma bola de centro zg contida em U, aplicamos a
desigualdade do valor médio para a fungdo U > u — f(u) — f'(20)u € E no
segmento [z, w] obtendo:

1£(2) = f(w) = f'(20)(z —w)|| < sup |[f'(u) = f'(z0)||z — wl.

u€[z,w]

A conclusao segue agora facilmente da continuidade de f’. (|

Demonstragdo da Proposicdo 5.3. Segue do Lema 4.8 que:

[ fw)

211 Z—w

dz = ind(y, w) f(w),
¥

para todo w € U \ Im(y). Para completar a demonstracao, é suficiente
mostrar entao que:
z) — f(w
JLEET T
Yy Z—w

para todo w € U \ Im(y). Seja ¢ : U x U — E a fungao definida no
enunciado do Lema 5.4; sabemos que ¢ é continua e que para todo z € U,
a funcao U 5> w — ¢(z,w) € E é holomorfa, pelo Teorema de Singularidade
Removivel (Teorema 4.20). Segue entao do Coroldrio 4.25 que a funcao
g : U — FE definida por:

g(w) = / dzw)dz, wel,
Y

¢é holomorfa. Note que:

st = [ 110,
;

z—w
para todo w € U \ Im(y). Considere o conjunto:
K =Im(y) U {w € C\ Im(v) : ind(y,w) # 0};

segue do Corolario 1.21 que K é compacto. Pelas nossas hipoteses, K estd
contido em U. Note que:

(5.2) gw) = [ 1

Z—w

dz,

¥
para todo w € U \ K. Vamos estender g para todo o plano complexo C
usando a igualdade (5.2) para definir g para w € C\ U. Temos entao que a
igualdade (5.2) vale para todo w no conjunto aberto C\ K; o Coroldrio 4.25
nos garante que a restricdo de g a C \ K é holomorfa. Como g¢|y também
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¢é holomorfa, concluimos que g : C — E é uma fungao inteira. Para w € C
fora do compacto K temos:

WD MG

z€Im(y) |Z - w‘ .

Segue dai que limj,|_ g(w) = 0. O Teorema de Liouville (Teorema 4.19)
nos garante entao que g ¢ identicamente nula. Isso completa a demonstragao.
O

Estamos em condigoes de provar agora o teorema principal desta segao.

5.5. Teorema (Cauchy). Seja f : U — E uma fungdo holomorfa definida
num aberto U C C e seja v uma cadeia de curvas fechadas de classe C' por
partes em U tal que ind(~y,p) = 0, para todo p € C\U. Entao fv f(z)dz=0.

Demonstra¢do. Como Im(y) é compacta e U nao é, existe um ponto w em U
fora de Im(y). Considere a funcao g : U — E definida por ¢g(z) = f(2)(z—w),
para todo z € U. A Proposicao 5.3 nos da:

! /f(z) dz = L[ 9k dz = ind(y, w)g(w) = 0. O

211 21 N2 =W

6. ALGEBRAS DE BANACH
Comegamos com a exposicao de alguns conceitos puramente algébricos.

6.1. Definicao. Uma dlgebra sobre um corpo K é um K-espaco vetorial
20 munido de uma operacao bindria bilinear A x A > (7,S) — TS € ,
chamada a multiplicacdo de 2, que satisfaz as seguintes propriedades®:
o (T'T)T3 = T1(T»T3), para todos Ty, Ty, T5 € A (associatividade);
e existe um elemento 1 € 2 nao nulo (chamado um elemento neutro
para a multiplicagdo de ) tal que 17 =T1 =T, para todo T" € 2.

Dizemos que a algebra 2 é comutativa quando a sua multiplicagao for uma
operacao comutativa, i.e., se T'S = ST, para todos T, 5 € 2.

Claramente, se 1 e 1’ sao ambos elementos neutros para a multiplicacao
de A entdo 1 = 11’ = 1’; denotaremos entdo por 1 o (tinico) elemento neutro
para a multiplicagao de 2 e diremos que 1 é o elemento unidade de 2.

6.2. Definigao. Seja 2 uma algebra e seja T' € . Dizemos que S € 2 é um
inverso & esquerda (resp., um inverso a direita) para T se ST =1 (resp., se
TS =1). Quando existe um elemento S € A tal que ST =TS = 1, dizemos

6Usualmente o termo algebra refere-se apenas a um espago vetorial munido de uma mul-
tiplicagao bilinear. Existem muitos exemplos importantes de dlgebras cuja multiplicacao
nao é associativa (como as dlgebras de Lie e de Jordan) e de dlgebras cuja multiplicagao
nao tem elemento neutro (como as dlgebras de convolu¢ao). No entanto, no nosso texto,
todas as algebras terao multiplicagdo associativa e com elemento neutro.
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que T ¢é inversivel em A ou que T é uma unidade de 2. Denotamos por
U(2L) o conjunto dos elementos inversiveis de 2, ou seja:

UA) def {T €2 :T ¢ inversivel}.

E perfeitamente possivel que um elemento 7" € 2l possua um inverso
lateral (i.e., um inverso & esquerda ou um inverso a direita), mas nao seja
inversivel. Um elemento 7" de uma algebra pode possuir varios inversos a
esquerda (ou varios inversos a direita). Por outro lado, se T' € 21 é inversivel
entao existe um unico S € A com T'S = ST = 1; dizemos entao que S é o
elemento inverso de T e escrevemos S = T~!. Essa tltima afirmacio é um
caso particular do seguinte:

6.3. Lema. Seja A uma dlgebra e seja T € A. Se existem S1,S2 € A com
S1T =TSy =1 entao S1 = Sa; em particular, T ¢ inversivel.

Demonstragao. Temos Sy = 1S9 = (S17T)S2 e portanto:
ngSl(TSQ):Sﬂ:Sl. O

E facil ver que se T, S sao elementos inversiveis de uma algebra 2 entao
TS é inverstvel e (T'S)~! = S~1T7-1

6.4. Corolario. Seja A uma dlgebra. Se S, T € A comutam (i.e., ST =TS)
entao ST ¢ inversivel se e somente se S e T sao ambos inversiveis.

Demonstracao. Basta mostrar que se o produto ST ¢é inversivel entao S e T'
sao ambos inversiveis. Seja R € 2 tal que R(ST) = (ST)R = 1. Dai RS é
um inverso a esquerda para T e SR é um inverso a direita para 7T'; segue entao
do Lema 6.3 que T ¢ inversivel. Similarmente, RT é um inverso a esquerda
para S e TR é um inverso a direita para S e portanto S é inversivel. ([

6.5. Definicao. Uma dlgebra com divisao é uma &algebra 2 tal que todo
elemento nao nulo de A é inversivel, i.e., tal que U (A) = A\ {0}.

6.6. Definigao. Seja 2 uma édlgebra. Por uma subdlgebra de 2 entendemos
um subespaco vetorial g de A tal que’ 1 € Ay e tal que T'S € Ay, para
todos 1,5 € .

Claramente se 2y é uma subélgebra de 2 entao 2y também é uma algebra,
com a multiplicacdo obtida pela restricao da multiplicacao de 2.

E facil ver que a intersecao de uma familia arbitraria de subalgebras de
2 é novamente uma subélgebra de 2; dado um subconjunto arbitrario C
de 2, podemos entao definir a subdlgebra gerada por C em 2 como sendo
a intersecao de todas as subalgebras de 2 que contém C. Obviamente, a
subalgebra gerada por C em 2 é a menor subdlgebra de 2 que contém C.

Se 2 é uma &algebra e se 2y é uma subalgebra de 2 entao observe que:

B possivel também considerar subdlgebras 2o de 2l que tem um elemento neutro
1’ € Ao diferente do elemento neutro 1 de . No nosso texto nés ndo admitiremos essa
possibilidade.
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e as subdlgebras de %y sao precisamente as subalgebras de A que estao
contidas em 2g;

e se C é um subconjunto arbitrario de 2y entdao a subdalgebra gerada
por C em 2y coincide com a subélgebra gerada por C em 2.

6.7. Definicao. Seja 2 uma algebra. Dado um elemento T € 2 entao o
centralizador de T em 2 é o conjunto:

3(T)={SeA: ST =TS}
de todos os elementos de 2 que comutam com 7.
Deixamos a cargo do leitor a verificagdo do seguinte fato simples:

6.8. Lema. Se 2l € uma dlgebra entdo o centralizador 39(T) de um elemento
T € A € uma subdlgebra de A com a sequinte propriedade: se S € 39(T) e
se S € inversivel entdo S~ € 39(T). O

6.9. Corolario. Seja A uma dlgebra e seja C C A tal que TS = ST, para
todos T, S € C. Entdo a subdlgebra gerada por C € uma dlgebra comutativa.

Demonstragao. Denote por g a subélgebra gerada por C em 2. Dado T € C
entdo, pelo Lema 6.8, 39(7") é uma subdlgebra de 2; como 39(7") contém C,
temos que Ay C 39(7"), para todo T' € C. Mas isso significa que T'S = ST,
para todos T' € 20y e S € C. Dali, para todo T € 2y, o centralizador 39(7T")
é uma subalgebra de 2 que contém C e portanto obtemos novamente que
Ao C 3(7). Concluimos entdao que T'S = ST, para todos T, S € 2. O

6.10. Definigao. Sejam 2, 2 dlgebras. Um homomorfismo de 2 para 2’ é
uma aplicacao linear ¢ : 2 — 2’ que leva o elemento unidade de 2 sobre o
elemento unidade de 2’ e tal que ¢(T'S) = ¢(T)p(S), para todos T, S € 2.

Um homomorfismo bijetor ¢ : 2l — A’ é dito um isomorfismo.

Claramente o inverso de um homomorfismo bijetor ¢ : 2 — A’ é também
um homomorfismo.

6.11. Lema. Sejam 2A, A" dlgebras. Se ¢ : A — A e : A — A sao
homomorfismos entdo o conjunto {T ed:o(T) = 1/1(T)} dos pontos onde
¢ e coincidem é uma subdlgebra de 2.

Demonstragao. Trivial. O

Um subconjunto C de uma algebra 2 é dito um conjunto de geradores
para 2 se a subdlgebra gerada por C em 2 coincide com 2; de outro modo,
C é um conjunto de geradores para 2 se nenhuma subdlgebra prépria de 2
contém C.

6.12. Corolario. Sejam 2, A’ dlgebras e seja C um conjunto de geradores
para A. Se dois homomorfismos ¢ : A — A, p : A — A coincidem em C
entao ¢ = 1.

Demonstragdo. Pelo Lema 6.11, {T € A : ¢(T) = (T)} ¢ uma subélgebra
de 2 que contém C e portanto deve coincidir com 2. O
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6.13. Definigao. Seja 2 uma algebra. Um ideal de 2 é um subespago I de
Atal que T'S € I e ST € I, paratodos T € I, S € 2.

6.14. Observagdo. Se 2 é uma algebra e se I é um ideal de 2 tal que 1 € 1
entao I = 2. Além do mais, se I contém um elemento inversivel de 2 entao
1 € I e portanto I = 2(. Vemos entao que se I é um ideal prdoprio de A (i.e.,
se I # ) entao I é disjunto de U(A).

6.15. Lema. Sejam 2, A’ dlgebras e ¢ : A — A um homomorfismo. Entao
o miicleo Ker(¢) = ¢~1(0) de ¢ é um ideal préprio de 2.

Demonstragao. Claramente Ker(¢) é um subespago de A e T'S, ST € Ker(¢),
sempre que T € Ker(¢), S € 2. Além do mais, temos Ker(¢) # 2 porque
Ker(¢) nao contém o elemento unidade de 2. g

Reciprocamente, todo ideal proprio de uma &algebra é nicleo de um ho-
momorfismo, como se vé no seguinte:

6.16. Lema. Sejam A uma dlgebra, I um ideal préprio de A e q: A — A/I
a aplica¢ao quociente, onde A/I denota o espago vetorial quociente de A
pelo subespaco I. Temos que existe uma unica opera¢ao bindria em 2A/1
satisfazendo:

(6.1) q(T)q(S) = q(T5),
para todos T, S € A; essa operag¢ao bindria torna o espago quociente A/1
uma dlgebra com elemento unidade igual a q(1) e a aplicagdo q : A — A/I

um homomorfismo sobrejetor com nicleo igual ao ideal I. Além do mais, se
a dlgebra 2 € comutativa entao A/ também é comutativa.

Demonstragao. Como q é sobrejetora, é facil ver que existe no mdximo uma
operagao bindria em 2(/I que satisfaz (6.1). Para mostrar que tal operacao
de fato estd bem definida, devemos verificar que se T,7", 5,5’ € 2 sao tais
que ¢(T) = q(T") e q(S) = q(S’) entéo ¢(T'S) = q(T'S"); temos:
TS —TS=[T+ (T - T)][S+ (5 —8)]-TS
=TS =8S)+(T"-T)S+(I"-T)(5" - 9) €1,

jd que T —T,S5" — S € I. Segue entao que ¢(T'S) = q(T'S’"). A verificagao
das outras afirmacoes feitas no enunciado é imediata. ([

Deixamos a cargo do leitor a verificacao do seguinte fato simples:

6.17. Lema (fundamental do homomorfismo). Sejam 2A, A’ dlgebras e seja
¢:A—A um homomorfismo. Entdo ¢(2) ¢ uma subdlgebra de A e emiste
uma unica aplicagao ¢ : A/Ker(¢p) — A’ tal que o diagrama:

2

ql\

¥/Ker(¢) ——
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comuta, onde q : A — A/Ker(¢) denota a aplicagio quociente. Temos que ¢
é um isomorfismo da dlgebra quociente A /Ker(¢p) sobre a dlgebra ¢p(A). O

Iniciamos agora nosso estudo de algebras de Banach. No que segue, de-
notamos por K o corpo R ou o corpo C.

6.18. Definicao. Uma dlgebra de Banach sobre KK é uma algebra 2 sobre KK

munida de uma norma || - || tal que (2, || - ||) é um espaco de Banach sobre
KK e tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(a) 1] =1;

(b) TS| < |IT|| ||S|l, para todos T, S € 2.

Segue da propriedade (b) na Definigdo 6.18 que a multiplicacdo de uma
algebra de Banach é uma aplicacao bilinear continua.

Observe que se 2 é uma algebra de Banach e se 2y é uma subalgebra
fechada de 2 entao 2y é também uma algebra de Banach com a norma e a
multiplicacao induzidas de 2; dizemos nesse caso que 2y é uma subdlgebra
de Banach de 2.

6.19. Exemplo. Se X é um espaco de Banach nao nulo sobre K entao
o espaco 2 = Lin(X) dos operadores K-lineares continuos 7' : X — X
munido da norma de operadores ||T|| = supjq <1 [|T%]| é uma élgebra de
Banach sobre KK, cuja multiplicacao é dada pela composi¢ao de operadores.
O elemento neutro de 2 é o operador identidade de X. Observe que a
algebra Lin(X) nao é comutativa se X tem dimensdo maior que 1.

6.20. Exemplo. Se K é um espago topolégico compacto nao vazio entao o
espaco C(K) das fungoes continuas f : K — K é uma élgebra de Banach
comutativa sobre K munida da norma do supremo || f|| = sup,cx | f(x)| e da
multiplicagao ponto a ponto (fg)(z) = f(z)g(z), z € K. O elemento neutro
de C(K) é a funcao constante e igual a 1 em K.

6.21. Proposicao. Seja 2l uma dlgebra sobre I munida de uma norma || - ||

tal que (A, ]| - ||) € um espago de Banach sobre IK e tal que a opera¢do de
multiplicagao A x A — A é continua. Entdo existe uma norma || - || em A,
equivalente a || - ||, tal que (2,1 -]|") € uma dlgebra de Banach sobre K.

Demonstragcdo. Para cada T € 2, denote por [7 : l — 2 o operador linear
definido por I7(S) = T'S, para todo S € 2. Como a multiplicacao de 2 é
bilinear e continua, segue facilmente que a aplicagao:

(6.2) A>T — Ip € Lin()

¢ linear e continua, onde o espago de Banach Lin(2() ¢ munido da norma de
operadores. A inversa de (6.2) é uma restricao da aplicagao

LinA)> L+— L(1) e
e portanto (6.2) é um homeomorfismo sobre sua imagem. Segue que a norma

def
T = il T e,
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3

induzida em 2l por (6.2) é equivalente & norma || - ||. Daf (2, -]') é um
espaco de Banach sobre IK. Como [; é o operador identidade de 2A e 2 é
um espago nao nulo, temos que ||1||" = 1, i.e., a condigdo (a) que aparece na
Definicao 6.18 é satisfeita. Para verificar a condi¢ao (b), observe que:

1TS|]" = |ltrs| = [ltrts] < [[rllltsl = [TII[1S]),
para todos T',.5 € . O

A Proposicao 6.21 nos diz que as condigoes (a) e (b) na Defini¢ao 6.18 nao
sao tao importantes; nés sempre podemos satisfazé-las trocando a norma de
2l por uma outra equivalente.

Para facilitar a compreensao do material que sera apresentado no restante
da secao, sugerimos que o leitor mantenha em mente o Exemplo 6.19.

6.22. Lema. Seja 2 uma dlgebra de Banach. Entdo:

e 0 fecho de uma subdlgebra de A é uma subdlgebra de A;
o se Ay é uma subdlgebra comutativa de A entdo o fecho de Uy € uma
subdlgebra comutativa de 2A;

e 0 fecho de um ideal de 2 € um ideal de 2.

Demonstragao. Segue facilmente da continuidade da multiplicagao de 2. [

Se 2 é uma algebra de Banach e se C C 2 é um subconjunto arbitréario
entao é facil ver que o fecho da subdlgebra gerada por C em 2 é a menor
subalgebra fechada de 2 que contém C; essa serd chamada a subdlgebra
de Banach de 2 gerada por C ou a subdlgebra fechada de 2 gerada por
C. Obviamente, se 2y é uma subalgebra de Banach de % e se C é um
subconjunto de 2y entdo a subdlgebra fechada gerada por C em 2l coincide
com a subalgebra fechada gerada por C em 2.

6.23. Corolario. Seja A uma dlgebra de Banach e seja C um subconjunto
de A tal que T'S = ST, para todos T, S € C. Entdo a subdlgebra de Banach
gerada por C em A € uma dlgebra de Banach comutativa.

Demonstragao. Segue do Lema 6.22 e do Corolario 6.9. U

Vamos agora estudar algumas propriedades do conjunto dos elementos
inversiveis de uma algebra de Banach.

6.24. Lema. Seja A uma dlgebra de Banach. Dado T € 2, suponha que a
série® S°°° T™ converge em 2, i.e., que o limite limy ZZ:O T" existe
em A; esse € o caso, por exemplo, se |T|| < 1. Entdo 1 —T € inversivel em
A e:

1-7)t= iT”.
n=0

8Por convencéo, definimos T° = 1, para todo T € 2.
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Demonstracao. Segue da continuidade da multiplicacao de 2 que:

(1 - T) iT" = i[(l — T)T"] — i(Tﬂ _ Tn-‘rl) _ klim (1 _ Tk'H);
n=0 n=0 n=0 00

como a série Y o2 T™ converge, temos que limy_ o, T++1 = 0 e portanto
(1-T)> 7, T™ = 1. De modo andlogo, vé-se que (Y oo (T")(1—-T) =1.
Note que se ||T]| < 1 entdo a série > >~ ;7™ é normalmente convergente, j&
que ||T"|| < ||T||" e a progressao geométrica »_ >~ o ||T||" é convergente. [

6.25. Corolario. Se 2 € uma dlgebra de Banach entdo a bola aberta de
centro 1 e raio 1 em A estd contida em U(2). O

6.26. Corolario. Se 2 € uma dlgebra de Banach entdo o conjunto U(2L) dos
elementos inversiveis de A é aberto em .

Demonstragao. Pelo Corolario 6.25, o elemento neutro 1 é um ponto interior
de URL). Se T € U(A) entdao a aplicagdo I : A > § — TS € A é um
homeomorfismo de 2l cujo inverso é [p-1. Como [p leva U(2L) sobre U () e
[7(1) =T, segue que T também é um ponto interior de U(2). O

6.27. Corolario. Se 2l € uma dlgebra de Banach entdo o fecho de um ideal
proprio I de A é novamente um ideal proprio de 2.

Demonstracao. Se I é um ideal préprio de 2 entdo sabemos que I é um ideal
de 2, pelo Lema 6.22. Se fosse I = 2 entdo I seria denso em 2 e portanto
INUEL) # 0, ja que U(RL) é um aberto nao vazio de A (Corolério 6.26).
Mas isso implicaria que I = A (veja Observagao 6.14). O

Note que se 2 é uma algebra de Banach entao a aplicacao:
(6.3) KoA— e

é um homomorfismo e também uma isometria sobre sua imagem. Além do
mais, para todos A € K, T' € 2, temos AT = (A1)7T. Identificaremos entao
cada escalar A € K com o elemento A1 € 2.

6.28. Definicao. Seja 2l uma édlgebra de Banach. Dado um elemento 7' €
entdo o espectro de T' é o conjunto o(T") C KK definido por:

o(T) = {X € K: X —T nao ¢ inversivel em 2},
e o resolvente de T é o conjunto p(T') C K definido por:
p(T) =K\ o(T)={X € K:X—T éinversivel em A}.

Note que se 2y é uma subalgebra fechada de uma algebra de Banach 2
entao é perfeitamente possivel que um elemento de 2y seja inversivel em 24
mas nao seja inversivel em 2Ag; dai, dado T' € 2y, temos que o espectro e o
resolvente de T visto como elemento de %y nao necessariamente coincidem
respectivamente com o espectro e o resolvente de T" visto como elemento de
2 (veja Exemplo 6.31 abaixo). De modo geral, preferimos usar a notacao
simplificada ¢(T") e p(T) introduzida na Defini¢do 6.28, mas quando for
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necessario usaremos a notagao mais precisa oy (1) e py (1) para o espectro
e o resolvente de T visto como elemento de 2. Em geral, se 2y é uma
subalgebra fechada de 2 entao temos:

Pay, (T) C py(T), o9(T) C T, (T).

6.29. Exemplo. Seja X um espaco de Banach nao nulo e seja 20 = Lin(X) a
algebra de Banach dos operadores lineares continuos em X (recorde Exem-
plo 6.19). Temos que um elemento 7' € 2 é inversivel se e somente se T' é um
operador linear bijetor; de fato, se T : X — X é linear, bijetor e continuo
entdo o Teorema da Aplicacdo Aberta garante que 7' : X — X também é
continuo e portanto 771 € A. O espectro de T é dado entdo por:

o(T) = {X € K: X —T nao ¢ bijetor}.

Note que A € K é um autovalor de T' se e somente se o operador A — 7" nao
¢é injetor. Quando X tem dimensao finita entao o espectro de T coincide
exatamente com o conjunto dos autovalores de T'; quando X tem dimensao
infinita entdo o(7") contém (mas em geral nao coincide com) o conjunto dos
autovalores de T'.

6.30. Exemplo. Seja K um espaco topolégico compacto nao vazio e seja
C(K) a élgebra de Banach comutativa das fungoes continuas em K (recorde
Exemplo 6.20). Temos que um elemento f € C'(K) é inversivel se e somente
se 0 ¢ f(K). Segue portanto que o espectro de f é precisamente a imagem
de f, ou seja:

para toda f € C(K).

6.31. Exemplo. Seja S' C C o circulo unitério {z € C : |2| = 1} e con-
sidere a 4lgebra de Banach complexa 21 = C(S') constituida pelas funcoes
continuas f : S' — C. Seja i € A a aplicacdo inclusdo, i.e., i(z) = z, pa-
ra todo z € S'. A subdlgebra gerada por i em 2 é a dlgebra das funcdes
polinomiais

n
SlazHZakzkeC, k>0, ag,...,ar € C.
k=0

Seja g o fecho da subdlgebra gerada por i, i.e., a subdlgebra de Banach
gerada por i em 2. Obviamente i é um elemento inversivel de 2, ja que
i ndo se anula em S'. Vamos ver que i ndo é inversivel na algebra de
Banach 2, i.e., a funcdo z — 2! ndo pertence a 2y. Em primeiro lugar,
note que se f pertence a subdlgebra gerada por i entdo a integral de linha
lelzl f(2)dz é nula, ja que f é a restricdo de uma funcao inteira. Como toda

funcdo f € Ay é o limite uniforme em S! de uma seqiiéncia de elementos
da subdlgebra gerada por i, temos na verdade f‘z|:1 f(z)dz = 0, para toda

f € 2. Como le\:l 27 1dz = 2mi, temos que i~! ¢ Ap. Como vimos no
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Exemplo 6.30, o espectro de i visto como elemento de 2 é dado por:

og(i) =S L
Vamos calcular o espectro de i visto como elemento de 2(y. Obviamente,
g, (1) contém oy (i) = St Seja A € C. Se |\ < 1 entdo:

/ A—2)"tdz = —2mi
|z|=1

1 nao pertence a p; logo A € T, (i). Suponha agora

e portanto z — (A—z)~
que |A| > 1. Nesse caso, a série de Taylor da funcdo z — (A —2)~! centrada
na origem converge uniformemente no disco unitario |z|] < 1 e portanto
z — (A —2)7! é o limite uniforme em S! de uma seqiiéncia de fungoes
polinomiais. Logo z — A — z ¢ inversivel em o e A & oy (i). Concluimos
entao que:

0, () =B[0,1] = {2 € C: 2] <1}.

Continuemos agora o estudo das propriedades do espectro e do resolvente
de um elemento de uma &algebra de Banach.

6.32. Lema. Se 2 € uma dlgebra de Banach entdo para todo T € 2 temos
que o resolvente de T € aberto em K e portanto o espectro de T € fechado
em IK.

Demonstragao. O resolvente de T' é a imagem inversa do conjunto U(2l) pela
fungao continua K 3 A — A — T € . Pelo Corolario 6.26, U(2) é aberto
em 2 e portanto p(7") é aberto em K. O

6.33. Lema. Se 2 € uma dlgebra de Banach entdo para todo T € 2 temos

que o espectro de T estd contido na bola fechada de centro na origem e raio
|T|| em .

Demonstragdo. Basta mostrar que se A € K e |[A| > ||T]| entao A — T é
inversivel em 2. Temos:

A—T=X1-TX1).

Como [|[TA7Y| = || T||A|~F < 1, segue do Lema 6.24 que 1—TA~! é inversivel
em 2. Logo A — T também € inversivel em 2. (]

6.34. Corolario. Se 2 ¢ uma dlgebra de Banach entdo o espectro de um
elemento arbitrario T € A € compacto.

Demonstragao. Segue dos Lemas 6.32 e 6.33. (]

6.35. Lema. Seja 2 uma dlgebra de Banach. Entdo a aplicagao inversao
inv:UA)>3T—T e

é de classe C*° (holomorfa, se K = C) e sua diferencial é dada por:

(6.4) d(inv)(T)-H = —T*HT !,

para todos T € U(A) e H € A.
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Demonstragcao. Comegamos mostrando que inv é diferenciavel no ponto 1 e
que d(inv)(1) - H = —H, para todo H € 2; para isso, é suficiente verificar
que:

(1+H)"'—1-(-H)

(6.5) I?Lno T 0.

Pelo Lema 6.24, se ||H|| < 1 entdao (1 4+ H) ' = > (—1)"H" e portanto:
[e.e]

(6.6) (1+H) ' —1—(-H)=> (-1)"H".
n=2

Observe também que:

S S 1=
(6.7) IS yman| < m) = ToTET

n=2 n=2
A igualdade (6.5) segue entao diretamente de (6.6) e (6.7). Seja agora T um
elemento inversivel arbitrario de 2. Considere os homeomorfismos lineares

[ e v, de A definidos por [7(S) = T'S, v, (S) = ST, para todos S € .

Temos o seguinte diagrama comutativo:

QlinvQl

[TT TT

A——2
mv
ou seja:
(6.8) inv =t 1 oinvolp1.

Como as aplicagoes lineares continuas Ip-1 e t,-1 sao de classe C° e inv
é diferencidvel no ponto 1, segue da igualdade (6.8) que inv é diferencidvel
no ponto T diferenciando (6.8) no ponto 7' e usando a regra da cadeia,
obtemos a férmula (6.4). Para mostrar que inv é de classe C°, considere a
aplicacao:

(6.9) Ax A (T, To) — —Ip, oty € Lin(A);

temos que (6.9) é bilinear e continua e portanto de classe C*°. A férmula
(6.4) mostra que d(inv) : U(2A) — Lin(2A) é igual a composta da aplicacao
inv : U(RA) — 2, com a aplicacao diagonal A > T — (T,T) € A x 2, com
a aplicacdo (6.9). Segue entdo por indugdo em k que inv é de classe CF,
para todo k£ > 0; logo inv é de classe C"*°. Finalmente, se K = C entao a
féormula (6.4) mostra que d(inv)(7) : 2 — A é C-linear, para todo T € U(2)
e portanto a aplicacao inv é holomorfa. O

6.36. Definicao. Seja 2 uma &dlgebra de Banach e seja T' € 2. A aplicagao:

p(T) > A — p(T; N of A=T)"te
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é chamada a aplicacao resolvente correspondente ao elemento 7. O valor da
aplicagao resolvente num ponto A € p(7T') é chamado o resolvente de T no
ponto A.

6.37. Corolario. Seja A uma dlgebra de Banach. A aplica¢do resolvente de
um elemento T € A € de classe C*° (holomorfa, se IK = C).

Demonstragdo. A aplicagao IK 5 A — A —T € A é claramente de classe
C*° (holomorfa, se IX = C). A conclusao segue do Lema 6.35 e da regra da
cadeia. 0

Temos a seguinte estimativa sobre o resolvente p(T'; A\) de um elemento T'
quando |A\| — oo.

6.38. Lema. Seja 2 uma dlgebra de Banach. Dado T € 24 entdo:
lim p(T;\) = 0.

IX|— o0

Demonstragao. Para A € p(T), A # 0, temos:
p(T; ) =A==t =DA-Tx Yt =xta-1rH= L
Como a aplicagao inversao de 2 é continua (Lema 6.35), temos que:

lim (1-TAxH) =1

|Al =00
Obviamente, lim|y|_ A~! =0. A conclusio segue. O

Estamos em condigoes de demonstrar agora o seguinte importante resul-
tado:

6.39. Proposigao. Seja A uma dlgebra de Banach complexa. Entao o es-
pectro de um elemento T' € A é um subconjunto compacto e nao vazio do
plano complexo C.

Demonstragao. Ja vimos que o espectro de T é compacto (Corolario 6.34).
Suponha por absurdo que ¢(T") = ), de modo que p(T') = C. Dai a aplicagao
resolvente de T' é uma funcao inteira (Coroldrio 6.37), i.e., holomorfa em
todo o plano complexo C. Segue do Lema 6.38 que a aplicacao resolvente
é limitada e portanto constante, pelo Teorema de Liouville (Teorema 4.19).
Dai p(T; \) = 0, para todo A € C. Mas o elemento p(T; \) € A é inversivel
para todo A, o que nos da uma contradicao. O

6.40. Corolario. Se 2 ¢ uma dlgebra de Banach complexa com divisao entao
todo elemento de A € da forma A1, com A € C; em particular, a aplica¢do
(6.3) € um isomorfismo e uma isometria de K = C sobre 2.

Demonstracao. Dado T € 2 entao, pela Proposicao 6.39, existe A € C tal
que A — T nao é inversivel; como 2 é uma algebra com divisao, isso implica
que A —T =0 e portanto T'= A1. O
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6.41. Lema (expansao de Taylor do resolvente no infinito). Seja 2 uma
dlgebra de Banach e seja T € A. Para todo z # 0 em K com |z| < ||T| ™!,
temos que o resolvente de T no ponto 2z~ € dado pela série de poténcias:

o0

(6.10) p(T;27h) =) Tzt

n=0
Demonstracao. Temos:
p(TizH = - =11 -2 =21 -27)" L
Como ||2T]| = |2| ||T]| < 1, segue do Lema 6.24 que:

o0
p(T;2z7 Y =2 Z "2". O
n=0
6.42. Definigao. Seja 2 uma algebra de Banach complexa e seja T € 2A. O
rato espectral de T' é o niimero real nao negativo definido por:

(6.11) 0(T)| % sup 2.
z€o(T)
Segue da Proposigao 6.39 que existe z € o(T) tal que |z| = |o(T)], i.e.,
o supremo em (6.11) é na verdade um méximo. Temos que o raio espectral
de T é o raio do menor disco fechado centrado na origem em C que contém
o espectro de T'. Note que, pelo Lema 6.33, temos sempre a desigualdade:

o (T)] < [T
No que segue, determinaremos uma férmula precisa para |o(7T)|.

6.43. Lema. Seja A uma dlgebra de Banach complexa e seja T € 2. Entao
a formula (6.10) € vdlida para todo z € C tal que 0 < |z| < |o(T)|~L. Além
do mais, temos |o(T)| > limsup,,_, [|T"|" .

Demonstragao. Considere o conjunto:
U={z€C:2#0ez""€p(T)} u{0}
e a fungao f : U — 2 definida por:

£ = {pm ), sezeU\{0},

0, se z = 0.

Claramente U \ {0} é um aberto e a funcao f é holomorfa em U \ {0}
(Lema 6.32 e Corolério 6.37). Além do mais, se |z| < ||T]|~! entdo segue do
Lema 6.41 que z € U e que:

o0
(6.12) flz) =) Tzt

n=0
A Proposicao 3.7 e o Corolario 3.9 nos dizem entdo que f é holomorfa em
U e que (6.12) é exatamente a série de Taylor de f centrada na origem.
Como o disco aberto de centro na origem e raio |o(T)|~! estd contido em
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U, segue da Proposigao 4.15 que a igualdade (6.12) é vélida para todo z
com |z| < |o(T)|7Y; logo (6.10) vale para todo z com 0 < |z| < |o(T)|~!.
Vemos também que o raio de convergéncia da série de poténcias em (6.12)
é pelo menos |o(T)|~!. Obviamente as séries de poténcias > oo, T"z" 1
e Y o2 T™2" tém o mesmo raio de convergéncia e a férmula (3.2) nos dé

entao: .
> |o(T)| .
limsup ||77||»
n—oo
Isso completa a demonstragao. ([

Nosso objetivo agora é mostrar que o limite lim,, . ||7"||» coincide exa-
tamente com o raio espectral de 1. Para isso, precisamos de um lema
preparatério.

6.44. Lema. Seja A uma dlgebra de Banach e sejaT € 2. Se A € K pertence
ao espectro de T' entao A\ pertence ao espectro de T™, para todo n > 1.

Demonstracao. Temos:

n—1

X' T" = (A=T)) M1tk

k=0
Como a subdlgebra de 2 gerada por T' é comutativa (Coroldrio 6.9), segue
que os elementos A — 1T e ZZ;(l) NeT=1=k comutam. Dalf, se A" pertence ao
resolvente de T™ entao \" — T™ é inversivel e portanto, pelo Corolario 6.4,
A — T também ¢é inversivel, i.e., A pertence ao resolvente de T O

6.45. Proposicao (férmula do raio espectral). Seja 2 uma dlgebra de Ba-

nach complexa e seja T € A. Entao o limite lim,, ||T”H% existe e valem
as igualdades:
1 1
o(T)] = Tim, |IT71% = inf |77 %.
n—00 n>1

Demonstragdo. Se A € o(T) entdo A" € o(T") (Lema 6.44) e portanto
A" < |IT™| (Lema 6.33). Logo |A| < HT"H%, para todo n > 1 e portanto,
usando também o Lema 6.43, obtemos:
o(T)| < inf |T"||% < liminf |T"|= < limsup |77 < |o(T)].
n>1 n—oo n— 00

A conclusao segue. O

Como vimos no Exemplo 6.31, se 2y é uma subdlgebra fechada de uma
algebra de Banach 2 e se T' € 2y entao o espectro de T' visto como elemento
de 2y pode conter propriamente o espectro de T visto como elemento de 2.
No entanto, temos o seguinte:

6.46. Corolario. Sejam A uma dlgebra de Banach complexa, 2y uma sub-
algebra fechada de A e T € Ay. Entao:

(6.13) sup |z| = sup |z|,
z€og(T) zea%(T)
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i.e., o raio espectral de T wvisto como elemento de 2 coincide com o raio
espectral de T visto como elemento de 2.

Demonstragao. Simplesmente observe que, pela Proposicao 6.45, ambos os
1
supremos que aparecem em (6.13) sdo iguais ao limite lim,, o [|[T"||». O

7. CALCULO FUNCIONAL HOLOMORFO

No que segue, consideramos fixada uma algebra de Banach complexa 2.

Se C 3z f(z) =Y }_garz® € € é uma funcio polinomial em C com
coeficientes complexos ag,...,ar € C e se T' é um elemento da algebra de
Banach complexa 2 entao podemos definir um elemento f(7') € 2 de forma
natural fazendo f(T) = > _, aTF. E ficil ver que se f e g sdao funcdes
polinomiais entao:

(7.1) (f +9)(T) = f(T) +9(T), (fo)(T) = f(T)g(T).

Mais geralmente, se f : C — C é uma funcao inteira entao é natural definir
f(T) =32 arTh, onde Y32, apz® é a série de Taylor de f centrada na
origem; note que a série > o~ a;T* é normalmente convergente em 2, para
todo T € 2, j& que a série de poténcias Y oo a,z" converge em todo o plano
complexo C. Utilizando propriedades elementares de séries de poténcias, nao
é dificil verificar que as igualdades (7.1) também sao validas se f e g s@o
funcGes inteiras arbitrarias.

Nosso objetivo aqui é procurar uma definigao para f(T'), quando T € A e
f: U — C é uma fungao holomorfa num aberto U do plano complexo. A pri-
meira pergunta que devemos fazer é a seguinte: qual deve ser a relagao entre
o dominio de f e o elemento T para que f(7T') esteja bem-definido? Uma pista
para responder a essa pergunta é obtida se consideramos a algebra de Banach
2 = Lin(C") das matrizes complexas n X n. Seja T' = diag(A1,...,\,) € A
a matriz diagonal que tem os nimeros complexos A1,..., A, € C em sua
diagonal principal. Nesse caso, uma definigdo razoavel para f(T') deveria
satisfazer:

(7.2) F(T) = diag(f(M),- .- f(Mn))-

Como o(T) = {\1,..., A}, parece razodvel que para definir f(7") o dominio
da funcao f deva conter o espectro de T

Sejaentao T € A e f: U — C uma funcdo holomorfa num aberto U C C
contendo o (7). Para definir f(7T) nesse caso geral, ndo é apropriado usar
uma representacao de f em série de poténcias, pois essa série pode nao ser
convergente num disco grande o suficiente para nossos propositos. Uma idéia
natural é utilizar a Férmula Integral de Cauchy (recorde Proposicao 5.3).
Substituindo formalmente w por 7" na férmula integral (5.1) somos levados
a considerar a integral de linha:

1 i
L f(2)(z —T)1d

2mi

1
2

(7.3) / F(2)(T; 2) dz,
Y
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na qual o integrando é uma funcao holomorfa em U \ o(7T"), tomando valores
na algebra de Banach complexa 2. Olhemos novamente para o caso em
que A = Lin(C") e T" = diag(A1,...,An). Se v é uma cadeia de curvas
fechadas de classe C' por partes em U \ o(T) tal que ind(y,p) = 0 para
todo p € C\ U entao a Férmula Integral de Cauchy nos diz que a integral
(7.3) é igual a matriz diagonal cujo j-ésimo elemento da diagonal principal
é igual a ind(7y, ;) f(A;). Para obter o resultado desejado (7.2), devemos
portanto supor também que ind(vy,p) = 1, para todo p € o(T'). Isso motiva
a seguinte:

7.1. Definigao. Sejam U C C um aberto e K um subconjunto compacto de
U. Uma cadeia de curvas fechadas v é dita adaptada ao par (U, K) se:

e Im(y) CU\K;

e ind(v,p) =1, para todo p € K;

e ind(v,p) =0, para todo p € C\ U.

7.2. Definicao. Seja T € A e seja f : U — C uma funcao holomorfa, onde
U é um aberto de C contendo o(T"). Definimos f (T') € A fazendo:

(7.4) o / fE) e T) M = o / e

onde v é uma cadeia de curvas fechadas de classe C' por partes adaptada
ao par (U,a(T)).

Para justificar a Defini¢ao 7.2 precisamos verificar duas coisas. Em pri-
meiro lugar, devemos saber que uma cadeia de curvas fechadas ~ de classe
C! por partes adaptada ao par (U,U(T)) de fato existe. A demonstracao
detalhada esse fato é um tanto técnica e deixamo-la para o apéndice. No
momento, apenas enunciamos a seguinte:

7.3. Proposicao. Dados um aberto U C C e um compacto K C U entao
existe uma cadeia de curvas fechadas v de classe C*° por partes adaptada
ao par (U, K).

Demonstragdo. Veja Apéndice A. O

Devemos também verificar que a integral em (7.4) nao depende da cadeia
~ escolhida; temos o seguinte:

7.4. Lema. Seja T € A e sejam v, pu cadeias de curvas fechadas de classe
C' por partes adaptadas ao par (U, J(T)). Entao:

/f Tzdz_/f

Demonstragao. Escreva v = (71,...,vn) € = (U1, .., fm); consideramos
a seguinte cadeia de curvas fechadas de classe C!' por partes:

A= (’Ylv"'zlynvulil,---,,ur_nl).
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Obviamente Im(A) C U \ o(T) e ind(\, p) = ind(~, p) — ind(u, p) = 0, para
todop € C\U e todo p € o(T). Como a funcao z — f(2)p(T’; z) é holomorfa
no aberto U \ o(T) e como ind(\,p) = 0 para todo p no complementar
de U \ o(T), segue do Teorema de Cauchy (Teorema 5.5) que a integral
f)\ p(T; z) dz é nula. Portanto:

/f (T dz—/Wf(z)p(T;z)dz—/Mf(z)p(T;z)dz:0. O

APENDICE A. CONSTRUGAO DE CADEIAS DE CURVAS ADAPTADAS

O objetivo deste apéndice é demonstrar a Proposicao 7.3. A idéia para a
construcao de uma cadeia de curvas fechadas adaptada a um par (U, K) é
intuitivamente simples. Ladrilhamos o plano por um reticulado de quadra-
dos com diametro menor que a distancia de K até o complementar de U.
A cadeia é obtida entao considerando as fronteiras (percorridas no sentido
anti-horario) dos quadrados do reticulado que interceptam K. Temos, no
entanto, que eliminar as arestas que sao comuns a dois quadrados, para que
a imagem da cadeia seja disjunta de K; note que arestas comuns a dois
quadrados sao percorridas em sentidos opostos e portanto cancelam-se nas
integrais de linha. Devemos também concatenar as arestas remanescentes
dos quadrados de modo a formar uma cadeia de curvas fechadas. Nosso
objetivo aqui é apresentar uma exposicao detalhada e rigorosa dessa cons-
trucao. Para isso, serd conveniente considerar a seguinte generalizagao da
Definicao 5.2.

A.1. Definigcao. Uma cadeia de curvas em C é uma seqiiéncia finita:

Y= (717""%1)7
onde cada 7; : [a;,b;] — C é uma curva continua. Dizemos que a cadeia
é de classe CF (resp., de classe C* por partes) se cada curva 7v; € de classe
C* (resp., de classe C* por partes). A imagem da cadeia v é o conjunto:

= |J m(y).
j=1

Se a imagem de v estd contida num subconjunto U de C, diremos que ~y é
uma cadeia de curvas em U. Se Im(y) C U e se w é uma 1-forma continua
em U entao a integral de linha fvw é definida por:

n

[=% ]

J=1

Note que definimos uma cadeia de curvas como sendo uma seqtiéncia de
curvas, e nao apenas um conjunto de curvas. O motivo disso nao é que
estaremos particularmente interessados na ordem das curvas que aparecem
numa dada cadeia; utilizamos seqiiéncias em vez de conjuntos para permitir
eventualmente que uma mesma curva aparega mais de uma vez numa mesma
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cadeia. Se v = (71,...,7,) é uma cadeia de curvas, usaremos a notacao
1 € v e diremos que p pertence a vy quando existe um indice j = 1,...,n tal
que p1 = ;.

A.2. Definigao. Seja v = (71,...,7,) uma cadeia de curvas em C, onde
v; : laj,bj] — C, para j =1,...,n. Dado um ponto p € C entao a incidéncia
de v em p ¢é definida por:

t(vy,p) = ‘{jzl,...,n:’yj(bj):p}’—}{jzl,...,n:fyj(aj):p}

onde | - | denota a cardinalidade de um conjunto. A cadeia «y é dita ciclica
se t(y,p) = 0, para todo p € C.

)

Observe que toda cadeia de curvas fechadas é ciclica, mas nem toda cadeia
ciclica de curvas é uma cadeia de curvas fechadas. Parte do nosso trabalho
consiste em mostrar que uma cadeia ciclica de curvas pode ser reduzida,
num sentido conveniente, a uma cadeia de curvas fechadas.

A.3. Definigao. Seja v = (y1,...,7») uma cadeia de curvas em C, onde
v; ¢ laj,bj] — C, para j = 1,...,n. Dizemos que 7 é redutivel se existem
indices j, k € {1,...,n}, j # k, tais que v;(b;) = yx(ax); nesse caso, a cadeia
constituida pelas curvas ., r € {1,...,n} \ {j,k} e pela curva concatenada
v - Yk € dita uma reducdo simples de . Se uma cadeia p é obtida de vy
por uma sequéncia finita de redugoes simples entao dizemos que p é uma
redu¢cdo de . Uma cadeia de curvas v é dita irredutivel quando nao for
redutivel.

A.4. Lema. Seja v uma cadeia de curvas em C e seja p uma reducdo de ~y.
Entao:

e sey ¢ de classe C* por partes entio p também é de classe C* por
partes;

e Im(y) = Im(y);

e sey é de classe C' por partes e se w é uma 1-forma continua num
subcongunto U de C que contém Im(y) entdo fww = f# w;

e para todo p € C, temos v(vy,p) = t(u,p);

e q cadeia y € ciclica se e somente se a cadeia p € ciclica.

Demonstragdo. Claramente é suficiente considerar o caso em que p é uma
reducao simples de . Nesse caso, a verificacdo das afirmagoes acima é
imediata. ([

A.5. Lema. Toda cadeia de curvas em C admite uma reducdo irredutivel.

Demonstragao. Senao, seria possivel executar uma seqiiéncia infinita de re-
ducoes simples numa cadeia; como cada reducao simples reduz em uma
unidade o nimero de curvas de uma cadeia e como toda cadeia é finita, isso
¢é impossivel. O

A.6. Lema. Se uma cadeia de curvas v em C € ciclica e irredutivel entdo
€ uma cadeia de curvas fechadas.
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Demonstragao. Escreva y = (y1,...,9m), com 7, : [a;,b;] = C,j=1,...,n.
Seja j = 1,...,n fixado. Devemos mostrar que ~;(a;) = ~;(b;). Tomando
p = vj(a;) entdo, como «(7y,p) = 0, deve existir um indice &k = 1,...,n tal
que Yx(bg) = p. Se fosse k # j, a cadeia ~y seria redutivel. Logo k = j e
portanto v;(b;) = p = vj(a;). O
A.7. Definic¢ao. Sejay = (71, ...,7,) uma cadeia de curvas em C e suponha
que existam indices j,k € {1,...,n} (ndo necessariamente distintos) tais que

Yi =Yg 1 Se i denota a cadeia obtida de v pela remocio das curvas vj e
v entao diremos que p é obtida de v por uma operacao de cancelamento.

A.8. Lema. Seja v uma cadeia de curvas em C e suponha que p € obtida
de v por um numero finito de operagoes de cancelamento. Entdo:
e se~y ¢ de classe C* (resp., de classe C* por partes) entio i também
¢ de classe C* (resp., de classe O por partes);

o Im(p) C Im(y);
e sey é de classe C' por partes e se w é uma 1-forma continua num

subconjunto U de C que contém Im(v) entao fww = f“ w;
e para todo p € C, temos v(y,p) = t(u,p);
e a cadeia vy € ciclica se e somente se a cadeta p € ciclica.

Demonstragao. Claramente é suficiente considerar o caso em que p é obtida
de v por uma tnica operacao de cancelamento. Nesse caso, a verificagao das
afirmacgoes acima é imediata. Observamos, no entanto, que o seguinte caso
merece uma atencgao especial: se u é obtida de vy pela remocao de uma curva
~v; tal que v; = 7;1. Nesse caso, a curva v, ¢ obrigatoriamente fechada e, se

v, € de classe C I por partes, a integral f%‘ w ¢é necessariamente nula, ja que
w=—/[ w. (]
fo=-1,

A.9. Observagdo. Suponha que v = (71, ...,7,) ¢ uma cadeia de curvas duas
a duas distintas, i.e., 7; # v, para j,k = 1,...,n, j # k. Considere a cadeia

p constituida pelas curvas v; pertencentes a «y tais que fyj_ ! ndo pertence a

v. E facil ver que i é obtida de v por um nimero finito de operagoes de
cancelamento e portanto a tese do Lema A.8 aplica-se as curvas 7y e pu.

Dado um ponto p = (p1,p2) € R? = C e um nimero real positivo
entdo denotamos por Q(p,l) o quadrado Q(p,l) = [p1,p1 + 1] X [p2,p2 + 1;
consideramos também os caminhos retilineos:

'Qp,1) = [p,p+ (1,0)], &*Q(p,1) = [p+ (1,0),p + (1, 1)],
83Q(p7 l) = [p + (l7 l),p + (07 l)]v 84Q(p7 l) = [p + (07 l),p},
e a curva fechada:
aQ(pa l) = 81Q(p7 l) : 82Q(p7 l) : 83Q(p7 l) : 84Q(p7 l)

As curvas 9°Q(p,1), i = 1,2,3,4, sao chamadas as arestas do quadra-
do Q(p,l). E facil verificar que se Q@ = Q(p,l) é um quadrado entdo
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ind(0Q, z) = 1 se z pertence ao interior de @ e ind(9Q,z) = 0 se z nao
pertence a Q.
Dado [ > 0 entao o reticulado padrdo de lado | é o conjunto de quadrados:

={Q(p,1) : p = (Im,In), m,n € Z}.

Se é ¢ um subconjunto finito de Q; entao denotamos por aé a cadeia de
curvas de classe O constituida pelas curvas 0°Q, com Q € é, 1=1,2,3,4.
Note que a cadeia de curvas fechadas constituida pelas curvas 0Q), Q) € @,
é uma reducgao da cadeia 8@ segue entao do Lema A.4 que a cadeia 8@
é ciclica. Denote por dQ a cadeia formada pelas curvas 7 pertencentes a
cadeia 8Q tais que ~y ~! nao pertence a cadeia aQ dito de outra forma, 8Q
é a cadeia formada pelas curvas v € dQ tais que Im(7) ndo estd contida na
interse¢ao de dois quadrados distintos pertencentes ao conjunto Q. Temos
que dQ é obtida de 9Q por um numero finito de operacoes de cancelamento
(veja Observagao A.9). Segue entdao do Lema A.8 que dQ ¢é uma cadeia
ciclica de curvas de classe C'° cuja imagem estd contida na imagem de
8@; além do mais, se w é uma 1-forma continua num subconjunto U C C
contendo a imagem de 8@ entao:

(A1) /aéw - /5czw

Estamos agora prontos para a:

Demonstracao da Proposicao 7.3. Sejam U C C um aberto e K um subcon-
junto compacto de U. Considere o reticulado padrao Q;, onde [ é escolhido
de forma que 1v/2 (i.e., o didmetro de um quadrado de lado ) é menor que a
distancia de K até o complementar de U. Seja Qo conjunto dos quadrados
Q € Q9 tais que QN K # (); como K ¢é limitado, temos que Q 6 finito. Além
do mais, pela nossa escolha de [, temos ) C U, para todo @ € Q. Como
vimos acima nos comentarios que precedem a demonstracao, 8@ e 5@ sao
cadeias ciclicas de curvas de classe C*°. Seja v uma reducao irredutivel de
a9 (Lema A.5). Entao v é uma cadeia ciclica de curvas de classe C* por
partes tal que Im(7) = Im(8Q) (Lema A.4); pelo Lema A.6, v é uma cadeia
de curvas fechadas. Para completar a demonstracao, devemos verificar que
v é adaptada ao par (U, K). Se um ponto zyp € C nao pertence a fronteira
de nenhum dos quadrados Q € Q entdo zy & Im(9Q), zy & Im(y) e

ema ]- d ema 1 d
(A2) ind(y,z) "2 — [ e :

48 2mi ),z —2z0 A4 27 J55 z — 20

A1) 1 '
2mi /8Q 2= 20 Z 21 /8Q Z— 20 Zln (8Q7 ZO)

Qe




NOTAS PARA O CURSO DE OPERADORES LINEARES 60

Se zg € U entdo zp nao pertence a nenhum dos quadrados @) € Qe portanto
(A.2) implica que ind(7, z9) = 0. Seja agora zy € K. Devemos mostrar que
20 ¢ Im(7) e que ind(y, z9) = 1. Consideramos dois casos.

Caso 1. zg pertence ao interior de algum quadrado de Q;.
~_ Nesse caso, 29 nao pertence a fronteira de nenhum dos quadrados de
Q, de modo que zp & Im(7) e as igualdades em (A.2) sdo validas. Seja
Q € 9 tal que zy pertence ao interior de ). Temos ind(0Q), zp) = 1
e ind(0Q', z9) = 0, para qualquer quadrado ' € Q; com Q' # Q.
Como zy € Q N K, vemos que () estd em 0. Segue entao de (A.2) que
ind(v, z0) = 1.

Caso 2. zg pertence a fronteira de algum quadrado de Q.

Vamos mostrar em primeiro lugar que zy € Im(v) = Im(8Q). Supo-
nha por absurdo que zyp € Im(u), onde p € dQ. Temos que I E 990,
i.e., p é uma aresta de um quadrado @ € é; dai ! é uma aresta de
um outro quadrado Q' € Q;. Como zp € Q' N K, temos Q' € Q. Logo
ambas as curvas u e 4~ pertencem a cadeia 8@, contradizendo u € d0.

Vamos agora mostrar que ind(7y,z9) = 1. Como zy ¢ Im(vy), existe
uma bola aberta B de centro zy que é disjunta de Im(y). Temos que
ind(v, z) = ind(v, z0), para todo z € B (Corolario 1.19). Seja Q € Q;
tal que zg pertence & fronteira de @; como zg € Q N K, temos Q € 0.
Seja z um ponto de B pertencente ao interior de ). Como z pertence
ao interior de um quadrado de é, podemos argumentar como no caso 1
e usar as igualdades (A.2) para concluir que ind(vy, z) = 1. Obtivemos
entao que ind(7y, z0) = ind(7, z) = 1, completando a demonstracao. [
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