Método pratico para extrair uma base de um conjunto de
geradores de um subespaco de R"

1. DESCRIGAO DO METODO E ALGUNS EXEMPLOS

Colocamos o seguinte problema: dado um conjunto finito:
A={ay,as,...,a,}

de elementos de R", como obter uma base do subespaco S gerado por
A que esteja contida em A7 O seguinte método resolve esse problema:
montamos a matriz M que possui os vetores ai, as, ..., @, em suas
colunas (de modo que M é uma matriz n X m). Agora escalonamos
M (com operacoes de linha!) até obter uma matriz escalonada M'. A
base desejada é constituida pelos vetores a; (que sdo colunas da matriz
original M e nao da matriz escalonada M') tais que a i-ésima coluna
da matriz escalonada M’ contém um pivo. Recorde que uma posicao
de uma matriz é dita um piwo se ela contém um elemento nao nulo e
se todas as posigoes a sua esquerda (isto é, na mesma linha, mas em
colunas de nimero menor) contém zeros.

Os dois exemplos a seguir ilustram o método. Na secao seguinte
vamos explicar porque o método funciona.
Exemplo 1. Seja S o subespaco de R® gerado pelo conjunto:
A= {ah az, ag, a4},
onde:

ay = (1707 _17270)7 Qg = (27 1737 070)7
as = (0,1,-5,4,0), as=(1,0,—11,10,0).

Queremos achar uma base de S contida em A. Comecgamos conside-
rando a matriz M cujas colunas sao os vetores de A:

1 2 0 1
0 1 1 0
M=|-1 3 -5 —11
2 0 4 10
0 0 0 0
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Agora escalonamos a matriz M usando operagoes de linha:

1 2 0 1 1 2 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0
-1 3 =5 =11~ |0 5 =5 —-10
2 0 4 10 0 -4 4 8
0 0 0 0 0 0 0 0
12 0 1 1 201
01 1 0 0110
~10 0 -10 =10~ 10 0 1 1
00 8 8 0011
00 0 0 0000

1 2 01

01 10

~10 01 1|=M
00 00
00 00

Na matriz escalonada M’ acima nés marcamos em negrito os pivos. Te-
mos que as colunas de M’ que contém pivo sao as colunas de nimero 1,
2 e 3, donde uma base para o espago S gerado por A é B = {ay, as, as},
isto é:

B=1{(1,0,-1,2,0),(2,1,3,0,0),(0,1,—5,4,0) }.
Exemplo 2. Seja S o subespaco de R® gerado pelo conjunto:
A ={ay1,as2,as3,a4},
onde:

a1 = (1,0,—1,2,0), as=(2,1,3,8,0),
az = (3,1,2,10,0), a4 = (0,1,6,4,0).

Vamos determinar uma base para S contida em A. Novamente, consi-
deramos a matriz M cujas colunas sao os vetores de A:

1 2 3 0
0 1 1 1
M=|-13 2 6
2 8 10 4
0 0 0 O



Escalonamos a matriz M usando operagoes de linha:

1 2 3 0 1230
0 1 1 1 0111
-1 3 2 6|~105 56
2 8 10 4 0 4 4 4
0 0 0 O 0000
1 2 30
0111
~10 0 0 1| =M.
0000
0000

Temos que as colunas da matriz escalonada M’ que contém pivo sao as
colunas de niimero 1, 2 e 4; portanto:

B = {ai,as,as} = {(1,0,-1,2,0),(2,1,3,8,0),(0,1,6,4,0) }

¢ uma base para S.

2. POR QUE O METODO FUNCIONA?

Vamos agora justificar o método explicado na secao anterior. Pri-
meiro vamos enunciar tres fatos e demonstrar que o método funciona
usando esses fatos. Em seguida, ndés demonstraremos os trés fatos
enunciados.

Fato 1. Se uma matriz M’ é obtida de uma matriz M através de ope-
ragoes de escalonamento (operagoes de linha) entao as relagoes lineares
satisfeitas pelas colunas de M sao as mesmas que as relagoes lineares

satisfeitas pelas colunas de M’; mais precisamente, se aq,...,a,, € R"
sao as colunas de M e se ay,...,a,, € R" sdo as colunas de M’ entao
temos:

Mai+ 4 A, = 0= \ja) + -+ + A\pal, =0,
para quaisquer \q,..., A, € R.
Por exemplo, as colunas aq, ..., a4 da matriz M do Exemplo 1
satisfazem a relagdo 3a; — as + a3 — ay = 0 (verifique!). A mesma

relacao é satisfeita pelas colunas da matriz escalonada M’ obtida no
Exemplo 1:

3(1,0,0,0,0) — (2,1,0,0,0) + (0,1,1,0,0) — (1,0,1,0,0) = 0.

Na verdade, todas as matrizes que aparecem nos passos intermediarios
do processo de escalonamento satisfazem essa relagao (verifique!).



No que segue, vamos chamar de coluna-pivé de uma matriz escalo-
nada uma coluna dessa matriz que contenha um pivo.

Fato 2. Se M’ é uma matriz escalonada n X m entao as colunas-pivo
de M’ formam um subconjunto linearmente independente de R".

No Exemplo 2 as colunas-pivd de M’ sao as colunas de ntmero 1,
2 e 4; é facil verificar que elas formam um subconjunto linearmente
independente de R?, isto é, o conjunto:

{(1,0,0,0,0),(2,1,0,0,0),(0,1,1,0,0)}
¢é linearmente independente.

Fato 3. Se M’ é uma matriz escalonada n X m entdao uma coluna de
M’ que nao contém pivo pertence ao subespago de R™ gerado pelas
colunas-pivo de M’ que a precedem®.

Por exemplo, a coluna de nimero 4 da matriz M’ do Exemplo 1 nao
contém pivo; se af, ..., aj denotam as colunas da matriz M’ entao:

ay = 3aj — ay + aj.
Olhando agora para a matriz M’ do Exemplo 2, vemos que a coluna

de niimero 3 nao contém pivo e ela é igual a soma das duas primeiras
colunas de M.

Demonstracdao de que o método funciona. Seja:
A: {a17...,am} C R™

e considere a matriz M cujas colunas sao os vetores de A (M é portanto
uma matriz n X m). Seja M’ a matriz obtida de M por escalonamento

(usando operagoes de linha). Sejam iy, ...,i; € {1,...,m} os nimeros
das colunas-pivo de M’. Devemos mostrar que:
B = {ail, SN ,aik}
é uma base do subespaco S de R" gerado por A. Vamos denotar por
ay, ..., al ascolunas de M’. O Fato 2 nos diz que o conjunto:
Y /
B ={a,...,a;

das colunas-pivo de M’ é linearmente independente; segue entao do
Fato 1 que B também é linearmente independente, j4 que uma relagao
linear satisfeita pelos vetores de B também seria satisfeita pelos vetores
de B'.

10 que acontece se a primeira coluna de M’ ndo contiver pivo? Note que nao
h4 colunas que precedem a primeira. No entanto, se a primeira coluna de M’ nao
contiver pivo, ela serd necessariamente nula e portanto pertencerda ao subespaco
gerado pelo conjunto vazio (que é o espaco nulo).



Vejamos agora que B gera S; para isso, basta ver que toda coluna
a; de M pertence ao subespago gerado por B. Mas, segue facilmente
do Fato 1 que a; pertence ao subespago gerado por B se e somente se
aj pertence ao subespago gerado por B'. Se a;- é uma coluna-pivo de
M' entao a’; pertence a B’ (e portanto pertence ao subespago gerado
por B’). Por outro lado, se a} nao ¢ uma coluna-pivé de M’ entdo, de
acordo com o Fato 3, a;- é combinacao linear das colunas-pivo de M’
que a precedem e, em particular, é combinacao linear dos vetores de
B'. Logo a; é combinacao linear dos vetores de B e a demonstracao
esta completa. O

Vamos agora as demonstracoes dos Fatos 1, 2 e 3.

Demonstracao do Fato 1. A validade do Fato 1 segue da observacao
que o conjunto solucao de um sistema linear homogéneo nao se altera
quando escalonamos (com operagoes de linha) a sua matriz de coefici-
entes e que as colunas aq, ..., a, de uma matriz M satisfazem uma
relacao linear da forma:

A1a1+---+)\mam:0

se e somente se os escalares A\, ..., A, constituem uma solucao do
sistema linear homogéneo com matriz de coeficientes M. O

Demonstra¢ao do Fato 2. Se o conjunto das colunas-pivo de M’ fosse
linearmente dependente, haveria uma coluna-pivé a; de M’ que perten-
ceria ao subespaco gerado pelas colunas-pivo de M’ que a precedem?.
Se i é o numero da linha onde esta o pivo de a;- entao, de acordo com
a definicao de pivo, as colunas de nimero menor do que j possuem
zero na linha de nimero 7 e evidentemente o mesmo vale para qualquer
combinacao linear das mesmas; como a linha de nimero i em a} nao
possui zero, segue que a;- nao pode ser combinacao linear das colunas
de M’ que a precedem. d

Demonstragao do Fato 3. Seja a; uma coluna de M’ que nao contém
pivo e seja N a matriz cujas colunas sao as colunas-pivo de M’ que
precedem a;. Devemos mostrar que a;- pertence ao subespaco gerado
pelas colunas de N. Mas isso é equivalente a dizer que o sistema:

NX = a;
possui solugao (aqui X denota uma matriz coluna contendo as incég-

nitas do sistema). Temos que a matriz N estd escalonada e dai é facil

2Fa(;a como exercicio: uma colegao de vetores uq, ..., U, num espago vetorial é
linearmente dependente se e somente se algum dos vetores u; pertence ao subespacgo
gerado pelos vetores ui, ..., uj_1.
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ver que a Unica obstrugao para que o sistema NX = a; tenha solucao
seria a existéncia de uma linha de zeros em N correspondente a um
elemento nao nulo da coluna a; mas um elemento nao nulo de a; nao
pode ser precedido apenas por zeros em N, pois caso contrario ele seria
um pivé e a; ndo possui pivo, por hipétese. Logo o sistema NX = d]
possui solucao e a demonstracao do Fato 3 estd completa. U



