MEDIDAS COM SINAL

DANIEL V. TAUSK

1. Definicao. Seja C uma colegao de conjuntos tal que §) € C. Uma medida
com sinal finitamente aditiva em C é uma fungao p: C — R tal que:
o 1(0) =0;
e se (A,)f_; é uma seqiiéncia finita em C de conjuntos dois a dois
disjuntos e se |J',_; A, € C entdo a soma >\ _, u(A,) estd bem
. » t
definida' e ¢ igual a pu(J),_; 4n).
Uma medida com sinal o-aditiva (ou, simplesmente, uma medida com sinal)
em C é uma funcao u : C — R tal que:
e u(0) =0;
o se (Ap)n>1 é uma seqiiéncia em C de conjuntos dois a dois disjuntos
ese )%, A, € Centdaoasoma > ' u(A,) estd bem definida® para
todo ¢t > 1, o limite limg_, 4 o Zﬁl:l w(Ay) existe e:

[ee] 00 t
#(U ) = 2ona ™ i 3t

Ezxercicio 1. Mostre que uma medida com sinal é também uma medida com
sinal finitamente aditiva. (sugestao: defina Ay = () para k > t.)

Exercicio 2. Se i : C — R é uma medida com sinal e se (Ap)n>1 € uma
seqiiéncia em C de conjuntos dois a dois disjuntos tal que (J;-; A4, € C e
(U Ap) € R entao p(Ay) € R para todo n > 1 e a série Y o7 | u(A,) é
absolutamente convergente. (sugestao: a uniao de conjuntos é uma operagao
comutativa e portanto essa série é comutativamente convergente.)

Exercicio 3. Seja pu : C — R uma medida com sinal finitamente aditiva
e suponha que C seja fechada por diferencas préprias (i.e., se A,B € C e
B C Aentao A\ B € C). Mostre que:

(a) se A, BeC, BC Aepu(B) € Rentao u(A\ B) = u(A) — u(B);

(b) se A,BeC,BC Ae u(B) € {+00,—00} entao u(A) = u(B);

(c) se AABeC, BC Aepu(A) € Rentao u(B) € R.

Ezxercicio 4. Se pn : R — R é uma medida com sinal finitamente aditiva
definida num anel R, mostre que ou +00 ou —oco nao pertence a imagem de
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Heso significa que ou +00 ou —oo néo pertence ao conjunto {u(A,) :n=1,...,t}.
2Isso significa que ou +00 ou —oo ndo pertence ao conjunto {4u(A,) : n > 1}.
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p. (sugestao: se A,B € R, u(A) = 00 e u(B) = —o0, use o resultado do
Exercicio 3 para mostrar que:

wANB)eR, pu(A\B)=+o0, p(B\A)=—o0.
Mas a soma p(A\ B) + p(B \ A) deveria estar bem definidal)

Exercicio 5. Seja p : C — R uma medida com sinal e suponha que C seja
fechada por diferencas proprias. Mostre que:
(a) se (Ap)n>1 é uma seqiiéncia em C, A, /' A e A € C entdo o limite
lim,, 400 11(Ay,) existe e é igual a pu(A); (sugestao: defina By = Ay,
B, = A, \ A,_1 para n > 2. Note que A, é igual a unido disjunta
Ui, Bi e A é igual & unido disjunta (J;2, B;.)
(b) se (An)n>1 € uma seqiiéncia em C, A, \y A, A € Ce pu(4d1) € R
entdo o limite lim,_, oo pu(Ay) existe e é igual a p(A); (sugestao:
aplique o resultado do item (a) para os conjuntos A; \ 4,.)

Ezxercicio 6. Seja pu : C — R uma medida com sinal e suponha que C seja
fechada por unides enumeréveis disjuntas (i.e., dada uma colegdo enumeravel
de conjuntos dois a dois disjuntos pertencentes a C entao a unido dessa
colecao pertence a C). Se (Ap)n>1 ¢ uma seqiiéncia em C de conjuntos dois
a dois disjuntos, mostre que:

(a) se (U, Ay) = +oo entdo:

Y (1(An) T =00, D (1(An)) T < +oo;
n=1 n=1

(b) se u(Un2; An) = —oc entéo:

7 ((An) T < Ho0, Y (u(An) T = +oo.
n=1 n=1

(sugestao: seja A4 a unido dos conjuntos A, tais que u(A4,) > 0e A_ a
unido dos conjuntos A,, tais que u(A,) < 0. Verifique que:

> ((A) T = n(Ay), D (u(AR) T = —u(A-),
n=1 n=1

e que (Jo2 | Ay € igual & unido disjunta de Ay com A_.)

Exercicio 7. Seja ;1 : R — R uma medida com sinal finitamente aditiva
definida num anel R. Suponha que para qualquer seqiiéncia (A, )p>1 em R
tal que A, N\, 0 vale que lim, ;o (A,) = 0. Mostre que p é o-aditiva.
(sugestao: se (Bp)n>1 ¢ uma seqiiéncia em R de conjuntos dois a dois dis-
juntos tal que a unido B = (J;7, B, estd em R, considere a seqiiéncia

Ap =B\ U?:l B;.)

2. Definicao. Seja p : C — R uma medida com sinal finitamente aditiva.
Um conjunto A € C é dito positivo (resp., negativo) se u(B) > 0 (resp.,
u(B) < 0) para todo B € C tal que B C A. Um conjunto A € C ¢é dito
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nulo se A for positivo e negativo, i.e., se u(B) = 0 para todo B € C tal que
B C A.

Ezxercicio 8. Seja u : C — R uma medida com sinal finitamente aditiva. Se
A € C é um conjunto positivo (resp., negativo) e B € C estd contido em
A, mostre que B é um conjunto positivo (resp., negativo). Se A € C é um
conjunto nulo e B € C estd contido em A, mostre que B é um conjunto nulo.

FExercicio 9. Mostre que:

(a) se p é uma medida com sinal finitamente aditiva definida num anel
entao a colecao dos conjuntos positivos, dos conjuntos negativos e a
dos conjuntos nulos sao anéis;

(b) se p é uma medida com sinal definida num c-anel entdo a colegao
dos conjuntos positivos, dos conjuntos negativos e a dos conjuntos
nulos sao o-anéis.

(sugestao: reescreva as unioes de conjuntos positivos/negativos/nulos como
uniodes disjuntas de conjuntos positivos/negativos/nulos, respectivamente.)

3. Teorema (decomposigao de Hahn). Sejam A uma o-dlgebra de partes
de um conjunto X e p: A — R uma medida com sinal. Entdo existem um
conjunto positivo P € A e um conjunto negativo N € A tais que X = PUN
e PN ={.

Um par (P,N) em que X = PUN, PN N = (), P é positivo e N é
negativo é dito uma decomposicao de Hahn para p. Para a demonstragao
do Teorema 3 serao necessarios dois lemas.

4. Lema. Sejam A uma o-dlgebra de partes de um conjunto X ep: A — R
uma medida com sinal. Se p(X) € 10, +oo[ entao existe um conjunto positivo
P € A tal que u(P) > 0.

Demonstragao. Note que, ji que pu(X) € R, a medida p toma valores em
RR. Suponha por absurdo que qualquer P € A tal que u(P) > 0 nao seja
um conjunto positivo, i.e., que todo P € A de medida positiva contenha
um elemento de A de medida negativa. Vamos construir por recursao uma
seqliéncia (Ap)p>1 de elementos de A de medida negativa dois a dois dis-
juntos, da seguinte forma: supondo os conjuntos 4; € A, i =1,...,n— 1,
de medida negativa e dois a dois disjuntos j& construidos, consideramos pri-

meiramente o conjunto:
n—1

Xn=X\J 4
i=1
Note que:

ja que u(X) >0e pu(A;) <Oparai=1,...,n— 1. Seja:
cn=inf{u(E): Ec A, EC X,}.
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Como u(X,) > 0, temos que X,, ndo é um conjunto positivo, i.e., existe
EecAcom E C X, e u(F) <0. Dai ¢, < 0. Se ¢, = —o0, seja A, € A
um subconjunto de X, tal que u(A,) < —1. Se ¢, > —o0, seja 4, € A um
subconjunto de X, tal que:

cn < u(A,) < min {cn + %,0}.

Dai p(A,) < 0 e os conjuntos A;, i = 1,...,n sao dois a dois disjuntos. Isso
completa a construgdo dos conjuntos A,. Seja:

P:X\GAH.
n=1

Temos:
p(P) = u(X) =D u(An) > 0.
n=1

Vamos mostrar que P é um conjunto positivo. Note primeiramente que o
conjunto I dos indices n tais que ¢, = —oo ¢ finito; de fato, para n € [
temos p(An) < —1 e se I fosse infinito o conjunto |J,,; A, teria medida
igual a —oo. Seja entdo ng tal que n > ng implica ¢, > —00. Se £ € Ae
E C P entéo, para todo n > ng, temos que A, UE é um subconjunto de X,
e portanto:

w(Ap, UE) > cy.

Mas E é disjunto de A,,, donde u(A, UE) = u(A4,) + u(E) > ¢, e daf:
W(E) > ¢y — pu(Ay) > cp— (cn+ 1) = -1

n n’
para todo n > ng. Concluimos entao que p(E) > 0. Assim P é positivo e
wu(P) > 0, contradizendo nossa hipétese. O

5. Lema. Sejam A um o-anel e p: A — R uma medida com sinal. Se:
¢ = sup {,u(P) :PeA Pé positivo}
entao existe um conjunto positivo P € A tal que pu(P) = c.

Demonstracao. Note que o conjunto vazio é positivo, de modo que o con-
junto do qual ¢ é o supremo é um subconjunto nao vazio de [0, +00]. Assim,
¢ € [0,400]. Se ¢ < +00, entao para cada n > 1 escolha um conjunto po-
sitivo P, € A tal que u(P,) > ¢ — %; se ¢ = +00, escolha para cada n > 1
um conjunto positivo P, € A tal que u(P,) > n. Pelo resultado do item (b)
do Exercicio 9, temos que P = |2 | P, é um conjunto positivo. Para todo
n > 1, temos:
w(P) = p(Pr) + p(P\ Po) 2 p(Fr),

ja que u(P\ P,) > 0. Dai u(P) > c e, obviamente, u(P) < c. O

Demonstragao do Teorema 3. Em vista do resultado do Exercicio 4, temos
que ou +00 ou —oo nao pertence a imagem de p. Trocando p por —pu, se
necessario, podemos supor que +0co nao pertence a imagem de p. Sejam c e
P como no enunciado do Lema 5. Como ¢ = u(P), temos ¢ < +o00. Como P
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é positivo, é suficiente mostrar agora que N = X \ P é negativo. Se nao fosse,
existiria Y € A contido em N tal que p(Y) > 0. Temos entao que a restri¢ao
de pu & o-algebra Aly de partes de Y satisfaz as hipdteses do Lema 4 e
portanto existe um subconjunto positivo @ de Y tal que pu(Q) > 0. Dai PUQ
é positivo e como P e @ sao disjuntos, temos u(P U Q) = u(P) + u(Q) > ¢,
contradizendo a maximalidade de c. O

Ezercicio 10 (unicidade da decomposigao de Hahn). Sejam A uma o-élgebra
de partes de um conjunto X e p : A — R uma medida com sinal. Se (P, N)
e (P, N') sao decomposigoes de Hahn para u, mostre que PAP' = N AN’
é um conjunto nulo. (sugestao: a igualdade P A P’ = N /A N’ segue do fato
que N é o complementar de P e N’ é o complementar de P’. Para mostrar
que P A P é nulo, note que P\ P"=PNN"eque PP\P=P NN.)

FExercicio 11. Seja p : R — R uma medida com sinal finitamente aditiva
definida num anel R. Se A, B € R e A/A B é um conjunto nulo, mostre que
w(A) = pu(B). (sugestao: mostre que u(A) = u(AN B) = u(B).)

Exercicio 12. Sejam (X, A, u) um espaco de medida (sem sinal) e f : X — R
uma funcao quase integravel. Mostre que:

Mf(E):/Efdu, EeA
é uma medida com sinal e que:
P=[f>0={zeX:f(z)>0}, N=[f<0={zeX:f(z)<0}

¢ uma decomposigao de Hahn para ps. (sugestdo: para ver que py é uma
medida com sinal, note que puy = py+ — pyp- e recorde que g+, pp- Sao
medidas.)

FEzercicio 13 (decomposigao de Jordan). Sejam A uma o-algebra de partes
de um conjunto X e p : A — R uma medida com sinal. Se (P, N) é uma
decomposicao de Hahn para pu, defina put : A — [0, +o0], u~ : A — [0, +0o0]
fazendo:

WH(E) = w(ENP), u(E)=-u(ENN), FeAd
Mostre que:

(a) put e u~ nao dependem da decomposicao de Hahn (P, N); (sugestao:
use os resultados dos Exercicios 10 e 11.)

(b) u™ e pu~ sao medidas (sem sinal) e uma delas ¢ finita;

(c) p=p" —p7;

(d) se p1, pe2 : A — [0, +00] sao medidas (sem sinal) tais que p = 1 — o
entdao ut(E) < 1 (E) e u= (E) < pua(F), para todo E € A;

(e) se p1, p2 : A — [0, +00] s@o medidas (sem sinal) tais que p = pg — 2
entdo existe uma medida finita (sem sinal) v : A — [0, +00] tal que
p1=puT +veps =p" +v. (sugestdo: se +0o nao estd na imagem
de p entdo ut e uy sdo finitas. Defina v = py — p™. Similarmente,
se —0o0 nao estd na imagem de p, defina v = pg — pu™.)
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O par de medidas (u*, ) definido no enunciado do Exercicio 13 é cha-
mado uma decomposicio de Jordan para p. A soma |u| = pt + p~ é uma
medida (sem sinal). A medida |u| é chamada a variagdo total de p.

Ezercicio 14. Se p, f e py sao como no Exercicio 12, mostre que:

(p) ™ =g, (pp)™ = gl = pyp)-

Ezercicio 15. Seja A uma o-dlgebra de partes de um conjunto X e seja
i : A — R uma medida com sinal. Dado E € A, mostre que:

[(E)] < |pl(E).

Ezercicio 16. Seja A uma o-dlgebra de partes de um conjunto X e seja
i A — R uma medida com sinal. Dado E € A, mostre que |u|(E) é igual

a0 supremo das somas:
> lu(A),

Ac€&
onde & percorre todas as colegoes finitas de subconjuntos mensuraveis dois a
dois disjuntos de E. Mostre que o resultado continua valendo se deixamos &
percorrer todas as colugoes enumeraveis de subconjuntos mensuraveis dois a
dois disjuntos de E. (sugestao: para verificar que esse supremo ¢ menor ou
igual a |u|(E), use o resultado do Exercicio 15 e a o-aditividade da medida
|pe|. Para verificar a desigualdade oposta, considere a colegao:

E={ENP,ENN},
onde (P, N) é uma decomposi¢ao de Hahn para p.)

Ezxercicio 17. Seja A uma o-dlgebra de partes de um conjunto X e sejam
p:A— Rev: A— Rmedidas com sinal. Assuma que y e v ndo assumam
o valor +00 ou que i e v nao assumam o valor —oo. Mostre que pu + v é
uma medida com sinal e que:

(w+v)" <pt+v", (utv)” <pm+vT, ptv] < ul+ ).

(sugestao: p+v = (ut +vt)—(u~ +v7). Use o resultado do item (d) do
Exercicio 13.)

Exercicio 18. Seja A uma o-algebra de partes de um conjunto X e seja
g : A — R uma medida com sinal. Dado ¢ € R, mostre que cu é uma
medida com sinal e que:

(a) se ¢ >0 entao (cu)t =cut e (cu)” = cu™;

(b) se ¢ <0 entao (cu)™ = —cu™ e (cu)™ = —cu™;

(c) em qualquer caso, vale que |cu| = |e||u|.

Ezercicio 19. Seja A uma o-algebra de partes de um conjunto X e denote
por M(A) o conjunto de todas as medidas com sinal finitas definidas em A.
Mostre que:

(a) M(A) é um subespaco do espago vetorial de todas as fungoes a va-
lores reais definidas em A,



(b)
()
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le]] = |u|(X) define uma norma em M (A);
se ||iellsup = supge |1(E)| denota a norma do supremo, mostre que:

||H||sup < ull < 2||N||sur>a

para qualquer p € M(A); (sugestao: para a primeira desigualdade,
use o resultado do Exercicio 15 e para a segunda observe que:

ull = u(P) = p(N),

onde (P, N) é uma decomposigao de Hahn para p.)

mostre que M (A), munido de |||, é um espago de Banach. (sugestao:
pelo item (c), a norma || -|| é equivalente & norma do supremo, entao
¢é suficiente mostrar que a norma do supremo é completa. Como o
espago das fungoes limitadas de A em R, munido da norma do su-
premo, é completo, é suficiente mostrar que M (A) é um subespago
fechado. Vocé deve portanto mostrar que o limite uniforme de medi-
das com sinal finitas é uma medida com sinal finita. Use o resultado
do Exercicio 7.)



