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A t́ıtulo de recordação, as definições e resultados vistos em aula foram
colocados na lista.

Definição 1. Sejam S ⊂ R e x ∈ R. Dizemos que x é um ponto de
acumulação de S se para todo ε > 0, o conjunto:(

]x− ε, x+ ε[ \ {x}
)
∩ S =

(
]x− ε, x+ ε[ ∩ S

)
\ {x}

é não vazio (em outras palavras, x é ponto de acumulação de S se para todo
ε > 0 existe um elemento de S diferente de x em ]x− ε, x+ ε[). Denotamos
por S′ o conjunto dos pontos de acumulação de S.

Exerćıcio 1. Dado S ⊂ R, mostre que S′ ⊂ S.

Exerćıcio 2. Dados A,B ⊂ R, mostre que se A ⊂ B então A′ ⊂ B′.

Exerćıcio 3. Dados S ⊂ R e x ∈ R, mostre que x é um ponto de acumulação
de S se e somente se x é um ponto de aderência de S \ {x}.

Definição 2. Seja S ⊂ R. Um ponto isolado de S é um ponto x ∈ S tal
que existe ε > 0 com ]x− ε, x+ ε[∩S = {x}. Dizemos que S ⊂ R é discreto
se todos os seus pontos são isolados.

As duas seguintes proposições foram mostradas em aula.

Proposição 1. Sejam S ⊂ R e x ∈ R. Se x 6∈ S então x é ponto de
acumulação de S se e somente se x é ponto de aderência de S. Se x ∈ S
então (x é sempre ponto de aderência de S e) x é ponto de acumulação de
S se e somente se x não é um ponto isolado de S.

Proposição 2. Se S ⊂ R e x ∈ R é um ponto de acumulação de S então,
para todo ε > 0, o conjunto S ∩ ]x− ε, x+ ε[ é infinito.

Exerćıcio 4. Dado S ⊂ R, mostre que S = S∪S′. Conclua que S é fechado
se e somente se S′ ⊂ S.

Exerćıcio 5. Dado S ⊂ R, mostre que S′ é um conjunto fechado.

A seguinte proposição também foi vista em aula (e é uma conseqüência
direta do resultado do Exerćıcio 3 e do fato que pontos de aderência de um
conjunto são os limites das seqüências convergentes cujos termos estão nesse
conjunto).

Proposição 3. Dados S ⊂ R e x ∈ R então x é um ponto de acumulação
de S se e somente se x é o limite de uma seqüência convergente (xn)n≥1 tal
que xn ∈ S \ {x} para todo n ∈ N∗.



Exerćıcio 6. Dados S ⊂ R e x ∈ R, mostre que x é um ponto de acumu-
lação de S se e somente se existe uma seqüência injetora (xn)n≥1 em S que
converge para x. (Sugestão: assumindo que x seja ponto de acumulação de
S, para construir a seqüência injetora (xn)n≥1, use recursão: assuma que
x1, . . . , xn ∈ S, já foram constrúıdos e são dois a dois distintos e distintos
de x. Obtenha xn+1 ∈ S, distinto de x e de x1, . . . , xn.)

Definição 3. Seja f : D → R uma função cujo domı́nio D é um subconjunto
de R e seja a ∈ D′ um ponto de acumulação de D. Dizemos que um número
real L ∈ R é um limite de f no ponto a se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal
que, para todo x ∈ D, vale que:

0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Vimos em aula que uma função f possui no máximo um limite L num dado
ponto a; quando esse (único) limite existe, denotâmo-lo por limx→a f(x).
Quando escrevemos limx→a f(x) = L, queremos dizer que limx→a f(x) existe
e é igual a L, i.e., que L é um limite de f no ponto a.

Provamos em aula as proposições a seguir.

Proposição 4. Sejam f : D → R com D ⊂ R, a ∈ D′ e L ∈ R. Então
limx→a f(x) = L se e somente se para toda seqüência (xn)n≥1 em D \ {a}
com xn → a, vale que f(xn)→ L.

Proposição 5. Sejam f : D → R, g : D → R com D ⊂ R e seja a ∈ D′.
Se os limites limx→a f(x) e limx→a g(x) existem então:

lim
x→a

(
f(x) + g(x)

)
= lim

x→a
f(x) + lim

x→a
g(x),

lim
x→a

(
f(x)g(x)

)
= lim

x→a
f(x) · lim

x→a
g(x).

Proposição 6. Sejam f : D → R, g : E → R com D,E ⊂ R e f(D) ⊂ E.
Seja a ∈ D′. Suponha que limx→a f(x) exista e denote esse limite por L.
Suponha também que exista uma vizinhança V de a tal que:

L 6∈ f
(
(V \ {a}) ∩D

)
,

ou seja, f não assume o valor L em V \ {a}. Então L ∈ E′. Além do mais,
se o limite limy→L g(y) existe então:

lim
x→a

g
(
f(x)

)
= lim

y→L
g(y).

Exerćıcio 7. Seja f : D → R com D ⊂ R e seja E ⊂ D. Dado a ∈ E′ (de
modo que também a ∈ D′), mostre que se f possui limite no ponto a então
a restrição f |E também possui limite no ponto a e ele coincide com o limite
de f no ponto a. Mostre, através de um exemplo, que o limite de f |E no
ponto a pode existir sem que o limite de f no ponto a exista.



Exerćıcio 8. Sejam f : D → R com D ⊂ R e a ∈ D′. Se V é uma
vizinhança de a, tomando E = D ∩ V , mostre que a ∈ E′. Mostre também
que se f |E possui limite no ponto a então f também possui limite no ponto a
(ou seja, nesse caso, vale a implicação que na situação mais geral considerada
no Exerćıcio 7 não valia).


