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A titulo de recordacdo, as defini¢oes e resultados vistos em aula foram
colocados na lista.

Definicao 1. Sejam S C R e x € R. Dizemos que x é um ponto de
acumulacdo de S se para todo € > 0, o conjunto:

(]1:—5,:54—5[\{:5})05: (]x—e,m+6[ﬂS)\{x}

é nado vazio (em outras palavras, x é ponto de acumulagao de S se para todo
e > 0 existe um elemento de S diferente de x em |z — e, x + ¢[). Denotamos
por S’ o conjunto dos pontos de acumulagao de S.

Exercicio 1. Dado S C R, mostre que S’ C S.
Exercicio 2. Dados A, B C R, mostre que se A C B entao A’ C B'.

Exercicio 3. Dados S C Rex € R, mostre que  é um ponto de acumulagao
de S se e somente se x é um ponto de aderéncia de S\ {z}.

Definicao 2. Seja S C R. Um ponto isolado de S é um ponto = € S tal
que existe ¢ > 0 com |x — e,z + ¢[NS = {x}. Dizemos que S C R é discreto
se todos os seus pontos sao isolados.

As duas seguintes proposigoes foram mostradas em aula.

Proposicao 1. Sejam S C R ex € R. Sex &€ S entdo x € ponto de
acumulacdo de S se e somente se x € ponto de aderéncia de S. Sex € S
entao (x € sempre ponto de aderéncia de S e) x € ponto de acumulagdo de
S se e somente se x ndo € um ponto isolado de S.

Proposicao 2. Se S CR ez € R é um ponto de acumulacdo de S entdo,
para todo € > 0, o conjunto S N|x — e,z + g € infinito.

Exercicio 4. Dado S C R, mostre que S = SUS’. Conclua que S é fechado
se e somente se S’ C S.

Exercicio 5. Dado S C R, mostre que S’ é um conjunto fechado.

A seguinte proposigdo também foi vista em aula (e é uma conseqiiéncia
direta do resultado do Exercicio 3 e do fato que pontos de aderéncia de um
conjunto sao os limites das seqiiéncias convergentes cujos termos estao nesse
conjunto).

Proposigao 3. Dados S CR e x € R entdo x € um ponto de acumulagao
de S se e somente se x € o limite de uma seqiiéncia convergente (Tp)n>1 tal
que x, € S\ {x} para todo n € IN*.



Exercicio 6. Dados S C R e x € R, mostre que = é um ponto de acumu-
lacao de S se e somente se existe uma seqiiéncia injetora (x,),>1 em S que
converge para z. (Sugestao: assumindo que z seja ponto de acumulagao de
S, para construir a seqiiéncia injetora (z)n,>1, use recursao: assuma que
Z1,...,Tyn € 5, ja foram construidos e sao dois a dois distintos e distintos
de z. Obtenha z,41 € S, distinto de x e de x1, ..., z,.)

Definigao 3. Seja f : D — R uma funcao cujo dominio D é um subconjunto
de R e seja a € D’ um ponto de acumulagao de D. Dizemos que um nimero
real L € R é um limite de f no ponto a se para todo € > 0 existe § > 0 tal
que, para todo z € D, vale que:

O0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.

Vimos em aula que uma funcao f possui no maximo um limite L num dado
ponto a; quando esse (linico) limite existe, denotamo-lo por lim,_, f(z).
Quando escrevemos lim,_,, f(x) = L, queremos dizer que lim,_,, f(x) existe
e éigual a L, i.e., que L é um limite de f no ponto a.

Provamos em aula as proposigoes a seguir.

Proposigao 4. Sejam f : D — R com D C R, a € D' e L € R. Entao
lim,_q f(z) = L se e somente se para toda seqiéncia (xn)n>1 em D\ {a}
com x, — a, vale que f(x,) — L.

Proposigao 5. Sejam f: D - R, g: D — R com D CR e sejaa e D.
Se os limites limy_,q f(z) e lim,_,, g(x) existem entao:

lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x),
lim (f(2)g(x)) = lim f(z) - lim g(x)

Proposicao 6. Sejam f: D —- R, g: E— R com D,ECR e f(D) C E.
Seja a € D'. Suponha que lim,_,, f(z) exista e denote esse limite por L.
Suponha também que exista uma vizinhanca V de a tal que:

L¢ f((V\{a})n D),

ou seja, f nao assume o valor L em V \ {a}. Entio L € E'. Além do mais,
se o limite limy_,1, g(y) existe entdo:

li = li .

lim g(f(2)) = lim g(y)
Exercicio 7. Seja f : D —+ R com D C R e seja E C D. Dado a € E' (de
modo que também a € D’), mostre que se f possui limite no ponto a entao
a restricao f|p também possui limite no ponto a e ele coincide com o limite
de f no ponto a. Mostre, através de um exemplo, que o limite de f|g no
ponto a pode existir sem que o limite de f no ponto a exista.



Exercicio 8. Sejam f : D - Rcom D C Rea € D'. Se V é uma
vizinhanga de a, tomando E = D NV, mostre que a € E’. Mostre também
que se f|g possui limite no ponto a entao f também possui limite no ponto a
(ou seja, nesse caso, vale a implicacdo que na situagao mais geral considerada
no Exercicio 7 nao valia).



