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Exercicio 1. Seja (M, d) um espago métrico.
(a) Mostre que a unido de uma familia finita de subconjuntos compactos
de M é compacta.
(b) Mostre que a interse¢cao de uma familia arbitrdria (ndo vazia) de
subconjuntos compactos de M é compacta. (Sugestao: recorde que
um fechado de um espago compacto é compacto.)

Exercicio 2. Dizemos que uma familia de conjuntos (F;);c; tem a propri-
edade da interse¢do finita se para todo subconjunto finito nao vazio J de
I vale que (,c; F; # 0. Dado um espaco métrico nao vazio (M, d), mostre
que sao equivalentes:
(a) M é compacto;
(b) para toda familia nao vazia de fechados (F;);c; em M com a propri-
edade da intersecao finita, vale que ();c; F; # 0.

(Sugestao: (N;e; Fi = 0 & M = U, FY)

Exercicio 3. Sejam (M,d) um espago métrico e (F,),>1 uma seqiiéncia
decrescente (isto é, Fj,11 C F,,, para todo n > 1) de subconjuntos compactos
nao vazios de M. Mostre que ()~ F, # (. (Sugestao: use o resultado do
Exercicio 2 para o espago métrico F7.)

Definigao 1. Um espago métrico (M, d) é dito totalmente limitado se pa-
ra todo € > 0 existe uma cobertura finita M = J!_; A; de M em que
diam(A4;) < g, para todo i =1,...,n.

Exercicio 4. Seja (M, d) um espago métrico.

(a) Mostre que se M é totalmente limitado entao todo subconjunto de
M (munido da restrigdo de d) é totalmente limitado.

(b) Dado ¢ > 0, dizemos que um subconjunto D de M é e-denso em
M se para todo x € M existe y € D com d(z,y) < . Mostre que
M ¢é totalmente limitado se e somente se para todo € > 0 existe um
subconjunto finito e-denso de M.

(¢) Mostre que um subconjunto D de M é denso se e somente se ele é
e-denso, para todo € > 0.

(d) Mostre que se M é totalmente limitado entao M é separdvel (isto é,
possui um subconjunto enumeravel denso).



Exercicio 5. Seja (M, d) um espago métrico.

(a) Dado um subconjunto A de M, mostre que A e A tém o mesmo
diametro. (Sugestao: todo elemento de A ¢ limite de uma seqiiéncia
em A e a fungdo d: M x M — R é continua.)

(b) Mostre que M é totalmente limitado se e somente se para todo € > 0
podemos cobrir M por um nimero finito de subconjuntos fechados
de M com didametro menor do que €.

(c) Mostre que se M possui um subconjunto denso D que (munido da
métrica induzida) é totalmente limitado entdao M é totalmente limi-
tado.

Exercicio 6. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos e f : M — N uma
funcao continua. Mostre que se M é compacto entdao f é uniformemente
continua. (Sugestdo: uma maneira facil de resolver o exercicio é fazer por
absurdo e usar o fato que toda seqiiéncia em M possui subseqiiéncia conver-
gente. Também é possivel resolver o exercicio usando coberturas abertas,
mas ha uma pequena dificuldade: tomando € > 0, a continuidade de f em
cada ponto x € M nos dd um J, > 0. A tentativa mais ébvia para resol-
ver o exercicio seria considerar uma subcobertura finita de |J,¢c;; B(z, 0z),
mas isso nao vai funcionar. Vocé deve pegar uma subcobertura finita de
Exercicio* 7. Sejam (M, d) um espago métrico e (U;);e; uma cobertura de
M. Um numero de Lebesgue para (U;);c; é um nimero positivo ¢ tal que,
para todo subconjunto A de M, se diam(A) < § entdo A C U;, para algum
i € I. Mostre que se M é compacto e (U;);er é uma cobertura aberta nao
vazia de M entao (U;);er possui um nimero de Lebesgue.

Definig¢ao 2. Seja (M, d) um espago métrico. Dados um subconjunto A de
M e um ponto p € M, definimos a distancia de p até A fazendo:

d(p, A) = inf d(p, z).
z€A
Se A e B sao subconjuntos de M, definimos a distancia de A até B fazendo:
d(A, B) = inf d(z,y).
yeB

Exercicio 8. Sejam (M,d) um espago métrico e A um subconjunto nao
vazio de M. Mostre que, dados p,q € M, vale a desigualdade:

|d(p, A) — d(q, A)| < d(p,q).
(Sugestao: mostre primeiro que d(p, A) < d(p,q) + d(g, A).) Conclua que a
funcao:

da:M>pr—dp,A)eR
é Lipschitziana (e portanto uniformemente continua e continua).

Exercicio 9. Seja (M,d) um espago métrico. Dados A C M e p € M,
mostre que p € A se e somente se d(p, A) = 0.



Exercicio 10. Seja (M, d) um espago métrico.
(a) Se K é um subconjunto compacto nao vazio de M e p € M, mostre
que existe x € K com d(p,z) = d(p, K).
(b) Se K e L sao subconjuntos compactos nao vazios de M, mostre que
existem x € K, y € L com d(z,y) = d(K,L). (Sugestao: a funcao
d|kx 1, é continua.)

Exercicio 11. Seja (M,d) um espago métrico.

(a) Se K é um subconjunto compacto de M, F' é um subconjunto fechado
de M e KNF = (), mostre que d(K,F) > 0. (Sugestao: segue do
resultado do Exercicio 8 que a fungao dr|x : K 2 p— d(p, F) € R
é continua. Use o resultado do Exercicio 9.)

(b) Seja M = R? munido de uma de suas métricas usuais. Sejam:

F=Rx{0}, F={(z21):2>0}

Mostre que Fy e Iy sao fechados em M, que Fy N Fy = (), mas que
d(Fy, Fy) = 0.

Como veremos no Exercicio 12 a seguir, a hipdtese de que K é compacto
no Exercicio 10 pode ser substituida pela hipotese de que K é fechado,
no caso em que M = R™. No entanto, como veremos no Exercicio 13, a
hipétese de K ser compacto é realmente necessaria se M for um espaco
métrico arbitrario.

Exercicio 12. Considere R™ munido de uma de suas métricas usuais e seja
F um subconjunto fechado nao vazio de R™.

(a) Dado p € R™, mostre que existe z € F com d(p,xz) = d(p, F).
(Sugestao: vocé pode substituir F' pelo compacto F N B[p, 7], onde
r > 0 é grande o suficiente para que F N B[p,r] # 0.)

(b) Dado um subconjunto compacto nao vazio K de R", mostre que
existem p € K, x € F com d(p,z) = d(K, F). (Sugestao: a continui-
dade da fungéo dp em K — veja Exercicio 8 — nos dd p € K com
d(p, F) = d(K, F). Agora use o resultado do item (a).)

Exercicio 13. Seja M = R\ {0}, munido da restrigao da métrica usual de
R. Sejam F =]0,1] e p = —1. Mostre que F' é fechado em M, mas nao
existe x € F' com d(p,z) = d(p, F).
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Como se vé no Exercicio 14 a seguir, mesmo no caso em que M é completo
a hipdtese de que K é compacto nao pode ser substituida pela hipdtese de
que K é fechado no item (a) do Exercicio 10.

s e . N 1 . 1
Exercicio* 14. Seja (\,)n>1 uma seqiiéncia em ]5, 1] convergindo para 3.

Seja M = {1,2,...} U{p}, onde p é qualquer elemento fora de {1,2,...}.
Defina d: M x M — R fazendo:

(i) d(z,x) =0, para todo = € M;

(ii) d(n,m) =1, paran,m € {1,2,...}, n # m;

(iii) d(n,p) =d(p,n) = \n, paran € {1,2,...}.
Mostre que:

(a) d é uma métrica em M,

(b) (M,d) é completo;

(c) F=1{1,2,...} é fechado em M;
(d) néo existe n € F' com d(p,n) =d(p, F).



