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Exercicio 1. Seja K um corpo e sejam pi(X),...,pn(X) € K[X] po-
linémios. Um polindémio moénico m(X) € K[X] é dito um minimo maltiplo

comum (mmc) para os polinémios p1(X), ..., p,(X), se valem as seguintes
condigoes:
(i) m(X) é um multiplo comum de p1(X), ..., p,(X), isto é, vale que:
pi(X)|m(X),
parai=1,...,n;

(ii) dado m(X) € K[X], se m(X) é um multiplo comum dos polinomios
p1(X), ..., pp(X), entao m(X)|m(X).

Mostre que, se p1(X),...,pn(X) € K[X] sao todos nao nulos, entao existe

um tnico m(X) € K[X] que é minimo miltiplo comum dos polinémios

p1(X), ..., pn(X). (Sugestao: considere o ideal () (p;(X)) de K[X].)

Definigao 1. Seja K um corpo e seja p(X) = ap+a1 X +---+a, X" € K[X]
um polinémio, onde ag, aq,...,a, € K. Definimos:
e a avaliagdo de p(X) num elemento u € K, fazendo:
p(u) =ag+ aru+ -+ au” € K;
e a avaliagdo de p(X) numa matriz A € M, (K), fazendo:
p(A) =apl + 1A+ -+ a, A" € M, (K),
onde I € M, (K) denota a matriz identidade;
e a avaligio de p(X) num operador linear T : V' — V| fazendo:
p(T) =apl + a1 T+ -+ a,T" € L(V, V),
onde V' é um espaco vetorial sobre K e I : V — V denota o operador
identidade.
Exercicio 2. Seja K um corpo e sejam p(X),q(X) € K[X] polindomios.
Mostre que:
(a) (p+q)(u) =p(u) + q(u) e (pg)(u) = p(u)q(u), para todo u € K;
(b) (p + Q)(A) = p(4) + q(4) e (pg)(A) = p(A)q(A), para toda matriz
M (K);
) =

(c) (p +¢)(T) = p(T) +q(T) e (pg)(T) = p(T)q(T), para todo operador
linear T': V — V, onde V é um espago vetorial sobre K.
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Exercicio 3. Sejam K um corpo e V um espaco vetorial sobre K de di-
mensao finita. Seja B uma base de V. Mostre que se T : V. — V é um
operador linear e p(X) € K[X] é um polinémio, entao:

[p(T)]5 = p([T]5)-

Exercicio 4. Sejam K um corpo e V um espago vetorial sobre K. Mostre
que se W é um subespago T-invariante de V' e se p(X) € K[X] é um po-
linémio, entao W também é p(T')-invariante; além do mais, avaliando p no
operador T'|y : W — W, obtemos o operador p(T')|w : W — W.

Exercicio 5. Sejam K um corpo e V um espago vetorial sobre K. Mostre
quese T :V — VeS:V — V sao operadores lineares que comutam (isto
é, ToS = SoT), entao p(T) e ¢(S5) também comutam, para quaisquer
polinémios p(X),q(X) € K[X]. Mostre também que se A,B € M,(K)
s@o matrizes que comutam, entdo p(A) e ¢(B) comutam, para quaisquer
polinémios p(X), ¢(X) € K[X].
Exercicio 6. Seja p(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" € C[X] um polindémio
com coeficientes complexos, onde ag, ay,...,a, € C. O complexo conjugado
de p(X) é o polinoémio p(X) € C[X] definido por:
pX)=a+a X + - +a, X" € C[X].

Mostre que:

(a) dados p(X) € C[X] e z € C, entao p(z) = p(2);
(b) dados p( ),q(X) € C[X], entao:

p+q(X) = p(X) +q(X), pg(X) = p(X)q(X);
(c) dados p( ) € C[X] e uma matriz A € M,(C), entao p(A) = p(A).

Exercicio 7 (férmula de interpolagao de Lagrange). Sejam K um corpo e
sejam dados uq, ..., Uy, v1,...,0, € K, com uy, ..., u, distintos. Considere
o polinémio:

3 ) () (X )
- (2 —
iz (i —ua) e (w—wg) - (s — ug)
onde o chapéu indica que o fator estd omitido do produtério. Mostre que
p(X) é o unico polinémio de grau menor do que n tal que p(u;) = v;, para
todoi=1,...,n

p(X)

€ K[X]a
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Exercicio 8. Seja V um espaco vetorial de dimenséao finita sobre K = R ou
K = C munido de um produto interno e seja T : V' — V um operador linear.
O objetivo deste exercicio é mostrar o seguinte resultado: se T' é normal,
entdo existe um polinémio p(X) € K[X] tal que p(T) = TT. (A reciproca
é obviamente verdadeira, isto é, se TT = p(T) para algum p(X) € K[X],
entdo T é normal.)
(a) Mostre o resultado supondo que K = C. (Sugestao: pela férmula
de interpolacdo de Lagrange, existe p(X) € C[X] tal que p(A) = A,
para todo autovalor A € C de T'. Use o Teorema Espectral.)
(b) Seja A € M,,(C) uma matriz complexa e suponha que A seja normal,
isto é, A comuta com a sua matriz adjunta AT = A*. Mostre que
existe p(X) € C[X] tal que p(A) = AT. (Sugestdo: considere o
espago vetorial C” munido de seu produto interno candnico e aplique
o resultado do item (a) ao operador T': C™ — C" que é representado
por A na base canonica.)
(c) Mostre o resultado supondo que K = R. (Sugestao: seja A € M, (R)
a matriz que representa T' numa base ortonormal de V. Pelo resul-
tado do item (b), existe ¢(X) € C[X] tal que g(A) = AT = A*. Tome
p(X) = ;léq(X) + q(X)) € R[X]. Use o resultado do item (c) do
Exercicio [6})

Exercicio 9. Seja VV um espago vetorial de dimensao finita sobre K = R
ou K = C munido de um produto interno e seja T : V' — V um operador
normal.
(a) Mostre que todo subespago de V' invariante por 7' é também invari-
ante por TT. (Sugestdo: use os resultados dos Exercicios 4] e )
(b) Mostre que se um operador linear S : V — V comuta com T,
entdo ele também comuta com 7. (Sugestdo: use os resultados

dos Exercicios [p| e )

Observacao. O Exercicio 3 da [Sétima Lista) mostra que o resultado do
Exercicio |8 e o resultado do item (a) do Exercicio |§| nao valem em geral
se V tem dimensao infinita.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista7-MAT0222-2014.pdf

4

Os exercicios a seguir dao a fundamentacao completa da teoria geral de
anéis de polinémios com coeficientes em anéis. Podem ser um pouco abstra-
tos para quem estd tendo um primeiro contato com o assunto.

Exercicio* 10. Seja R um anel e considere o conjunto R[X] das seqiiéncias
quase nulas (a,)n,>0 de elementos de R, munido das operagoes:
(an)nzo + (bn)nzo = (an + bn)nEOa (an)nZO : (bn)nzo = (Cn)nzo,

onde:
n
Cpn = Z a;bn_;, n>0.
i=0

Mostre que:
(a) R[X] é um anel;
(b) a aplicac@o ¢ : R — R[X] definida por:
u(r) = (r,0,0,0,...) € R[X],
¢é injetora e é um homomorfismo de anéis, isto é:
u(ry +re) =u(r1) + t(re), c(rire) = u(ry)e(re),
para todos 71,72 € R;
(c) se R tem unidade 1 € R, entdo R[X] tem unidade e essa unidade é
L(1);
(d) se R é comutativo, entdao R[X| é comutativo.

O anel R[X] é chamado o anel de polindmios com coeficientes em R. Dado
p = (an)n>0 € R[X] ndo nulo, entao o grau de p, denotado gr(p), é o maior
indice n > 0 tal que a,, # 0; se p = 0, convencionamos que o grau de p é —oo.
Se p é nao nulo, entao o coeficiente dominante de p é ay, onde n = gr(p).

(e) Suponha que o produto de elementos nao nulos de R seja sempre nao
nulﬂ Mostre que, nesse caso, o produto de elementos nao nulos de
R[X] é nao nulo. Mais especificamente, mostre que vale a igualdade:

gr(pq) = gr(p) + gr(q),
para todos p, ¢ € R[X] e que se p e ¢ sdo ndo nulos, entao o coeficiente

dominante de pq é o produto do coeficiente dominante de p pelo
coeficiente dominante de gq.

Suponha agora que R tenha unidade e defina:
X =(0,1,0,0,...).
(f) Dados ag,ai,...,a, € R, mostre que:
ap+ a1 X + asX?+ - 4+ ap, X" = (ag, a1, . .., a,,0,0,0,...),
onde identificamos cada elemento r € R com o elemento «(r) de

RX].

1Um anel comutativo com unidade em que vale essa propriedade é chamado um dominio
de integridade. Todo corpo é um dominio de integridade.
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Exercicio* 11. Sejam R e S anéis e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis.
Dado p = (an)n>0 € R[X], defina p? fazendo:

p? = (6(an)) 0 € SIX].
Mostre que a aplicagao:

R[X] 3 p+— p® € S[X]
¢ um homomorfismo de anéis, isto é, valem as igualdades:

p+9?=p"+4¢" (p9)?=p"¢,
para todos p,q € R[X]. Note que o resultado do item (b) do Exercicio |§|
é um caso particular do resultado deste exercicio, fazendo R = § = C e

¢(z) =z
Exercicio* 12. Sejam R um anel e R C R’ um subaneP]de R'. Sejau € R/
um elemento que comuta com R, isto é, ur = ru, para todo r € R. Para
p = (an)n>0 € R[X], defina a avalicdo de p em u, fazendo:
p(u) = ag + ayu + - - - + apu”,
onde n > 0 é tal que a; = 0 para todo k > n.
(a) Mostre que a aplicagao de avaliagao em w:

(1) R[X]>p+— p(u) € R
é um homomorfismo de anéis, isto é, valem as igualdades:

(p+q)(u) = p(u) +q(u), (pg)(u) = p(u)q(u),
para todos p,q € R[X]. Esse resultado generaliza o resultado do
item (a) do Exercicio
(b) Se S é um anel e ¢ : R¥ — S é um homomorfismo de anéis, mostre

que:
¢(p(u) = p?(9(uw)),

para todo p € R[X], onde p? é definido como no Exercicio Note
que p® pertence ao anel de polinémios com coeficientes em ¢[R], o
qual é um subanel de S. Como u € R’ comuta com R, temos que
¢(u) € S comuta com ¢[R]. Assim, estamos no contexto em que se
define a avaliacdo p?® (gb(u))

sso significa que: (a) se 1,72 € R, entdo r1 + 72 € R e rir2 € R; (b) se r € R, entao
—r € R; (c) 0 € R; (d) as operacdes de R sdo as restrigdes das operagdes de R’. Nesse
caso, R é também um anel.
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Observacdo. Usando a terminologia dos Exercicios e aquilo que na
Definigao [1| foi denotado por p(A), com p € K[X], A € M,(K) e K um
corpo, seria denotado por p’(A), onde § : K — M, (K) é o homomorfismo
de anéis definido por:
d(a)=al, a€kK,

el € M,(K) é a matriz identidade. Observe que p° pertence ao anel de
polinémios com coeficientes em §[K], que d[K] é um subanel de M, (K) e
que qualquer A € M, (K) comuta com 6[K]. O resultado do item (b) do
Exercicio2] pode entéo ser obtido como corolério do resultado do Exercicio
e do resultado do item (a) do Exercicio ; de fato, temos:

(P+a)°(A) = (0 + ") (A) = p°(4) + ¢ (4),
(pg)°(A) = (P°a°)(A) = P’ (A)g*(A),
para todos p,q € K[X]. Consideragoes andlogas podem ser feitas para o
caso de avaliagoes da forma p(T'), onde T : V' — V é um operador linear
num espago vetorial V' sobre K. Nesse caso, o anel de matrizes M, (K)

é substituido pelo anel L(V,V) de operadores lineares em V e a matriz
identidade é substituida pelo operador identidade de V.

Observacao. O resultado do Exercicio [3] pode ser visto como caso particular
do resultado do item (b) do Exercicio tendo em mente que a aplicagao:
¢:L(V,V)>T v+ [T € My(K)

é um homomorfismo de anéis. O resultado dos itens (a) e (c) do Exercicio [6]

também podem ser vistos como caso particular do resultado do item (b) do
Exercicio considerando-se os homomorfismos de anéis:

C32+——2€C, M,(C)>Ar— Ac M,(C).



