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Exerćıcio 1. Seja (an)n≥1 uma seqüência de números reais. Dado um
inteiro k ≥ 0, mostre que a série

∑∞
n=1 an converge se e somente se a série∑∞

n=1 an+k converge e que, quando ambas convergem, vale a igualdade:

∞∑
n=1

an =
k∑

n=1

an +
∞∑
n=1

an+k.

Exerćıcio 2. Mostre que se
∑∞

n=1 an é uma série convergente então:

lim
k→+∞

∞∑
n=1

an+k = 0.

(Sugestão: use o resultado do Exerćıcio 1.)

Exerćıcio 3 (associatividade da soma de séries). Seja (an)n≥1 uma seqüên-
cia de números reais e seja (nk)k≥1 uma seqüência estritamente crescente de
inteiros positivos tal que n1 = 1. Para cada k ∈ N∗, seja:

xk =

nk+1−1∑
i=nk

ai.

Mostre que se a série
∑∞

n=1 an converge então a série
∑∞

k=1 xk também
converge e:

∞∑
n=1

an =
∞∑
k=1

xk.

Dê um exemplo em que a série
∑∞

k=1 xk converge, mas a série
∑∞

n=1 an não
converge.

Exerćıcio 4. Seja
∑∞

n=1 an uma série absolutamente convergente e seja
(Fk)k≥1 uma seqüência de subconjuntos finitos de N∗ tal que:

(i) Fk ⊂ Fk+1, para todo k ∈ N∗;
(ii) N∗ =

⋃∞
k=1 Fk.

Mostre que:
∞∑
n=1

an = lim
k→+∞

∑
n∈Fk

an.

(Sugestão: trate primeiro o caso em que an ≥ 0 para todo n e depois use a
decomposição an = a+n − a−n .)



Exerćıcio 5 (produto de séries). Sejam
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn séries absoluta-
mente convergentes e (α, β) : N∗ → N∗ ×N∗ uma função bijetora. Mostre
que a série

∑∞
n=1 aα(n)bβ(n) é absolutamente convergente e que:

(1)
∞∑
n=1

aα(n)bβ(n) =
( ∞∑
n=1

an

)( ∞∑
n=1

bn

)
.

(Sugestão: para k ∈ N∗, considere o subconjunto finito Fk de N∗ definido
por:

Fk =
{
n ∈ N∗ : α(n) ≤ k e β(n) ≤ k

}
= (α, β)−1

(
{1, . . . , k}2

)
.

Observe que:

(2)
∑
n∈Fk

|aα(n)bβ(n)| =
( k∑
n=1

|an|
)( k∑

n=1

|bn|
)
≤
( ∞∑
n=1

|an|
)( ∞∑

n=1

|bn|
)

e que:

(3)
∑
n∈Fk

aα(n)bβ(n) =
( k∑
n=1

an

)( k∑
n=1

bn

)
.

Use (2) para demonstrar a convergência absoluta da série
∑∞

n=1 aα(n)bβ(n) e
depois use (3) e o resultado do Exerćıcio 4 para provar (1).)


