Sexta Lista
MAT5798 — Medida e Integracao

Prof. Daniel Victor Tausk
19/05/2018

Exercicio 1. Seja (X, A, ) um espaco de medida e sejam f : X — R e
g : X — R funcdes mensuraveis. Mostre que:
(a) se g é quase integravel, [y gdu > —oo e f > g, entdo f é quase
integravel;
(b) se g é quase integrével, [, gdu < 400 e f < g, entdo f é quase
integravel.

Exercicio 2. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f : X — R uma
fungdo mensurdvel. Mostre que se f é quase integrével, entao f|y é quase
integrdvel para todo Y € A.

Exercicio 3. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e f : X — R uma
funcao mensuravel. Mostre que f é integrdvel se, e somente se, |f| é in-
tegravel.

Exercicio 4. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f : X — R uma
funcéo quase integravel. Mostre que se [ fdu < +o0, entao f(z) < 400
para quase todo x € X e que se fX fdu > —o0, entao f(x) > —oo para quase
todo x € X. (Esse enunciado é um pouquinho melhor do que o enunciado
da primeira parte do Exercicio 5 da quinta lista.)

Exercicio 5. Seja (X, A, ) um espaco de medida e sejam f : X — R e
g: X — R fungdes quase integraveis. Assuma que a soma |- v fdp+ [ v gdp
esteja bem-definida (i.e., ndo ocorre que um dos termos é 400 e o outro é
—00). Mostre que a soma f(x) + g(x) estd bem-definida para quase todo
reX.

Exercicio 6. Sejam (X, .A, ) um espago de medida e f : X — [0, 400] uma
fungao mensurdvel. Mostre que [ + fdp = 0se, e somente se, f(x) = 0 para
quase todo € X. Apresente um exemplo em que f : X — R é uma funcao
integrével com [y fdu =0, u(X) > 0e f(z) # 0, para todo = € X.

Exercicio 7. Sejam (X, A, ) um espaco de medida e f : X — R uma
funcao quase integrével. Mostre que [, fdu = 0 para todo A € A se, e
somente se, f(z) = 0 para quase todo z € X.

Exercicio 8. Sejam (X, .4, 1) um espaco de medida, (Y, 5) um espago men-
suravel e f : X - Y e g: X — Y fungbes. Suponha que a medida p seja
completa. Mostre que se f é mensurdvel e f(z) = g(x) para quase todo
x € X, entao g é mensurdvel. Dé um contra-exemplo para essa implicagao
no caso em que i nao é completa.
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Exercicio 9 (para quem nao sabe mexer bem com liminf e limsup). Seja
(an)n>1 uma sequéncia em R. Recorde que o liminf e o limsup dessa
sequéncia sao definidos respectivamente por:

liminf a,, = sup inf a = lim inf a; e

limsup a,, = inf supar = lim sup ay.

n—00 n2lg>n n=0E>n

(a) Seja a € R. Mostre que liminf, .o a, > a se, e somente se, para
todo @’ € R com a’ < a vale que a,, > a’ para todo n suficientemente
grande (isto é, existe ng > 1 tal que a,, > o’ para todo n > ny).

(b) Seja a € R. Mostre que liminf, , a, < a se, e somente se, para
todo @’ € R com a’ > a vale que a,, < a’ para todo n arbitrariamente
grande (isto é, para todo ng > 1 existe um n > ng tal que a, < o).

(¢) Mostre que lim inf,,_,; a,, é 0 menor valor de aderénciaﬂ da sequéncia
(an)nZI-

(d) Enuncie e prove as versoes dos itens (a), (b) e (c) para lim sup.

(e) Mostre que liminf, 4 a, <limsup, ., an.

(f) Seja a € R. Mostre que lim,_, a, = a se, e somente se:

liminf a,, = limsup a,, = a.

n—00 n—00
Exercicio 10. Sejam (ay,)n>1 € (by)n>1 sequéncias em R tais que a soma
an + by, esteja bem-definida, para todo n > 1.

(a) Mostre que
(1) lim inf a,, + lim inf b, < liminf(a, + by),

n—0o0 n—oo n—
se a soma liminf,,_, a, + liminf,_,.o b, estiver bem-definida.

(b) Dado ¢ € R, mostre que

liminf(ca,) = climinf a,
n—oo n—oo

para c > 0 e que

liminf(ca,) = climsup a,
n—00 n—00

para c < 0.

(c) Mostre que vale a igualdade em se lim,,_,oo by, existe e for finito.
(Sugestao: use que a, = (an + by) + (—by).)
(d) Enuncie e prove as versoes dos itens (a), (b) e (c) para lim sup.

1Recorde que um valor de aderéncia de uma sequéncia (an)n,>1 num espaco topolégico
X é um elemento a € X tal que para toda vizinhanga V de a, vale que a,, € V para n
arbitrariamente grande. Quando a possui um sistema fundamental de vizinhangas enu-
merdvel (por exemplo, se X é metrizavel), entdo a é um valor de aderéncia de (an)n>1 se,
e somente se, a for um limite de alguma subsequéncia de (an)nzl.
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Exercicio 11 (teorema da convergéncia dominada generalizado). Seja dado
um espago de medida (X, A, p). Sejam (fn)n>1 € (¢n)n>1 sequéncias de
fungoes mensuraveis convergindo pontualmente quase sempre para fungoes
mensuraveis f : X — Re ¢ : X — R, respectivamente. Suponha que ¢,, seja
integravel e que |f,| < ¢n, para todo n > 1. Suponha também que ¢ seja
integréavel e que lim, 400 [y @ndp = [y ¢du. Mostre que f, ¢é integravel
para todo n > 1, que f é integrével e que lim,, o [y frndp = [y fdp.

Exercicio 12. Sejam (X, A, ) um espago de medida, Y um espago to-
polégico, Z um subconjunto de Y, y € ¥ um ponto de acumulacao de Z e
f:X x Z — R uma funcao. Assuma que:
(i) para todo z € Z, a funcao f(-,2) : X > x — f(z,2) € R é men-
suravel;

(ii) existe uma funcdo integravel ¢ : X — R tal que |f(z,2)| < ¢(x),
para todo z € X e todo z € Z;

(ili) o limite lim,_,, f(z, z) existe, para todo z € X;

(iv) o ponto y possui um sistema fundamental de Vlzmhan(;aﬂ enume-
ravel em Y (isso vale automaticamente, por exemplo, se Y for me-
trizavel).

Mostre que tudo que aparece na igualdade

fim | Sy dn(o) = [ [Tim f@.2)] dua)

zZ—=Y

estd bem-definido e que a igualdade vale. Enuncie e prove um corolario desse
resultado cuja tese diga que a funcdo g(z) = [y f + f(z,2)du(z) é continua.

Exercicio 13. Sejam (X, A, 1) um espago de medida, I C R um intervalo
com mais de um ponto e f: X x I — R uma funcdo. Assuma que:
(i) para todo t € I, a fungao f(-,t): X 2 x — f(x,t) € R é integravel;
(ii) para todo z € X, a fungéo f(z,-): I ot +— f(x,t) € R é derivavel;
(iii) existe uma funcdo integravel ¢ : X — R tal que ‘%(m,t}} < ¢(z),
para todo x € X etodo t € I.
Mostre que tudo que aparece na igualdade

/fa;tdu /8xtd,u)

estd bem-definido e que a igualdade vale. (Sugestao: para verificar a hipétese
de dominagao que permitira colocar o limite para dentro da integral, use o
Teorema do Valor Médio e a hipétese (iii).)

2Recorde que um sistema fundamental de vizinhangas de um ponto y num espago
topolégico Y é uma colegao de vizinhancgas de y tal que qualquer vizinhanga de y contém
uma vizinhanca da cole¢do. Quando y possui um sistema fundamental de vizinhancas
enumeravel, entdo uma igualdade do tipo lim.,, g(2) = L vale se, e somente se, vale
que lim,,—, g(zn) = L para qualquer sequéncia (z,)n>1 em Y \ {y} no dominio de g que
convirja para y.



