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Exercicio 1. Sejam (M,d), (N,d') espagos métricos e f : M — N uma
funcao. Dado a € M, mostre que:
(a) se a é um ponto isolado de M (isto é, se {a} é aberto em M) entao
f é continua no ponto a;
(b) se a nao é um ponto isolado de M (isto é, se a é um ponto de
acumulagao de M) entdo f é continua no ponto a se e somente se

lim, . f(z) = f(a).
Exercicio 2. Sejam (M,d), (N,d') e (P,d") espagos métricos, f : D — N
uma funcao definida num subconjunto D de M e g : F — P uma funcao

definida num subconjunto E de N. Suponha que f[D] C E. Sejaa € M
um ponto de acumulagao de D e suponha que:

lim f(z) = b,

Tr—a
para algum b € N.
a) Se b € E e g é continua no ponto b, mostre que:
g

lim g(f(z)) = g(b).

(b) Se a possui uma vizinhanga V em M tal que b € f[(V N D)\ {a}],
mostre que b é um ponto de acumulagao de F. Assumindo também
que:

lim g(y) = L,
y—b

para algum L € P, mostre que:
lim g(f(x)) = L.
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Exercicio 3. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e considere o
produto cartesiano M = [[_; M;, isto é, o conjunto de todas as n-uplas
x = (x1,...,2,) com x; € M;, paratodoi=1,...,n.
(a) Considere as fungoes d : M x M — R, d' : M x M — R, definidas
por:

d(z,y) = max {di(zi,y;) :i =1,...,n}, d'(z,y) = Zdi(l‘i??/i)v
i—1

para todos * = (z1,...,24), ¥y = (Y1,---,Yyn) € M. Mostre que d e
d' sao métricas Lipschitz-equivalentes em M.
(b) Seja || - || uma norma em R™ que seja monoténica, isto é:

il < vil, i=1,...,n = [lu] < [lv],

para quaisquer u,v € R™. (Por exemplo, para todo p € [1,+00], a
norma || - [|,, ¢ monotonica.) Mostre que a funcao dj. : M x M — R
definida por:

dj(@,y) = [[(di(@1,91)s - dn(@n, ym)) ||, @,y € M,

¢ uma métrica em M. Mostre que se a norma || - || é Lipschitz-
equivalenteﬂ anorma || - |l entdo a métrica d). é Lipschitz-equiva-
lente & métrica d definida no item (a).

Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos. Qualquer métrica no pro-
duto M = [[;",; M; que seja Lipschitz-equivalente & métrica d definida no
item (a) do Exercicio 3| é chamada uma métrica produto em M. Por exem-
plo, para todo p € [1,+00], a métrica em M = R"™ associada & norma || - ||, é
uma métrica produto, se cada fator M; = R estd munido da métrica usual.

WYeremos mais adiante no curso que quaisquer duas normas num espago vetorial de
dimenséao finita sdo Lipschitz-equivalentes. Assim, essa hip6tese é sempre satisfeita.
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Exercicio 4. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e considere o
produto cartesiano M = []""_; M; munido de uma métrica produto d. Para
cada i =1,...,n, denote por 7; : M — M; a i-ésima projegao.

(a)
(b)

()

(d)

Mostre que cada projecao m; é Lipschitziana.

Dada uma seqiiéncia (z)r>1 em M e um ponto x € M, mostre que
xp — x se e somente se ;(zx) — m;(z), para todoi =1,...,n.
Dado um espago métrico (N, d’), uma fungéo f : N — M e um ponto
a € N, mostre que f é continua no ponto a se e somente se m; o f é
continua no ponto a, para todo i =1,...,n.

Dado um espaco métrico (N,d’') e uma func¢ao f : N — M, mostre
que f é uniformemente continua se e somente se m; o f é uniforme-
mente continua, para todo i =1,...,n.

Dado um espago métrico (N,d’') e uma funcao f : N — M, mostre
que f é Lipschitziana se e somente se 7; o f é Lipschitziana, para
todot=1,...,n.

Dado um espago métrico (N,d’), uma funcao f : D — M definida
num subconjunto D de N, um ponto de acumulagao a € N de D
e um ponto y € M, mostre que lim,_,, f(x) = y se e somente se
lim,_,q(m; o f)(x) = mi(y), para todoi =1,...,n.

Exercicio 5. Seja (M, d) um espaco métrico. Se o produto M x M é munido
de uma métrica produto e R é munido da métrica usual, mostre que a fungao
d: M x M — R é Lipschitziana. (Sugestao: mostre que:

|d(z,y) — d(«', )| < d(z,2") + d(y,y),

para todos z,y,2',y € M.)

Exercicio 6. Sejam (M, d) um espago métrico e V um espago vetorial real
munido de uma norma || - ||.

(a)

Mostre que se f: M =V, g: M — V, a: M — R sao fungoes
continuas num ponto a € M entao as fungdes:

fH+g:-Msx+— f(z)+g(x)eV, af: M3>zx+—— alx)f(z)eV

(b)

sao continuas no ponto a.

Mostre quese f: D =V, g: D =V, a: D — R sao fungoes defini-
das num subconjunto D de M, se a € M é um ponto de acumulacao
de D e se os limites lim,_,, f(2), limy_q g(x), limy_q a(z) existem
entao:

lim (f(2) + g(z)) = lim f(z) + lim g(x),

r—a

lim (a(x)f () = lim a(z) lim f(z).

T—a

(Sugestao: use o resultado do Exercicio 5 da Quarta Lista, o resultado dos
itens (c) e (f) do Exercicio 4| acima e o resultado do item (a) do Exercicio

acima.)


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista4-MAT0311-2013.pdf
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Exercicio 7. Seja (M,d) um espaco métrico. Se M é desconexo, mostre
que existe uma fungao continua f : M — R tal que f[M] = {0,1}. Conclua
que o teorema do valor intermedidrio vale para um espago métrico (M, d)
(isto é, a imagem de toda func@o continua f : M — R é um intervalo) se e
somente se M é conexo.

Exercicio 8 (teorema de alfandega). Sejam (M, d) um espago métrico, A
um subconjunto de M e C' um subconjunto conexo de M tal que CNA # ()
e C'NA®# (. Mostre que C NOA # 0.

Exercicio 9 (produto de espagos conexos). Sejam (M,d), (N,d') espagos
métricos e considere o produto M x N munido de alguma métrica produto.
(a) Mostre que se M, N sao nao vazios e se M x N é conexo entao M e
N sao conexos. (Sugestao: as projecoes de M x N sao sobrejetoras.)
(b) Mostre que se M e N sado conexos entao, para quaisquer x € M,

y € N, os conjuntos:

Mx{y}, {2} x N, Cpy™ (M x{y})U ({z} x N)

S40 CONEXos.
(c) Mostre que se M e N sao conexos entdo M x N é conexo. (Sugestao:

M x N =, ey Cry, para todo z € M.)

Exercicio* 10. Considere o subconjunto S de R? definido por:
S={(z,send):z >0} U ({0} x [-1,1]).

Consideramos R? munido de uma das normais usuais e S munido da métrica
induzida de R?. Vimos em aula que S é conexo. O objetivo deste exercicio
é mostrar que S nao é conexo por caminhos. Suponha por absurdo que S
seja conexo por caminhos. Entao existe uma aplicacao continua:

v=(n72): [0,1] — R?
com imagem contida em S, tal que v1(0) > 0 e y;(1) = 0.
(a) Mostre que o conjunto:

{te[0,1]:y(t) =0}
possui um minimo %y e que ¢ty € |0,1]. (Sugestao: observe que o
infimo de um conjunto é um ponto de aderéncia desse conjunto e
conclua que um subconjunto fechado, nao vazio, limitado inferior-
mente de R possui minimo.)
(b) Mostre que para todo t € [0,¢[ existem #',¢" € [t, to[ tais que:

Ynt)=1 e vw{t")=-1
(Sugestao: use o teorema do valor intermediério para a fungao y; no
intervalo [¢,t0].)
(c) Mostre que existe uma seqiiéncia (t,),>1 em [0, %[ tal que t, — g e
tal que y2(t,) = (—1)", para todo n > 1. Obtenha uma contradigao.



Exercicio** 11. Uma ordem parcial num conjunto X é uma relacao bindria
< em X satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) <z, para todo z € X (reflexividade);
(b) para quaisquer z,y € X, se z < y ey < z entdo z = y (anti-
simetria);
(c) para quaisquer z,y,z € X,se x <y ey < z entdo z < z (transitivi-
dade).
Para z,y € X, escrevemos < y quando x < y e x # y. Dizemos que <
é uma ordem total (ou linear) se for uma ordem parcial e, para quaisquer
z,y € X, temos x < y ou y < z. Por exemplo, a relacao de ordem usual
dos nimeros reais é uma ordem total. Se X é um conjunto munido de uma
ordem total, dizemos que um subconjunto I de X é um intervalo se alguma
das seguintes condigOes for satisfeita:

(i) existema,bEXcoma<btaisque]z{xGX:a<xem<b},
ouI:{xEX:agxex<b},0uI:{xeX:a<xex§b}0u
I:{:L"EX:anebe};

(ii) eXisteantalqueI:{xEX:m<a},0uI:{x€X::n§a},
ouI:{xEX:a<x}ouI:{xeX:agaz};

(iii) I é unitdrio,ou I =P oul = X.

Dizemos que um subconjunto I de X é convezo se para quaisquer x,y, z € X,
sex,y €I, x<zez<yentao z € I. Sejam X um conjunto munido de
uma ordem total e I um subconjunto de X.

(a) Mostre que se I é um intervalo entao I é convexo.
(b) Mostre que se X = Q, munido da ordem total usual, entao:

I:{xEQ:$>0ex2<2}

é convexo, mas nao é um intervalo.

(c) Dizemos que X é Dedekind-completo se todo subconjunto nao vazio
limitado superiormente de X possui um suprem(ﬂ Por exemplo,
X = R, munido da ordem usual, é Dedekind-completo. Mostre que
se X é Dedekind-completo entao todo subconjunto convexo de X é
um intervalo.

2Dado um subconjunto S de X, entdo uma cota superior (resp., cota inferior) de S
é um elemento z € X tal que y < z (resp., z < y) para todo y € S. Dizemos que um
subconjunto de X é limitado superiormente (resp., limitado inferiormente) se ele possui
uma cota superior (resp., uma cota inferior). Um elemento mdzimo (resp., elemento
minimo) de S é um elemento de S que é uma cota superior (resp., uma cota inferior) de S.
E fécil ver que elementos maximos e minimos sao tnicos, quando existem. Dizemos que
x € X é o supremo (resp., o infimo) de S se x é o menor elemento do conjunto das cotas
superiores de S (resp., o maior elemento do conjunto das cotas inferiores de S). E ficil
ver que se todo subconjunto nao vazio limitado superiormente de X possui um supremo
entdo todo subconjunto nao vazio limitado inferiormente de X possui um infimo. De fato,
se S é um subconjunto ndo vazio limitado inferiormente de X e se T' é o conjunto das
cotas inferiores de S entdao T é nao vazio limitado superiormente e o supremo de T é o
infimo de S.



