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Exerćıcio 1. Considere o espaço vetorial P3(R) munido do produto interno:

〈p, q〉 = p(−1)q(−1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2), p, q ∈ P3(R).

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaço de P3(R)
gerado pelos polinômios 1− x2 e x3.

Exerćıcio 2. Suponha R5 munido de seu produto interno canônico e seja
V ⊂ R5 o espaço solução do sistema linear homogêneo:{

x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 0,

x1 + x2 + x3 − x4 − x5 = 0.

Determine uma base ortonormal para V .

Exerćıcio 3. Determine a, b, c ∈ R que minimizam o valor da integral:∫ π

−π

[
x2 − (a+ b senx+ c cosx)

]2
dx.

Exerćıcio 4. O traço de uma matriz quadrada X, denotado por tr(X), é a
soma dos elementos da diagonal principal de X. Mostre que a igualdade:

〈A,B〉 = tr(ABt), A,B ∈Mm×n(R),

define um produto interno no espaço vetorial Mm×n(R) e que vale a fórmula:

〈A,B〉 =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij ,

onde A = (aij)m×n, B = (bij)m×n.

Exerćıcio 5. Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno 〈·, ·〉
e seja {u1, . . . , un} um conjunto ortogonal formado por vetores não nulos de
V . Mostre que o conjunto {u1, . . . , un} é linearmente independente.

Exerćıcio 6. Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno 〈·, ·〉
e seja B = {e1, . . . , en} uma base ortogonal de V . Mostre que, para todo
v ∈ V , as coordenadas [v]B = (v1, . . . , vn) de v na base B são dadas por:

vi =
〈v, ei〉
〈ei, ei〉

, i = 1, . . . , n.

Exerćıcio 7. Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno
〈·, ·〉. Seja B = {e1, . . . , en} uma base ortonormal de V . Mostre que:

〈v, w〉 = v1w1 + · · ·+ vnwn,

para todos v, w ∈ V , onde (v1, . . . , vn) = [v]B e (w1, . . . , wn) = [w]B.
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Solução do Exerćıcio 1. Uma posśıvel base para o complemento ortogonal
de [1− x2, x3] é {6− 8x+ 3x2, 3− 5x+ x3}.

Solução do Exerćıcio 2. Uma posśıvel base ortonormal para V é:{
1√
2
(0, 1, 0, 1, 0), 1√

6
(0, 1, 0,−1, 2), 1√

120
(−9, 1, 6,−1,−1)

}
.

Solução do Exerćıcio 3. Considere o espaço vetorial C
(
[−π, π]

)
das fun-

ções cont́ınuas f : [−π, π]→ R munido do produto interno:

〈f, g〉 =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx, f, g ∈ C

(
[−π, π]

)
.

Seja V o subespaço de C
(
[−π, π]

)
gerado pelas funções 1, senx e cosx. Os

valores procurados de a, b e c são aqueles tais que a + b senx + c cosx é a
projeção ortogonal de x2 em V . Como {1, senx, cosx} é uma base ortogonal
de V , temos que a, b e c são dados por:

a =
〈x2, 1〉
〈1, 1〉

=
π2

3
, b =

〈x2, senx〉
〈senx, senx〉

= 0, c =
〈x2, cosx〉
〈cosx, cosx〉

= −4.

Solução do Exerćıcio 4. Verifiquemos as propriedades de produto interno.
Temos:

〈A1 +A2, B〉 = tr
(
(A1 +A2)B

t
)

= tr(A1B
t +A2B

t)

= tr(A1B
t) + tr(A2B

t) = 〈A1, B〉+ 〈A2, B〉,

para quaisquer A1, A2, B ∈Mm×n(R). Também:

〈λA,B〉 = tr
(
(λA)Bt

)
= tr

(
λ(ABt)

)
= λ tr(ABt) = λ〈A,B〉,

para quaisquer λ ∈ R, A,B ∈Mm×n(R). Além do mais:

〈A,B〉 = tr(ABt) = tr
(
(BAt)t

)
= tr(BAt) = 〈B,A〉,

para quaisquer A,B ∈ Mm×n(R). Finalmente note que, dadas matrizes
A = (aij)m×n e B = (bij)m×n em Mm×n(R), vale que:

(ABt)ii =
n∑
j=1

aijbij , i = 1, . . . ,m,

donde:

〈A,B〉 = tr(ABt) =
m∑
i=1

(ABt)ii =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij .

Assim:

〈A,A〉 =

m∑
i=1

n∑
j=1

(aij)
2 > 0,

se A 6= 0.
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Solução do Exerćıcio 5. Sejam a1, . . . , an ∈ R tais que:

a1u1 + · · ·+ anun = 0.

Para todo i = 1, . . . , n, temos:

0 = 〈a1u1 + · · ·+ anun, ui〉 = a1〈u1, ui〉+ · · ·+ an〈un, ui〉 = ai〈ui, ui〉.
Como ui 6= 0, temos 〈ui, ui〉 > 0 e portanto ai = 0.

Solução do Exerćıcio 6. Por definição, temos:

v = v1e1 + · · ·+ vnen.

Dáı:

〈v, ei〉 = 〈v1e1 + · · ·+ vnen, ei〉 = v1〈e1, ei〉+ · · ·+ vn〈en, ei〉 = vi〈ei, ei〉.
Assim:

vi =
〈v, ei〉
〈ei, ei〉

.

Solução do Exerćıcio 7. Por definição, temos:

v =

n∑
i=1

viei, w =

n∑
j=1

wjej .

Dáı:

〈v, w〉 =
〈 n∑
i=1

viei,

n∑
j=1

wjej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

viwj〈ei, ej〉 =

n∑
i=1

viwi〈ei, ei〉

=

n∑
i=1

viwi.


