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Exercicio 1. Faca um esbogo do desenho da imagem das curvas parame-
trizadas v definidas nos itens a seguir.

(a) v: R — R2, ~(t) = (t?,t* — 3t + 2), para todo t € R;

(b) v: R — R? y(t) = (t* + 2t + 1,2t> + 4t + 3), para todo t € R;

(¢) v:R — R?, y(t) = (cos(sent),sen(sent)), para todo t € R;

(d) v: R — R?, ~(t) = (cos(2t), cost), para todo t € R;

(e) v: R — R?, y(t) = (sen(2t),cost), para todo ¢ € R.
Exercicio 2. Calcule o comprimento das curvas parametrizadas  nos itens
a seguir.

(a) v :[0,T] — R3, ~(t) = (cost,sent,t), para todo ¢ € [0,T], em que

T > 0 ¢é dado;
(b) 7 : [1,T] = R2, y(t) = (3t2—6t+3,2[(2t—1)2]), para todo t € [1,T],

em que 7" > 1 é dado.

Exercicio 3 (comprimento em coordenadas polares). Sejam p : I — R e
6 : I — R funcdes derivaveis e considere a curva « : I — R? definida por:

v(t) = p(t)(cos 6(t),send(t)),

para todo t € I.
(a) Dado t € I, escreva uma férmula para ~/(t) e para |7/ (¢)||.

(b) Supondo que I = [a,b] e que as funcdes p e 0 sejam de classe C1,
escreva uma férmula para o comprimento de +.
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Exercicio 4 (movimento do centro de massa). Considere uma colegao finita
de particulas massivas movendo-se em R? com trajetérias descritas pelas
curvas parametrizadas duas vezes derivaveis

vl:I—>IR37 72:I—>IR3, ce ’yk:I—>]R3,

em que I C R é um intervalo. Denote por m; > 0 a massa da i-ésima
particula. A forca resultante sobre a i-ésima particula no instante t € I é
dada por

Fi(t) = mi (t)
e o centro de massa dessa colecao de particulas no instante ¢t € I é o ponto
C(t) € R3 definido por

Lk
Ct) = i > mivi(t),
i=1

em que M = Zle m; € a massa total. Mostre que o centro de massa
comporta-se como se toda a massa da colegao de particulas estivesse con-
centrada nele e como se todas as forgas agindo sobre a colecao de particulas
agissem sobre ele, isto é, mostre que
k
MC"(t) =) Fi(t),

i=1

para todo t € 1.

Exercicio 5 (velocidade angular vetorial de um ponto que gira em torno
de um eixo). Dados 6 € R e (x,%,2) € R?, denote por Ry(z,y, z) o ponto
de R? obtido pela rotacdo do ponto (z,,z) por um angulo # em torno do
eixo z no sentido do eixo x para o eixo y (pelo arco mais curto). Pode-se
mostrar quelz

Ry(z,y,2) = (xcosé? —ysenf, xsenf + ycosb,z).

Seja agora 0 : I — R uma funcao derivavel definida num intervalo I C R e
seja (o, Yo, z0) € R3 um ponto. Considere a curva parametrizada v : I — R?
definida por
Y(t) = Ryt (0, Y0, 20) = (w0 cos B(t) —yo sen O(t), zo sen O(t)+yo cos O(t), z0) ,
para todo t € I. Mostre que a derivada +/(t) é dada pelo produto vetorial
Y (t) = d(t) A (),
para todo t € I, em que a velocidade angular vetorial &(t) é definida por:
@(t) = (0,0,6'(t)).
1S e = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1), é facil ver que Rg(e1) = (cosf,send,0),
Ro(e2) = (—sen6,cos6,0) e Ry(es) = ez. E facil ver também que
Ro(v+w) = Ro(v) + Ro(w) e Ro(kv) =EkRo(v),

para todos v,w € R® e todo k € R (isto é, Ry é uma transformagdo linear). Agora, para
calcular Ry(z,y, z), note que (z,y, z) = ze1 + yez + zes.
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Exercicio 6 (forcas ficticias num referencial que gira com velocidade angular
constante). Seja dado w € R e para cada t € R considere a base

= {ei(t), ea(t), e3(t)}
de R? dada por
e1(t) = (cos(wt),sen(wt),0), ez(t) = (—sen(wt),cos(wt),0),
es(t) = (0,0,1),
isto é, B; é uma base ortonormal de R? que gira em torno do eixo z com
velocidade angular constante w. Seja v : I — R? uma curva parametrizada

e para cada ¢ € I denote por J(t) = (z(t),y(t), 2(t)) as coordenadas de 7(t)
na base By, isto é, vale a igualdade:

(1) V(t) = z(t)er(t) + y(t)ea(t) + Z(t)es(t).
(a) Verifique que:
el (t) = wea(t), eh(t) = —wei(t) e e5(t) =0.

(b) Suponha que ~ seja duas vezes derivavel. Derive a igualdade (1)
dos dois lados duas vezes e use o resultado do item (a) para obter a
féormula:

V(1) = (2"(1) = 20y (1) — W*2(1))er (1) + (5" (1) + 20T (1) — WG (1)) e2(t)
+ 2" (t)es(t).

(c) Suponha que v seja a trajetéria de uma particula de massa m > 0
sujeita a uma forga total F'(t) em cada instante ¢, de modo que:

F(t) =my"(t),
para todo ¢ € I. Denote por F(t) = (Fi(t), Fa(t), F3(t)) as coorde-
nadas de F'(t) na base B;, de modo que:
my"(t) = F(t) = Fi(t)ei(t) + Fa(t)ea(t) + F3(t)es(t).
Usando a igualdade acima e o resultado do item (b), conclua que:
F(t) = m7"(t) + 2md A (t) — mw? (2(t), 5(1), ).
em que & = (0,0,w). Obtenha entdo a igualdade
(2) my"(t) = F(t) + Feor(t) + Feen(t),
em que a for¢a de Coriolis Feop é dada por
Feor(t) = 2m7 () N &
e a forca centrifuga Feen é dada por:
Feen(t) = mw?(2(t), 5(1), 0).

A forga de Coriolis e a forca centrifuga sao forgas ficticias que aparentam
existir do ponto de vista do referencial girante B;. O termo F(t) em (2)
corresponde simplesmente a forga real F'(t) escrita no referencial girante.
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Exercicio 7 (curva continua de comprimento infinito). Seja f : [0,1] = R
a funcao definida por
f(z) =zsen(L),
se z €]0,1] e f(x) =0, se z = 0. Para cada inteiro positivo n, sejam
1 1
Po=m ¢ 7 (n—i—%)ﬂ
e denote por L, o comprimento do grafico da restricao de f ao intervalo
[Gn, Pn)-
(a) Note que L,, é maior ou igual a distancia entre os pontos (pn, f (pn))
e (qn, f (qn)) e conclua que L, > g, para todo inteiro positivo n.
(b) Conclua que o comprimento do grafico de f é infinito. (Sugestao:
vocé pode usar o fato que a série harménica Y -, % é divergente.)



Exercicio 1.

Respostas

(a) A imagem de v é o pedaco da pardbola y = 22 — 3z + 2 que fica no

semi-plano x > 0:

[
T

1 2 3 4

(b) A imagem de v é o pedaco da reta y = 2z + 1 que fica no semi-plano

x > 0:

0.5+
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(¢) A imagem de v é o arco do circulo unitdrio de centro na origem
delimitado pelos pontos (cos 1,sen 1) e (Cos 1, —sen 1) e que fica no semi-

plano x > 0:

0.5

-0.5

-1

(d) A imagem de y é o arco da pardbola z = 2y? — 1 delimitado pelos

pontos (1,1) e (1,—1):




(e) A imagem de v é uma “figura 8” como ilustrado abaixo:

0.5

-0.5

Exercicio 2. (a) vV2T; (b) 3(T%? - 1).

Exercicio 3.

(a) 7/ (t) = p/(t)(cos B(t),sen 6(t)) + p(t)8'(t) (— senb(t), cos O(t));
7Ol = (1) + (00 (1))

(b) [} (62 + p(t)20'(1)2) ¥ d.



