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Exerćıcio 1. Seja B uma base ortonormal de V 3 e sejam O,A,B,C,D ∈ E3

pontos tais que:
−→
OA = (1,−1, 1)B,

−−→
OB = (0, 2, 1)B,

−−→
OC = (2, 1,−1)B e

−−→
OD = (1, 3, 2)B.

Determine o volume do tetraedro de vértices A, B, C e D.

Exerćıcio 2. Sejam ~v, ~w, ~z ∈ V 3 vetores tais que [~v, ~w, ~z ] = 2. Calcule o
valor do produto misto [~v − ~w, ~w + 2~z, 2~v + ~z ].

Exerćıcio 3. Seja fixada uma orientação no espaço e seja B uma base
ortonormal positiva de V 3. Considere os vetores:

~v = (−1, 0, 2)B e ~w = (2, 1,−1)B.

Determine uma base ortonormal positiva C = {~e1, ~e2, ~e3} de V 3 tal que ~e1
tenha a mesma direção e sentido que ~v e tal que ~e2 seja da forma α~v + β ~w
com α, β ∈ R e β > 0.

Exerćıcio 4. Seja fixada uma orientação no espaço e seja B uma base
ortonormal positiva de V 3. Considere os vetores:

~v = (2, 1, 3)B e ~w = (−2, 1, 1)B.

Determine um vetor ~x ∈ V 3 que seja ortogonal a ~v e tal que ~v ∧ ~x = ~w.

Exerćıcio* 5 (forças internas não produzem torque). Suponha que tenha-
mos um sistema com n part́ıculas cujas posições sejam representadas por
pontos Q1, . . . , Qn ∈ E3 e tais que, para i, j = 1, 2, . . . , n, a força exercida
pela j-ésima part́ıcula sobre a i-ésima part́ıcula seja representada por um

vetor ~Fij ∈ V 3. Assumimos válida a lei de ação e reação

~Fij = −~Fji, i, j = 1, 2, . . . , n

e assumimos que a força ~Fij seja paralela à reta que passa pelos pontos

Qi e Qj , i.e., assumimos que os vetores ~Fij e Qj − Qi sejam linearmente
dependentes, para todos i, j = 1, 2, . . . , n. A força (interna) resultante sobre
a i-ésima part́ıcula é definida por

~Fi =

n∑
j=1

~Fij , i = 1, 2, . . . , n

e, dado um ponto arbitrário de referência O ∈ E3, definimos o torque (in-
terno) resultante sobre a i-ésima part́ıcula por:

~τi = (Qi −O) ∧ ~Fi, i = 1, 2, . . . , n.

Mostre que, sob as hipóteses acima, o torque interno total
∑n

i=1 ~τi é nulo.
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Exerćıcio* 6 (fórmula para o produto misto em bases arbitrárias). Seja
A = (aij)3×3 uma matriz real 3 × 3 e sejam dados vetores ~e1, ~e2, ~e3 ∈ V 3.
Defina:

~v1 = a11~e1 + a12~e2 + a13~e3,

~v2 = a21~e1 + a22~e2 + a23~e3 e

~v3 = a31~e1 + a32~e2 + a33~e3.

Mostre que:
[~v1, ~v2, ~v3] = det(A)[~e1, ~e2, ~e3].

Conclua que se B = {~e1, ~e2, ~e3} é uma base de V 3, então

[~v1, ~v2, ~v3] = det
(
[~v1]B, [~v2]B, [~v3]B

)
[~e1, ~e2, ~e3],

para quaiquer ~v1, ~v2, ~v3 ∈ V 3.

Exerćıcio* 7. Sejam ~v1, ~v2, ~v3 ∈ V 3 e considere a matriz:

g =

~v1 · ~v1 ~v1 · ~v2 ~v1 · ~v3
~v2 · ~v1 ~v2 · ~v2 ~v2 · ~v3
~v3 · ~v1 ~v3 · ~v2 ~v3 · ~v3

 .

Mostre que det(g) ≥ 0 e que:∣∣[~v1, ~v2, ~v3]∣∣ =
(
det(g)

) 1
2 .

(Sugestão: se B for uma base ortonormal de V 3 e se M for a matriz cujas
colunas são [~v1]B, [~v2]B e [~v3]B, verifique que M tM = g.)

Exerćıcio* 8 (produto vetorial duplo). Este exerćıcio é um roteiro para a
demonstração da fórmula

(1) ~u ∧ (~v ∧ ~w) = (~u · ~w)~v − (~u · ~v)~w,

válida para quaisquer vetores ~u,~v, ~w ∈ V 3.

(a) Mostre que ambos os lados da igualdade (1) são nulos se os vetores
~v e ~w forem linearmente dependentes.

(b) Mostre que a igualdade (1) é válida se os vetores ~v e ~w forem orto-
gonais. (Sugestão: é posśıvel escolher uma base ortonormal positiva
B = {~e1, ~e2, ~e3} tal que ~v seja paralelo a ~e1 e ~w seja paralelo a ~e2.)

(c) Mostre que a fórmula (1) vale em geral. (Sugestão: supondo que ~w
não seja nulo, você pode escrever ~v = ~v1 +~v2, com ~v1 paralelo a ~w e
~v2 ortogonal a ~w.)
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Exerćıcio* 9 (fórmula para o produto vetorial em bases arbitrárias). Seja
B = {~e1, ~e2, ~e3} uma base de V 3 e sejam ~v, ~w ∈ V 3 tais que:

[~v ]B = (v1, v2, v3) e [~w]B = (w1, w2, w3).

Considere o vetor

~z =

∣∣∣∣∣∣
~e1 ~e2 ~e3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
dado pela fórmula usual que daria como resultado o produto vetorial ~v ∧ ~w,
caso a base B fosse ortonormal e positiva.

(a) Mostre que, para i = 1, 2, 3, a i-ésima coordenada de ~z na base B é
igual ao determinante det

(
[~ei]B, [~v ]B, [~w]B

)
.

(b) Mostre que, para i = 1, 2, 3, a i-ésima coordenada do vetor

[~e1, ~e2, ~e3]~z

na base B é igual a [~ei, ~v, ~w]. (Sugestão: use o resultado do Exerćı-
cio 6.)

(c) Considere a matriz:

g =

~e1 · ~e1 ~e1 · ~e2 ~e1 · ~e3
~e2 · ~e1 ~e2 · ~e2 ~e2 · ~e3
~e3 · ~e1 ~e3 · ~e2 ~e3 · ~e3

 .

Mostre que

[~v ∧ ~w]B = [~e1, ~e2, ~e3] g
−1[~z ]B,

em que [~v∧ ~w]B e [~z ]B denotam, respectivamente, as matrizes coluna
contendo as coordenadas de ~v ∧ ~w e de ~z na base B. (Sugestão: use
o resultado do Exerćıcio 9 da terceira lista.)

http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista3-MAT0112-2018.pdf
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Respostas

Exerćıcio 1. 13
6 .

Exerćıcio 2. −6.

Exerćıcio 3. ~e1 = 1√
5
(−1, 0, 2)B, ~e2 = 1√

70
(6, 5, 3)B e

~e3 = 1√
14

(−2, 3,−1)B.

Exerćıcio 4. ~x =
(
1
7 ,

4
7 ,−

2
7

)
B.


