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Exercicio 1. Sejam V e V' espacos vetoriais sobre um corpo K e seja
T :V — V' uma aplicacao linear. Dado um subespaco Z de V, mostre que:

(a) T|z é injetora se e somente se Ker(T) N Z = {0};

(b) T[Z] = Im(T) se e somente se V = Ker(T') + Z;

(¢) Tz : Z — Im(T) é um isomorfismo se e somente se V = Ker(T)® Z.
Conclua a partir do item (c) que se W e Z séo subespagos de V, V =W d Z
e q:V — V/W denota a aplicacdo quociente, entdo ¢|z : Z — V/W é um
isomorfismo.

Exercicio 2. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K, W um su-
bespago de V e B = (e1,...,e,) uma base de V tal que (eq,...,ex) seja
uma base de W. Mostre que (ex+1 + W, ..., e, + W) é uma base do espago
quociente V/W.

Exercicio 3. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K e seja
T :V — W uma aplicacao linear. Mostre que existe um tinico isomorfismo
T :V/Ker(T) — Im(T) tal que Toq =T, onde q : V — V/Ker(T) denota
a aplicacao quociente.

Exercicio 4. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e W um
subespaco de V. Seja T': V' — V um operador linear tal que T[W] C W.

(a) Mostre que existe um operador linear T : V/W — V/W tal que
Toq=gqoT,ondeq:V — V/W denota a aplicacio quociente.

(b) Seja B = (e1,...,e,) uma base de V tal que (eq,...,ex) seja uma
base de W. Considere a base B = (ex11 +W,...,en + W) de V/W.
Mostre que a matriz [T]E coincide com o bloco inferior direito de
tamanho (n — k) x (n — k) da matriz [T)3.
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Exercicio 5. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e W um
subespago de V. Denote por g : V' — V/W a aplicagao quociente.

(a) Se Z é um subespaco de V' que contém W, mostre que ¢[Z] = Z/W.
(b) Denote por &(V, W) o conjunto dos subespacos de V' que contém W

e por S(V/W) o conjunto dos subespagos de V/W. Defina:

:6(V,W) — G(V/W), ¢:6(V/W) — &(V,IW),
fazendo:
p(Z) = al2] = Z/W,
para todo Z € S(V,W) e
(2" =q 2],
para todo Z' € &(V/W). Mostre que ¢ e 1 sao bijegoes e que
p=¢



