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Exercicio 1. Determine uma base para a soma e uma base para a intersecao
dos subespacos S7 e S9 do espaco vetorial V em cada um dos itens abaixo.
(a) V=R5 S =[(1,0,1,2,1),(~1,0,0,1,1),(1,0,2,5,3)],
Se =1(1,1,2,2,1),(1,1,3,5,3)];
(b) V ="P4(R), S1 = {p € Pu(R) : p(1) = p'(1) = 0},
S2 = {p € Pa(R) : p(2) = p'(2) = 0};
(c) V.=M,(R), S1={Ae€ M,(R): A" = A},
Sy = {A € M,(R): A* = —A}.

Exercicio 2. Determine uma base para o nicleo e uma base para a imagem
da transformacao linear 7' em cada um dos itens abaixo.
(a) T : R® — R* definida por T(x) = Az, para todo x € R3, onde
A € Myx3(R) é a matriz:
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(b) T : Ma(R) — M3(R) definida por T(A) = A + A*, para todo A em
Ms(R).
(¢) T : P3(R) — R? definida por T(p) = (p(1),p/(1),p(0)), para todo
p € P3(R).

Exercicio 3. Sejam V e W espacos vetoriais e T : V' — W uma transfor-
macao linear. Mostre que:
(a) se Z é um subespago de V', entdo a imagem direta de Z por T,
definida por:
T[Z)={T(v):ve Z}
é um subespaco de W;
(b) se Z é um subespago de W, entao a imagem inversa de Z por T,
definida por:

TZ) ={veV:T() e Z}
é um subespago de V.

Exercicio 4. Sejam V um espago vetorial e Sy, So subespagos de V. Se
dim(V) =5, dim(S1) = 3 e dim(S2) = 4, quais s@o os possiveis valores para
dim(51 N 52)7



2

Solucao do Exercicio 1. (a) Uma possivel base para a intersegao S N S
é {(0,0,1,3,2)} e uma possivel base para a soma S; + Sz é:

{(1,0,1,2,1),(-1,0,0,1,1),(1,1,2,2,1)}.

(b) Uma possivel base para a intersecao S; NSy é {(x — 1)} (z — 2)?} e a
soma S1 + Sy é igual a P4(R), de modo que uma possivel base para S + Sy
é {1,z 2% 23, 24},

(c) A intersecao S1 NSz é o espago nulo {0}, de modo que uma base para
S1 N S2 é o conjunto vazio; a soma S1 + Sy ¢ igual a M, (R), de modo que
uma possivel base para Sy + Sy é o conjunto {E;; : 4,5 = 1,...,n}, onde
Ei; € My(R) é a matriz que possui 1 na posicdo que estd na linha i e na
coluna j, e possui zero em todas as outras posicoes.

Solugao do Exercicio 2. (a) Uma possivel base para Ker(T) é {(1,1,—1)}
e uma possivel base para Im(T") é {(1,—1,0,1),(1,1,1,0)}.

(b) Uma possivel base para Ker(T') é {(Pl (1))} e uma possivel base para
() ¢ {(39). (24). (49)}-

(¢) Uma possivel base para Ker(T) é {(z — 1)*z} e Im(T) = R?, de modo
que uma possivel base para Im(T") é {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Solugao do Exercicio 3. (a) Se wi,ws € T[Z], entao existem vy, ve € Z
com wy = T'(v1), we = T(v2). Dal wy +wy =T'(v1) + T (v2) = T'(v1 + v2) e,
como vy +vg € Z, segue que wy +we € T[Z]. Se w € T[Z] e A € R, entao
existe v € Z com w = T'(v) e dai Aw = AT'(v) = T'(A\v); como \v € Z, segue
que \w € T[Z]. Finalmente, 0 = T'(0); como 0 € Z, segue que 0 € T'[Z].
(b) Se v1,ve € T7Y[Z], entdo T(v1) € Z, T(v3) € Z e

T(’Ul + ’02) = T(’Ul) + T(UQ) A

de modo que v1 + vy € T71Z]. Sev € T Z] e A € R, entdo T(v) € Z e
T(M) = MT'(v) € Z, de modo que v € T~![Z]. Finalmente, T(0) =0 € Z,
de modo que 0 € T~1[Z].



Solucao do Exercicio 4. Temos:
dim(S7 + S2) = dim(S;) + dim(S2) — dim(S1 N S2),
donde:
dim(S; NS2) =7 — dim(S7 + S2).
Como S; + S5 é um subespago de V' que contém Ss, segue que:
4 = dim(S2) < dim(S; + S2) < dim(V') = 5,

isto é, dim(S; + S2) = 4 ou dim(S; + S2) = 5. Logo dim(S; N S2) = 3 ou
dim(S7 N'Sy) = 2. Essas duas possibilidades podem de fato ocorrer: por
exemplo, se V = R®, {eq, ea, €3, €4, €5} denota a base candnica de R,

S1 = le1,e2,e3], S2=[e1,e2,e3,€4],

entdo S; N Sy = S, donde dim(S; N S2) = 3. Por outro lado, se
S1 = le1,e2,e5], Sz = [e1,e2,e€3,€4],

entao S1 N Sz = [e1, 2], de modo que dim(S; N Sa) = 2.



