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Exercicio 1. Seja A o conjunto dos pontos (z,y) € R? tais que 0 < z < 3
e y esteja entre 22 — 2x + 1 e —x? + 42 — 3.

(a) Escreva uma férmula para a drea do conjunto A usando integrais.

(b) Use a férmula que vocé escreveu no item (a) para calcular a drea do
conjunto A.

Exercicio 2. Seja A C R? o conjunto definido por:
A= {a:y eR?:0<z<T eO<y<sec x}
(a) Considere o sélido obtido pela rotagdo de A em torno do eixo z.
Escreva uma férmula para o volume desse sélido usando integrais.

(b) Use a férmula que vocé escreveu no item (a) para calcular o volume
do sélido em questao.

(c) Considere o sélido obtido pela rotacao de A em torno do eixo y.
Escreva uma férmula para o volume desse sélido usando integrais.

(d) Use a férmula que vocé escreveu no item (c) para calcular o volume
do sélido em questao.

Exercicio 3. Considere o conjunto:
S:{(x,y)€R2:1§x§e e lnxgygl}.

(a) Assumindo uma distribui¢do uniforme de massa sobre S, escreva
uma férmula usando integrais para as coordenadas (z¢, yco) do centro
de massa de S.

(b) Determine z¢ e y¢ usando as férmulas que vocé escreveu no item (a).
Exercicio 4. Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] — R fungoes tais que as
integrais de Riemann fab f(z)dze f:g(x) dz existam e tais que f(z) < g(x),
para todo z € [a,b]. Considere o conjunto

S={(@y) eR:a<z<be f(r) <y<g(z)}

e seja M > 0. Assumindo uma distribuicdo uniforme de massa sobre .S com
massa total M, entao o momento de inércia de S em relacao ao eixo y é

dado pelo integral
M
/ — f(= )) dz,

em que A denota a drea de S (que assumimos ser nao nula). Determine o
momento de inércia de S em relagdo ao eixo y para:

S:{(a;y)ERQ:Ongwe—senxgygsenx}.
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Exercicio 5. Calcule os limites abaixo.
X
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(a) lim — e dt;
z—0 X
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(b) lim/ sen(t?) dt;
0

1
(¢) lim — cos(t?) dt;
x—0 X —z

(d) lim e_$2/ e’ dt.
0

r—r+00
Exercicio 6. Decida em cada um dos itens abaixo se a integral impropria
dada é convergente ou divergente.
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Exercicio* 7. Seja f : [a,+00] — R uma funcao tal que a integral de
Riemann f; f(x) dz exista no sentido préprio, para todo u > a. Mostre que
se a integral de Riemann imprépria f;roo f(z)dz for convergente, entdo!:

lim /v f(z)dz =0.

u,v——+00

(Sugestao: [ f(z)dx = [7 f(z)dz — [ f(z)dz.)

LA reciproca dessa afirmacio também vale, isto ¢, se limuy, v 4 oo [ f(z)dz = 0, entao
a integral improépria f:oo f(x)dx serd convergente. A demonstracdo dessa reciproca é
mais complicada e usa algumas técnicas de andlise (a saber, o fato que toda sequéncia de
Cauchy de ntimeros reais é convergente).



Exercicio* 8. Mostre que para todo p > 0, a integral imprdpria
“+oo
/ 2P senx dx
0

nao é convergente. (Sugestao: verifique que para todo nimero natural k
vale que

(2k+1)m (2k+1)m
/ P senx dzr > (2k7r)p/ senx dx = 2(2k7)P
2km 2km

e use o resultado do Exercicio 7.)

Exercicio* 9. [teorema fundamental do cdlculo para primitiva continua que
falha num conjunto finito] Seja f : [a,b] — R uma fungao tal que a integral

de Riemann ff f(z) dz exista no sentido préprio.
(a) Suponha que F : [a,b] — R seja uma funcdo continua® tal que a
derivada F'(t) exista e seja igual a f(t), para todo t € |a, b[. Mostre
que ff f(z)dz = F(b) — F(a). (Sugestao: mostre que

b b—e
/f(x)dx: lim f(z)dx

e—0t ate
e depois use o Teorema Fundamental do Célculo para integrar f no
intervalo [a +&,b — ¢].)
(b) Suponha que F' : [a,b] — R seja uma fungao continua tal que a
derivada F'(t) exista e seja igual a f(t) para todo t € [a, b], exceto
possivelmente para ¢t num subconjunto finito de [a,b]. Mostre que

ff f(z)dz = F(b) — F(a). (Sugestao: escreva

a=ty<ti <---<tp=b
com os t; escolhidos de modo que F'(t) = f(t) parat & {to,t1,...,tx}
e use a igualdade fab flz)dz = Sk ftt;“ f(z) dz juntamente com
o resultado do item (a).)

2Essa hipétese é crucial! Por que?
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Exercicio* 10. Vamos agora generalizar o resultado do item (b) do Exer-
cicio 9 para integrais impréprias. Seja f : [a,0] — R uma funcao que
possua um nuimero finito de singularidades em [a, ] e tal que a integral de
Riemann fcd f(x)dz exista no sentido préprio para todo intervalo fechado
[c,d] C [a,b] que nao contenha singularidades de f. Seja F' : [a,b] — R
uma funcao continua tal que F’(t) exista e seja igual a f(¢) para todo t em
[a, b], exceto possivelmente para ¢t num subconjunto finito de [a,b]. Mostre
que a integral de Riemann imprépria f: f(x)dz é convergente e igual a
F(b) — F(a). (Sugestao: trate primeiro do caso em que s6 sao permitidas
singularidades de f nas extremidades de [a, b] usando um argumento similar
ao sugerido no item (a) do Exercicio 9. Para o caso geral, argumente de
modo similar ao sugerido no item (b) do Exercicio 9 tomando agora os t;
como sendo as singularidades de f.)



Respostas

Exercicio 1. (a) [y (20” — 62 +4) dz — [(22” — 6z + 4) dx
+f23(23;2 —6x+4)dz; (b) 3+3+5 =14

Exercicio 2. (a) f()% msec! zdz; (b) 37 (c) fO% 2 sec? x d;
(d) “—22 —7ln2.

Exercicio 3. (a) z¢c = 4 [[z(1 —Inz)dz e yo = & [ $(1 —In*z) dz,

2_
em que A = [[(1—Inz)dz; (b) zc = 4?6_3) eyo = ﬁ
Exercicio 4. I =4 Jo 22 senx da = Y (7?2 — 4), em que
A= [ 2senzdr=4.
Exercicio 5. (a) 1; (b) 3; (c) 2; (d) 0.

Exercicio 6. (a) convergente; (b) convergente; (c) divergente;

(d) convergente; (e) divergente; (f) convergente.



