Terceira Lista
MATO0311 — Calculo Diferencial e Integral V

Prof. Daniel Victor Tausk
24/08/2013

Recordemos algumas definicoes dadas em aula.

Definigao 1. Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto de M.
Dizemos que x € M é um ponto interior de A se existe r > 0 tal que
B(x,r) C A. O conjunto dos pontos interiores de A (chamado o interior de
A) é denotado por int(A). Dizemos que x € M é um ponto de aderéncia
de A se para todo r > 0 temos A N B(z,7) # 0. O conjunto dos pontos
de aderéncia de A (chamado o fecho de A) é denotado por A. Dizemos que
x € M é um ponto de fronteira de A se para todo r > 0 temos ANB(z,7) # ()
e A°NB(x,r) # 0 (onde A° = M \ A). O conjunto dos pontos de fronteira
de A (chamado a fronteira de A) é denotado por JA.

Definigao 2. Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto de M.
Dizemos que A é aberto se A C int(A), ou, equivalentemente, se int(4) = A
(j& que, obviamente, vale sempre que int(A) C A). Dizemos que A é fechado
se A C A, ou, equivalentemente, se A = A (ja que, obviamente, vale sempre
que A C A).
Vimos em aula que se (M, d) é um espago métrico e A C M entao:
(a) M é uniao dlsJunta de int(A), 0A e int(A°);
(b) 1nt(AC) Ae (int(A4))° = Ac;
(c) A=int(A) UOA;
(d) A é fechado se e somente se A° é aberto;
(e)
(f) para x € M, r > 0, a bola aberta B(x,r) é um conjunto aberto e a
bola fechada B[z, r] é um conjunto fechado;
(g) 0 e M sao abertos e fechados;

(h) a unido de uma familia arbitréria de abertos é aberta e a interse¢ao
de dois abertos é aberta;

A é aberto se e somente se A€ é fechado;

(i) a intersegdo de uma familia (ndo vazia) arbitraria de fechados é fe-
chada e a uniao de dois fechados é fechada;

(j) um subconjunto unitario (e, portanto, um subconjunto finito) de M
é fechado.
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Exercicio 1. Sejam (M, d) um espago métrico e A, B subconjuntos de M.
Mostre que:

(a) AC B = int(A) C int(B);

(b)y AcB= ACB.
Conclua que todo aberto contido em A estd contido em int(A) e que todo
fechado que contém A contém A.

Como corolario do resultado do Exercicio 1 e do fato que bolas abertas sao
abertas, obtivemos em aula que o interior de um conjunto A é sempre um
conjunto aberto (assim, o interior de A é o maior conjunto aberto contido
em A). Segue daf (levando em conta que o complementar de A é int(A°))
que o fecho de um conjunto A é sempre fechado (assim, o fecho de A é o
menor conjunto fechado que contém A).

Exercicio 2. Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que:
(a) se U C M é aberto e FF C M é fechado entao U \ F' é aberto e F'\ U
é fechado;
(b) para todos z € M, r > 0, a esfera:

S(z,r) = {y eM:d(y,x) = T} = Bz, r] \ B(z,r)
é um conjunto fechado;
) para todo A C M, 0A é fechado;
(d) para todo A C M, int(A) = A\ 04;
(e) para todo A C M, A= AU 0A;
(f) para todo A C M, A = AN As;
(g) para todo A C M, 0A = 0(A°).

Exercicio 3. Sejam (M,d) um espaco métrico e A C M. Mostre que A
é aberto se e somente se ANIJA = () e que A é fechado se e somente se
0A C A. Conclua que A é ao mesmo tempo aberto e fechado se e somente

se 0A = ).
Exercicio 4. Sejam (M, d) um espago métrico e A, B subconjuntos de M.
(a) Mostre que AUB = AU B.
(b) Mostre que AN B C AN B e dé exemplo, com M = R munido da
métrica usual, em que a igualdade nao vale.
(c) Mostre que int(A N B) = int(A) Nint(B).
(d) Mostre que int(A) Uint(B) C int(AU B) e dé exemplo, com M =R
munido da métrica usual, em que a igualdade nao vale.

(c
d

Exercicio 5. Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que se U C M é
aberto entdo QU tem interior vazio. Com M = R munido da métrica usual,
dé exemplo de um subconjunto A de M tal que A = M.

Exercicio 6. Seja (M,id) um espago métrico. Mostre que se U C M é
aberto entao U C int(U ) Dé exemplo, com M = R munido da métrica
usual, em que a igualdade nao vale.
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Definigao 3. Seja (M, d) um espago métrico. Uma vizinhanga de um ponto
x € M é um subconjunto V de M tal que x € int(V).

Exercicio 7. Sejam (M, d) um espago métrico, (z,)n>1 uma seqiiéncia em
M e x € M. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) z, — x;
(b) para toda vizinhanca V de z, existe ng > 1 tal que z,, € V para
todo n > ng;
(c) para todo aberto U com x € U, existe ng > 1 tal que x,, € U para
todo n > ng.
Exercicio 8. Sejam (M, d), (N, d') espago métricos, f : M — N uma fungio
e x € M. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) f é continua no ponto x;
(b) para toda vizinhanga V' C N de f(x), existe uma vizinhanga W C M
de z tal que f[W] C V;
(c) para todo aberto V' C N contendo f(z), existe um aberto W C M
contendo x tal que f[W] C V.



