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Exercicio 1. Sejam f : U — R? uma funcéo definida num subconjunto U
de R*, ¢ : V — R’ uma funcio definida num subconjunto V de R? que
contém a imagem de f e h=go f: U — R® a funcdo composta. Seja p um
ponto interior de U tal que f(p) seja um ponto interior de V. Suponha que
f seja diferencidvel no ponto p, que g seja diferencidvel no ponto f(p) e que
as matrizes Jacobianas de f e g nesses pontos sejam dadas por:

2 1 5

2 -1 0 4 1 3 =2
Jfp)=11 1 -2 3 e Jg(flp)=1-1 -1 0
-3 1 4 5 1 2 3

) 1 =3

(a) Determine a matriz Jacobiana de h no ponto p.

(b) Determine a derivada parcial na segunda varidvel da quarta fungao
coordenada de h no ponto p, isto é, calcule (02h4)(p).

(c) Determine a derivada parcial na terceira varidvel de h no ponto p,
isto é, calcule (93h)(p) .

(d) Determine o gradiente no ponto p da quinta fungdo coordenada da
funcao h.

(e) Determine a derivada direcional %(p), em que ¥ = (2,1,—1,4).

Exercicio 2. Seja f: R? — R? uma funcio diferencidvel e suponha que:

T ()

Considere as curvas parametrizadas v : R — R? e p : R — R? definidas por
() = (3, t—1,t+t%) e u(t) = f(cost,sent,e’)+(t24-1) f(t+1,t, 1> +2),
para todo t € R. Calcule /(1) e 1/(0).



2

Exercicio 3. Seja f : U — R* uma funcao diferencidvel num ponto p
que estd no interior de um subconjunto U de R3. Suponha que a matriz
Jacobiana de f no ponto p seja dada por:

1 21
0 1 1
Jf(p): -1 1 1
1 2 2

Determine quais sdo os vetores 7 € R? tais que g—é(p) = (6,4,3,9).

Exercicio 4. Sejam f : U — R"™ uma funcao definida num subconjunto U
de R™, g : V — RP uma funcao definida num subconjunto V' de R™ que
contém a imagem de f e seja h = gof. Suponha que z seja um ponto interior
de U, f(x) seja um ponto interior de V', f seja diferencidvel no ponto = e g
seja diferencidvel no ponto f(x). Verifique que

oh 0

O ) = Jo(f (@) o2 (@),

of

para todo v € R™, em que na férmula acima o vetor g&(z) € R"™ é escrito
como matriz coluna.

Nos préximos exercicios vocé pode usar livremente os seguintes fatos,
vistos em Calculo II:

(A) se duas fungoes a valores reais sao diferencidveis num ponto, entao
seu produto é diferencidvel nesse ponto.

(B) Se duas fungoes a valores reais sdo de classe C¥, entdo seu produto
é de classe C*.

(C) Sejam I C R, tp € I um ponto de acumulagaode I e f: I — R™ e
g : I — R"™ fungdes derivaveis no ponto tg. Se m = 1, entao a funcao
h: I — R" definida por

h(t) = f(t)g(t),

para todo t € I, é derivavel em t( e sua derivada é dada por:

W (to) = f'(to)g(to) + f(to)g'(to)-
Se m = n, entdo a funcao h : I — R definida por

h(t) = f(t) - g(t),

para todo t € I, é derivavel em g e sua derivada é dada por:

K (to) = f'(to) - g(to) + f(to) - g'(to)-
Se m =n = 3, entdo a funcdo h : I — R? definida por

h(t) = f(t) Ag(t),

para todo t € I, é derivavel em t( e sua derivada é dada por:

W (to) = f'(to) A g(to) + f(to) A g’ (to).
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Observagao. Note que, em todos os casos considerados no item (C) acima,
a funcao h é uma espécie de “produto” de f por g: no primeiro caso, o
“produto” é o produto de escalar por vetor; no segundo caso, o “produto”
¢é o produto escalar de vetores e no terceiro caso o “produto” é o produto
vetorial de vetores. Em todos os casos, segue que h é derivavel no ponto tg
e que sua derivada é dada por uma “regra do produto” do tipo “derivada da
primeira pela segunda mais a primeira pela derivada da segunda”. O que
hé de comum a todos esses “produtos” que faz essa regra valer? A resposta
¢é que todos eles sao operacgoes bilineares. Uma fungao B : R™ x R" — RP
¢é dita bilinear quando for linear separadamente em cada uma de suas duas
variaveis, isto é, quando

B(vi +v2,w) = B(v1,w) + B(va,w) e B(Av,w)= AB(v,w)
para todos vi,ve,v € R, weR", A€ Re
B(v,w; +wy) = B(v,w1) + B(v,w2) e B(v,\w) = AB(v,w)

para todos v € R™, wy,ws,w € R™ e A € R. Nas condigoes do item (C),
vale que se B é bilinear e definimos h por

h(t) = B(f(t),9(t)),
para todo t € I, entao h é derivavel em ¢ e vale a regra do produto:
W' (to) = B(f'(t0), g(t0)) + B(f(to),g'(to))-
Outro exemplo importante de operacao bilinear é a multiplicacdo de ma-

trizes. Os resultados que aparecem nos exercicios subsequentes podem ser
generalizados para quaisquer operacoes bilineares.
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Exercicio 5. Sejam f : U — R e g : U — R" fungbes definidas num
subconjunto U de R™ e seja pg um ponto interior de U. Suponha que f e g
sejam diferencidveis no ponto pg. Considere a fungao h : U — R" definida
por

para todo p € U.
(a) Verifique que h é diferenciavel no ponto po.
(b) Verifique que se f e g sdo de classe C*, entdo h é de classe C*.
(c) Verifique que
oh of dg
75 P0) = 5=(Po)g(po) + f(po) 5=

para todo vetor ¥ € R™.

(o),

(d) Verifique que

Jh(po) = g(po)J f(po) + f(po)Jg(po),

em que na férmula acima o vetor g(pg) € R™ deve ser escrito como
uma matriz coluna. Note que se n = 1, entao essa igualdade se reduz
a férmula:

Vh(po) = g(po)V f(po) + f(po)Vg(po)-
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Exercicio 6. Sejam f : U — R" e g : U — R” fungoes definidas num
subconjunto U de R™ e seja pg um ponto interior de U. Suponha que f e
g sejam diferencidaveis no ponto py. Considere a funcao h : U — R definida
por

para todo p € U.
a) Verifique que h é diferencidvel no ponto pg.
Verifi h é dif idvel
erifique que se f e g sdo de classe C”, entdo h é de classe C”.
b) Verifi f ao de cl ck do h é de cl Cc*
(c) Verifique que
oh of dg
35 P0) = 5=(p0) - 9(po) + f(po) - 5=(po),
para todo vetor ¥ € R™.
(d*) Verifique que

Jh(po) = g(po)*J f(po) + f(po)'T9(po),

em que na férmula acima os vetores f(pg) € R™ e g(pg) € R"™ devem
ser escritos como matrizes coluna (de modo que as matrizes trans-
postas f(po)® e g(po)® sao matrizes linha). Tomando a transposicao
dos dois lados dessa igualdade, conclua que se o vetor gradiente
Vh(pg) € R™ for escrito como matriz coluna, entao:

Vh(po) = J f(po)'9(po) + J9(po)" f (po)-

Exercicio 7. Sejam f : U — R?® e g : U — R? funcdes definidas num
subconjunto U de R™ e seja pp um ponto interior de U. Suponha que f e g
sejam diferencidveis no ponto py. Considere a funcio h : U — R? definida
por

h(p) = f(p) A g(p),

para todo p € U.
(a) Verifique que h é diferencidvel no ponto po.
(b) Verifique que se f e g sdo de classe C*, entdo h é de classe CF.
(c) Verifique que
oh _of dg
75 P0) = 5= (o) Agpo) + f(po) A 5= (po),

para todo vetor ¥ € R™.
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Exercicio* 8. Dado um vetor ¥ € R3, verifique que a funcdo T : R?® — R?
definida por

T(wW) =¥ A,
para todo @ € R3, é linear. Se €y denota a matriz que representa T,
verifique que

0 —vU3 (%)
Qg = U3 0 —v1 |,
—V9 (%1 0

em que U = (v1,v2,v3). (Observagao: essa matriz ji apareceu no Exercicio 3
da jsexta lista/ de Célculo II. O contexto ali era velocidade angular vetorial
de um referencial ortonormal mével.)

Exercicio* 9. Sob as condig¢oes do Exercicio |7} verifique que
Jh(po) = —Qg(po) J f(po) + Q(po) J9(po),

em que, para todo ¥ € R3, a matriz Qg é definida como no Exercicio


https://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista6-MAT0121-2018.pdf

Sugestoes

Exercicio (a) Uma funcao é diferencidavel num ponto se, e somente
se, cada uma de suas fungoes coordenadas for diferenciavel nesse ponto. Use
isso e o fato (A) da pégina

(b) Uma fungdo é de classe C* se, e somente se, cada uma de suas funcoes
coordenadas for de classe C*. Use isso e o fato (B) da pagina

(c) Se 7(t) = po + tU, entdo

o) = (h07)(©0), o) = (01Y0) e Zp) = (507 (0).
Use isso e o fato (C) da pégina [2[ com as fungdes ho~, fovy e go~ no lugar
de h, feg.

(d) Note que:

Th(po)d = G(m0) = SE(po)g(po) -+ po) g

= g(po) (Jf(po)?) + f(po)(Jg(po)?)
= (g(po)J f(po) + f(po) Jg(po))7.

Exercicio [6} Para os itens (a), (b) e (c), use as mesmas sugestoes dos
itens correspondentes do Exercicio |5l Para o item (d), note que:

Th(po) = To0) = 92 (o) - o) + F(po) - 92(po)

( 0) - (Jf(p0)@) + f(po) - (Jg(po)?)
= 9(po)* (Jf(po)?) + f(p0)* (Jg(po)?)
= (g(po) Jf(po) + f(po)* Jg(po))7.

Exercicio [7} Use as mesmas sugestoes dos itens correspondentes do
Exercicio Bl

Exercicio [9] Note que:

Oh

Th(w0)7 = 2(0) = 2L () 7 glo0) + 00) 1 22 p)

a7 9v
= —g(po) A (T£(p0)F) + f(po) A (J9(po)?)

= (= Qo) . (P0) + Qs(py) J9(p0)) 7.



Respostas

Exercicio 1. (a) A matriz Jh(p) é igual a:

-10 4 18 36
1 0 -14 3
-3 0 2 =7
-5 4 8 25
20 -7 —-14 8

b)

—~
~—

O2h4)(p) =
¢) (83h)(p) = (18 —14,2,8,—14).
d) (Vhs)(p) = (20,—7,—14,8).

e) 2&(p) = (110,48, 36,86, 79).

—

Q

Exercicio [2| /(1) = (16,11) e 1/(0) = (3,2).

Exercicio [3. A tnica solugao é 7= (1,1, 3).



