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Exercicio 1. Sejam X um conjunto munido de uma relagao de ordem total
e A, B subconjuntos de X tais que A C B. Mostre que se A e B admitem
supremo entao:

sup A <sup B,
e que se A e B admitem infimo ent&o:

inf A > inf B.

Exercicio 2. Sejam X um conjunto nao vazioe f: X - R, g: X - R
fungoes cujas imagens sejam limitadas superiormente. Mostre que:

sup {f(z)+g(z):z € X} <sup{f(z):z€ X} +sup{g(z):ze€ X}
Encontre um exemplo em que a desigualdade seja estrita. Note que, de
acordo com o resultado do Exercicio 5 da lista 2, vale que:

sup{f(z)+g(y):v€X, ye X} =sup{f(z):z € X}
+sup {g(z) 1z € X}.

Exercicio 3. Seja K um corpo ordenado arquimediano e sejam a,b € K
com a < b. Mostre que existe um nimero raciona]E] q tal que a < g < b.
(Sugestao: trate primeiro o caso em que a > 0.)

1Mais precisamente, ¢ deve pertencer a cépia de Q contida em K.
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Exercicio 4. Sejam A um conjunto e f : A — A uma funcdo. Para cada
nimero natural n, a n-ésima iterada de f, denotada por f(™ : A — A, é
a funcao obtida pela composi¢ao de f com si mesma n vezes; mais precisa-
mente, a seqiiéncia (f),cn é definida recursivamente da seguinte forma:

JO=1da, [V =fo ™, neN.

Suponha que a funcdo f : A — A seja injetora e seja B um subconjunto de
A que contenha a imagem de f. Defina:

+oo
c=Jr™ui\ B,

n=0
e h: A— A fazendo:
h(z) = f(z), parazeC, h(z) =z, paraze A\C.

Mostre que:

(a) f(C)=BnNC;

(b) a fungao h é injetora;

(c) A\ C = B\ C;

(d) a imagem de h é igual a B.

Exercicio 5. Sejam A, B conjuntos e suponha que existam uma fungao
injetora F' : A — B e uma funcdo injetora G : B — A. Mostre que
existe uma fungao bijetora H : A — B. (Sugestao: aplique o resultado do
Exercicio 4| com f = G o F e com G(B) no lugar de B.) Esse resultado
¢é conhecido como teorema de Cantor—Bernstein ou teorema de Schroder—
Bernstein.



