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Exercicio 1. Mostre que uma colecao de conjuntos fechada por diferencas
também é fechada por intersecoes finitas. Conclua que uma colegao de con-
juntos nao vazia fechada por diferencas é um semi-anel.

Exercicio 2. Seja R um anel e seja u : R — [0,+00] uma medida finita-
mente aditiva. Mostre que

W(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B),
para quaisquer A, B € R.

Definigao. Dados conjuntos A e B, a sua diferenca simétrica é definida
por:
AANAB=(A\B)U(B\A).

Exercicio 3. Seja R um anel e seja p : R — [0, +00] uma medida finita-
mente aditiva.

(a) Mostre que se A,B € R e u(A\ B) =0, entao u(A) < u(B).

(b) Mostre que se A,B € R e u(AA B) =0, entao u(A) = u(B).

(c) Defina d: R x R — [0,400] fazendo

d(A,B) = w(A A B),

para quaisquer A, B € R. Mostre que d satisfaz as seguintes condi-
coes:
(i) d(A, A) =0, para todo A € R;
(ii) d(A,B) =d(B, A), para todos A, B € R;
(iii) d(A,C) < (A B) +d(B,C), para todos A, B,C € R.
e se

Conclua qu u € finita, entao d é uma pseudo métrica.
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Exercicio 4 (continuagao do Exercicio 7 da primeira lista). Sejam X e Y
conjuntos e seja f : X — Y uma funcdo. Defina f* : p(Y) — o(X) como
no Exercicio 7 da primeira lista. Dada uma colecao C de subconjuntos de
X, podemos considerar a imagem inversa de C por f*, isto é:

()7 ={AcpY): fHAlec}.

(a) Mostre que se C C p(X) é um anel (resp., o-anel, dlgebra de partes
de X, o-algebra de partes de X), entdao (f*)~![C] é um anel (resp.,
o-anel, dlgebra de partes de Y, o-dlgebra de partes de Y').

(b) Se D é uma colegao de subconjuntos de Y, mostre que a imagem
direta por f* do anel (resp., o-anel, dlgebra de partes de Y, o-
algebra de partes de Y') gerado(a) por D, coincide com o anel (resp.,
o-anel, algebra de partes de X, o-dlgebra de partes de X) gerado(a)
por f*[D].

(c) Dados subconjuntos A e B de Y, mostre que f*(A) = f*(B) se, e
somente se, a diferenga simétrica A A B é disjunta da imagem da
fungao f.

(d) Se R é um anel contido em p(Y) e p: R — [0, +00] é uma medida
finitamente aditiva, mostre que existe uma (automaticamente tnica)
fungao v : f*[R] — [0, +00] tal que v o f*|gr = u se, e somente se, 4
se anula em qualquer elemento de R que seja disjunto da imagem de
f. Mostre que essa funcao v, se existir, serd uma medida finitamente
aditiva e serd o-aditiva se u for o-aditiva e R for um o-anel.

(e) Se X é um subconjunto de Y e f : X — Y é a aplicagao inclusao,
quem é f*? Enuncie os resultados dos itens (b), (c) e (d) acima no
contexto em que f é a aplicacao inclusao.

Definigao. Uma relagao de ordem parcial em um conjunto X é uma relagao
bindria < em X tal que x < x, para todo = € X (propriedade reflexiva), tal
que z < y e y < z implicam x = y, para todos =,y € X (propriedade anti-
simétrica) e tal que x < y e y < z implicam x < z, para todos z,y,z € X
(propriedade transitiva). Uma relagao de ordem total é uma relacdo de
ordem parcial < tal que z < y ou y < z, para todos x,y € X. Escrevemos
z<yquando z <yex #y.
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Exercicio 5. Seja < uma relacao de ordem total em um conjunto nao vazio
X. Dados a,b € X, definimos:

]a,b]X:{meX:a<xex§b}.
(a) Dados a,b € X, mostre que |a, b]X # () se, e somente se, a < b.
(b) Mostre que
S = {]a,b]X ca,be X, a< b}
é um semi-anel.

(¢) Dados a,b,c,d € X com a < b e ¢ < d, mostre que
le,d]* Cla,b]® <= a<ced<b

e que:
Je,d]* =]a, b <= a=ced=b.

(d) Sejam a,b € X, a;,b; € X, i = 1,2,...,n. Suponha que a < b,

a; <bj,i=1,2,...,n,quea; <ajr1,1=1,2,....,n—1e que
n
(1) Ja,b]* = | J]as, bi]™*
i=1
com a uniao em disjunta. Mostre que b; = a;11,7=1,2,...,n—1

equea; =aeb, =0>.

(e) Seja F': X — R uma funcao crescente (i.e., para todos z,y € X, se
x <y, entao F(z) < F(y)). Defina ur : S — [0, +00[ fazendo

pr(Ja, b)) = F(b) — F(a),
para todos a,b € X com a < b. Mostre que urp é uma medida
finitamente aditiva.

(f) Dadas fungdes crescentes F' : X — R, G : X — R, mostre que
LF = WG se, e somente se, a funcao F' — G é constante.

(g) Mostre que para qualquer medida finitamente aditiva finita g em S,
existe uma fungao crescente F': X — R tal que pu = up.

(h) Se X = R munido da ordem usual e F' : X — R é uma fungao
crescente, mostre que pp é o-aditiva se, e somente se, a fungao F' é
continua a direita.

Exercicio 6. Seja X = Q munido da ordem usual e considere a medida
finitamente aditiva p = pp : S — [0, +-00[ definida como no Exercicio |5, em
que F': Q — R é a aplicagao inclusao.
(a) Mostre que se (A,)n>1 ¢ uma sequéncia em S com A4, N\, ), entao
limn_>+oo ,uF(An) = 0.
(b) Mostre que pp nao é o-aditiva.
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Exercicio 7. Sejam S um semi-anel, y : § — [0,+0c] uma medida o-
aditiva, A o o-anel gerado por S, H o oc-anel hereditario gerado por S
(i.e., a cole¢ao dos conjuntos que podem ser cobertos por uma quantidade
enumeravel de elementos de S) e p* : H — [0, +00] a medida exterior deter-
minada por y (ie., para A € H, p*(A) é o infimo das somas Y -, u(A,),
em que (Ap)n>1 é uma cobertura enumeravel de A por elementos de S).
Denote por 9 o g-anel formado pelos conjuntos p*-mensuraveis.
(a) Para todo A € H, mostre que existe £ € A tal que A C E e
i (A) = 1 ().
(b) Para todo A € M com p*(A) < +oo, mostre que existe £ € A tal
que ACEepu (E\A) =0.
(c) Para todo A € M com p*(A) < 400, mostre que existe F' € A tal
que FFC Ae p*(A\ F) =0. (Sugestao: tome E como no item (b)
e depois aplique novamente o resultado do item (b) para o conjunto

E\ A)

Exercicio 8. Sejam X um conjunto e A uma o-dlgebra de partes de X.
Dado S C X, denote por A[S] a o-dlgebra de partes de X gerada por
AU{S}.
(a) Mostre que A[S] ¢ igual a:
{(Al N S) U (Ag N SC) A, Ag € A},
em que S¢= X\ S.
(b) Sejam p; : A — [0,+00], p2 : A — [0, +00] medidas o-aditivas.
Suponha que py se anule em qualquer elemento de A disjunto de S
e que o se anule em qualquer elemento de A contido em S. Mostre
que existe uma (automaticamente unica) fungao v : A[S] — [0, +o0]
tal que

(2) V(A1 NS) U (A2 115%)) = p(Ar) + pa( o),
para quaisquer Aq, As € A. Mostre que v é uma medida o-aditiva.
(c) Seja = A — [0, +00] uma medida o-aditiva e suponha que p(A)
seja finito, para todo A € A contido em S. Seja:
c=sup{pu(d): Ac A AcCS}.
Mostre que ¢ < +00 e que existe E € Acom E C S e u(E) = c.
Definindo ;1 : A — [0, +00[ € p2 : A — [0, 400] por
i(A) = (AN E),  pa(A) = p(A) = (A),
para todo A € A, mostre que 1 e us sdo medidas o-aditivas satisfa-

zendo as condigoes que aparecem no item (b). Mostre também que
v definida em ([2) é uma medida o-aditiva em A[S] que estende .



