Lista de Exercicios
MAT5798 — Medida e Integragao
11/06,/2006

1. Sejam (X, A, ), (X', A, it') espagos de medida e sejam fi : A — [0, +00],
w A" — [0, +00] os completamentos das medidas u e ', respectivamente.
Se ¢ : (X, A) — (X', A') é uma fungdo mensurdvel tal que pu(¢~(E)) =0,
para todo E € A’ com p/(E) = 0, mostre que a fungao:

¢: (X,j) - (Xl,W)

também é mensuravel.

2. Sejam (X, A, ), (X', A, ') espagos de medida. Dizemos que uma fungao
¢ X — X' preserva medidas se ¢ é mensuravel e se ¢, = i/, i.e., se:

n(o~H(B)) = 1/(E),
para todo E € A’. Denote por ji : A — [0,+], ¢/ : A — [0,+0cq] os
completamentos das medidas p e i/, respectivamente. Se:
¢ (X, A 1) — (XA 1)
é uma funcao que preserva medidas, mostre que a funcao:
¢+ (X, A i) — (X, A, 1)

também preserva medidas.

3. Dados A C R"”, x € R", denote por A+ x a translacdo de A definida por
A+z={p+z:pec A}. Sem: M(R") — [0,+oc] denota a medida de
Lebesgue, mostre que para todo conjunto A € M(R") e para todo x € R"
temos A+ 2 € M(R") e m(A+ z) = m(A) (sugestao: use o resultado do
Exercicio 2 e o fato que uma medida em B(R™) que coincide com m nos
blocos retangulares deve coincidir com m em todos os Boreleanos).

4. Sejao: {1,...,n} — {1,...,n} uma fungio bijetora e considere a funcao
o :R™ — R"™ definida por:

G(T1,. 00y Tn) = (xa(l)v e >xa(m))7

para todo (x1,...,2,) € R". Se m: M(R") — [0, 400] denota a medida de
Lebesgue, mostre que para todo conjunto A € M(R") temos 5(A) € M(R")
em(5(A)) =m(A).
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5. Sejam c¢1,...,c, € R nimeros reais e considere a fungao ¢ : R* — R"
definida por:

o(z1,...,zn) = (121, ..., CnTy),
para todo (x1,...,2,) € R". Se m: M(R") — [0, 400] denota a medida de
Lebesgue, mostre que para todo A € M(R"™) temos ¢(A) € M(R") e:

m(gb(A)) =le1 - cnm(A).

6. Seja (X, A, u) um espago de medida tal que a medida p é o-finita. Se
(A;)icr é uma familia de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos, mostre
que o conjunto:

{iel:pn(A) >0}

é enumeravel.

7. Sejam I C R um intervalo e ¢ : I — R uma funcao derivavel cuja derivada
¢’ : I — R é crescente.

(a) Mostre que:
o(t) = ¢(to) + ¢'(to)(t — to),
para todos tg,t € 1.

(b) Uma fungdo L : R — R é dita afim se existem a,b € R tais que
L(t) = at + b, para todo ¢t € R. Mostre que existe uma familia £ de
funcoes afins L : R — R tal que:

P(t) = sup L(t),

para todo t € 1.

(¢) (desigualdade de Jensen) Se (X, A, ) é um espago de medida com
w(X)=1ese f: X - R é uma fungao integravel com f(X) C I,
mostre que |  fdp € I, que a funcao ¢ o f é quase integrdvel e que:

¢(/deu)§/x¢0fdu-
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8. Sejam f: R"™ — R, g : R™ — R funcbes mensuraveis, onde R™ é munido
da o-édlgebra M(RR™) de conjuntos Lebesgue mensurdveis e R é munido da
o-dlgebra de Borel B(R).

(a) Mostre que a fungdo R" x R" 3 (z,y) — = —y € R"™ é mensurdvel
se R" x R® = R?" e R™ sao munidos respectivamente das o-algebras
M(R?*) e M(R™) (sugestdo: use o resultado do Exercicio 1).

(b) Mostre que a funcao R™ x R" 3 (z,y) — f(x —y)g(y) € R é men-
surdvel, onde R” x R" 22 R?" ¢ munido da o-4lgebra M(R?*") e R é
munido da o-dlgebra B(R).

(c) Se o espago mensurdvel (R", M(R™)) é munido da medida de Le-
besgue m e se as fungoes f, g s@o integraveis, mostre que para quase
todo x € R™ a funcao:

(1) R" >y — f(z —y)g(y) € R
é integravel. Se:
X = {z € R" : a funcdo (1) ¢ integrdvel }

mostre que a func¢ao f*¢g: R™ — R definida por (f * g)(x) = 0 para
todo z € R™ \ X e por:

(2) (f*g)(z) = X f@ —y)g(y) dm(y),
para todo z € X é integravel e que:

1+ gl < [1fllgll,
onde || -||; denota a norma do espago de Banach L' (R", M(R"), m).
(sugestao: use o Teorema de Tonelli).

A fungao f * g definida no item (c) é chamada a convolugdo de f com g.

(d) Mostre que a operagao bindria:
L'(R", M(R"),m) x L' (R", M(R"),m) — L' (R", M(R"), m)
(f;9) — fxyg
é (bem-definida e) associativa, comutativa e bilinear.

(e) Se f é limitada e g é integravel, mostre que a fungao (1) é integravel
para todo z € R"; se f é de classe C* (0 < k < +00) e possui todas
as derivadas parciais até ordem k limitadas, mostre que funcao f x g
definida por (2) para todo x € R™ é também de classe C*.

9. Seja I : R — R uma funcio crescente de classe C! e denote por pr a
tinica medida de Borel em R tal que pp(]a,b]) = F(b) — F(a), para todos
a,b € R com a <b. Sem: B(R) — [0, +00] denota a medida de Lebesgue,
mostre que ur < m e determine a derivada de Radon—Nikodym i{%.
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10. Seja (X,.A) um espago mensuravel e sejam g, v medidas definidas na
o-algebra A. Mostre que as seguintes condicbes sdo equivalentes:

(i) existem medidas v, e V5 definidas em A de modo que v = v, + v,
Vac < e vs L g

(ii) existe A € A com p(A) = 0 tal que para todo B € A com BNA =)
e u(B) = 0 temos que v(B) = 0.

11. (generalizacao do Teorema de decomposi¢io de Lebesgue) Seja (X, .A)
um espago mensurdvel e sejam pu, v medidas definidas na o-dlgebra A; su-
ponha que a medida v é o-finita. Mostre que a condicao (i) que aparece no
enunciado do Exercicio 10 é satisfeita (sugestao: supondo por absurdo que a
condicao nao é satisfeita, mostre usando recursao transfinita que existe uma
familia (Aq)aer, de conjuntos mensurdveis dois a dois disjuntos indexada
no cardinal X; de modo que pu(Ay) = 0 e v(A,) > 0, para todo a € Ry;
obtenha uma contradigdo usando o resultado do Exercicio 6).



