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Exercicio 1. Seja M, (R) o espaco vetorial das matrizes reais n x n. Mostre
que existem vizinhangas abertas U, V' da matriz identidade em M, (R) tais
que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:
(i) para qualquer A € U, temos A% € V;
(ii) para qualquer B € V, existe uma tinica matriz A € U tal que A2 é
igual a B;
(iii) a fungdo ¢ : V' — U que associa a cada B € V a tinica matriz A € U
tal que A2 = B é de classe C™.

Determine d¢(I) : M,(R) — M,(R), onde I € M,(R) denota a matriz
identidade.

Exercicio 2. Considere a funcao f: R? x R? — R? definida por:
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para todos = = (x1,22) e y = (y1,y2) em R2.

(a) Determine a matriz que representa a transformacao linear
9,£(0,0) : R? — R?

na base canodnica.

(b) Mostre que existem vizinhancas abertas U; e Us da origem em R? e
uma funcao ¢ : Uy — Us de classe C*° tais que, para todos x € Uy,
y € Us, vale que:

flz,y) = (2,0) <=y = ¢(a).
Determine a matriz Jacobiana de ¢ no ponto 0.

Definigao 1. Se M é um espago métrico e f : M — R é uma funcao,
dizemos que um ponto x € M é um ponto de mdzximo local (resp., minimo
local) de f se existe uma vizinhanga V de x em M tal que f(y) < f(x)

(resp., f(y) > f(x)), para todo y € V.

Exercicio 3. Sejam U C R™ e f : U — R uma funcao diferenciavel num
ponto z interior a U. Mostre que se x é um ponto de maximo ou de minimo
local de f entdo df(x) = 0. (Sugestao: para v € R™, considere a funcao
g(t) = f(x + tv), definida para ¢t numa vizinhanca da origem em R.)

1



2

Exercicio 4. Seja f : U — R” uma funcdo de classe C* (1 <k < o)
definida num subconjunto aberto U de R™ x R™. Seja (x¢,y0) € U. Assuma
que Oy f(xo,y0) : R — R" seja um isomorfismo. Seja v € R™ x R™ um
elemento do nicleo da transformagao linear df(zg,y0) : R™ x R" — R™.
Mostre que existem € > 0 e uma aplicacdo v : |—¢,e[ — U de classe C* tal
que (0) = (z0,y0), 7' (0) = v e tal que f o~ seja constante. (Sugestao: seja
¢ = f(xo,yo) e use o Teorema da Funcao Implicita para obter uma fungao
tal que ¥ (zg) = yo e f(x, LZJ(&:)) = ¢, para todo z no dominio de 1. Escreva
v = (v1,v2) e defina v(t) = (zo + tv1, Y (zo + tvr)).)

Exercicio* 5. Seja ' : U — R™ uma funcdo de classe C* (1 < k < o0)
definida num subconjunto aberto U de R? e seja zp € U um ponto tal que
dF(zp) : RP — R"™ seja sobrejetora. Se w € RP é um elemento do nicleo de
dF(zp), mostre que existem £ > 0 e uma aplicagao u : |—¢,e[ — U de classe
C* tal que u(0) = 2, ¢//(0) = w e tal que F o i seja constante. (Sugestio:
mostre primeiro que existe um isomorfismo 7' : R™ x R"™ — R? tal que
T[]Rm X {0}] seja igual ao nicleo de dF'(zp), onde m = p — n. Aplique o
resultado do Exercicio 4 com f = FoT, (x9,y0) = T (20) e v = T~} (w),
obtendo v. Defina =T 0 7.)

Exercicio* 6 (método dos multiplicadores de Lagrange). Sejam U C RP
um aberto, F': U — R™ uma funcéo de classe C! e g : U — R uma funcao.
Seja zp € U um ponto tal que dF'(zp) : RP — R™ seja sobrejetora e seja
¢ = F(zp). Suponha que g seja diferencidvel no ponto zy e que zy seja um
ponto de maximo ou minimo local da restricio de g a F~*(c).

(a) Mostre que o funcional linear dg(zp) : R? — R se anula em qualquer
vetor w € RP pertencente ao nicleo de dF'(zp). (Sugestao: obtenha
p como no Exercicio 5 e considere a fungao g o p.)

(b) Recordando que a imagem da aplicagdo transpostal dF'(zg)* é preci-
samente o anulador do nicleo de dF(zp), conclua que existe A € R™*
tal que dg(z9) = dF'(z0)* - \.

(c) Se (A1 --- Ap) denota a matriz que representa o funcional linear
A:R™ — R na base canonica, mostre que:

dg(z0) = dF(20)" - A <= Vg(20) = > _ MV Fi(20),
=1

onde Vu denota o gradiente de uma aplicagdo u e Fy, ¢ = 1,...,n,
denotam as fungoes coordenadas de F'.

1ge Fh, E2 sao espagos vetoriais e T : Fh4 — F» é uma transformacao linear entao a sua
aplicagao transposta T* : E5 — E7 é definida por T* () = a0 T, para todo o € E5. Se
E,, E> estdao munidos de bases e os espagos duais E7, E5 estdo munidos das respectivas
bases duais, entdo a matriz que representa T é precisamente a transposta da matriz que
representa 7.



