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Exerćıcio 1. Considere a superf́ıcie parametrizada σ : R2 → R3 definida
por

σ(x, y) = (x, y, x2y),

para todo (x, y) ∈ R2 e seja γ uma parametrização da fronteira do retângulo
[0, 1]×[0, 2] que dá uma única volta no retângulo e tal que o segmento ligando
os vértices (0, 0) e (1, 0) seja percorrido no sentido do ponto (0, 0) para o
ponto (1, 0). Se µ = σ ◦ γ, use o Teorema de Stokes para calcular a integral

de linha
∫
µ
~F · d~r, em que ~F : R3 → R3 é o campo vetorial cujas funções

coordenadas F1, F2 e F3 são definidas por

F1(x, y, z) = z + ex sen y cos z,

F2(x, y, z) = x+ ex cos y cos z,

F3(x, y, z) = y − ex sen y sen z,

para todo (x, y, z) ∈ R3.

Exerćıcio 2. Considere o cilindro

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1
}

e os arcos de ćırculo C1 e C2 em S dados por:

C1 =
{

(x, y, z) ∈ S : z = 1, x ≥ 0 e y ≥ 0
}
,

C2 =
{

(x, y, z) ∈ S : z = 3, x ≥ 0 e y ≥ 0
}
.

Seja γ a curva parametrizada obtida pela concatenação de uma parame-
trização de C1 no sentido do ponto (0, 1, 1) para o ponto (1, 0, 1), com uma
parametrização do segmento de reta que começa no ponto (1, 0, 1) e ter-
mina no ponto (1, 0, 3), com uma parametrização de C2 no sentido do ponto
(1, 0, 3) para o ponto (0, 1, 3), com uma parametrização do segmento de reta
que começa no ponto (0, 1, 3) e termina no ponto (0, 1, 1). Use o Teorema

de Stokes para calcular a integral de linha
∫
γ
~F · d~r, em que ~F : R3 → R3 é

o campo vetorial cujas funções coordenadas F1, F2 e F3 são definidas por

F1(x, y, z) = z2 + yz cos(xyz),

F2(x, y, z) = y2 + xz cos(xyz),

F3(x, y, z) = x2 + xy cos(xyz),

para todo (x, y, z) ∈ R3.
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Exerćıcio 3. Seja S a esfera em R3 de centro na origem e raio 1 e considere
os arcos de grande ćırculo C1, C2 e C3 em S dados por:

C1 =
{

(x, y, z) ∈ S : x = 0, y ≥ 0 e z ≥ 0
}
,

C2 =
{

(x, y, z) ∈ S : x ≥ 0, y ≥ 0 e z = 0
}
,

C3 =
{

(x, y, z) ∈ S : x ≥ 0, y = 0 e z ≥ 0
}
.

Seja γ a curva parametrizada obtida pela concatenação de uma parame-
trização de C1 no sentido do ponto (0, 0, 1) para o ponto (0, 1, 0), com uma
parametrização de C2 no sentido do ponto (0, 1, 0) para o ponto (1, 0, 0),
com uma parametrização de C3 no sentido do ponto (1, 0, 0) para o ponto

(0, 0, 1). Use o Teorema de Stokes para calcular a integral de linha
∫
γ
~F ·d~r,

em que ~F : R3 → R3 é o campo vetorial cujas funções coordenadas F1, F2

e F3 são definidas por

F1(x, y, z) = y + x2 cos(x3 + y3 + z3),

F2(x, y, z) = z + y2 cos(x3 + y3 + z3),

F3(x, y, z) = x2 + z2 cos(x3 + y3 + z3),

para todo (x, y, z) ∈ R3.

Exerćıcio 4. Considere o cubo C = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] e o campo vetorial
~F : R3 → R3 definido por

~F (x, y, z) =
(
xyz + cos(y2 + z), y2 + exz, z − sen(x3 + y3)

)
,

para todo (x, y, z) ∈ R3. Se S denota a fronteira do cubo C, use o Teorema

de Gauss para calcular o fluxo
∫
S
~F · ~ndA, em que ~n é a normal unitária

para S que aponta para fora do cubo.

Exerćıcio 5. Considere o pedaço de parabolóide

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2 e x2 + y2 ≤ 4
}

e o campo vetorial ~F : R3 → R3 definido por

~F (x, y, z) =
(
xy − y sen(z2), x3 + z3, z2

)
,

para todo (x, y, z) ∈ R3. Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo∫
S
~F ·~ndA, em que ~n é a normal unitária para S tal que ~n(0, 0, 0) = (0, 0, 1).

Exerćıcio 6. Considere a semiesfera

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 e z ≥ 0
}

e o campo vetorial ~F : R3 → R3 definido por

~F (x, y, z) = (x2 − e(y2+z2), x2e(z3), x2z2),
para todo (x, y, z) ∈ R3. Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo∫
S
~F ·~ndA, em que ~n é a normal unitária para S tal que ~n(0, 0, 1) = (0, 0, 1).
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Respostas

Exerćıcio 1. Como γ é uma curva fechada simples que parametriza a
fronteira de D = ]0, 1[× ]0, 2[ no sentido positivo em relação a D, temos que
o Teorema de Stokes nos dá∫

µ

~F · d~r =

∫
σ◦γ

~F · d~r =

∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA,

em que ~n é a normal unitária canonicamente associada à parametrização σ.

O rotacional de ~F é dado por

(~∇∧ ~F )(x, y, z) = (1, 1, 1),

para todo (x, y, z) ∈ R3 e o seu fluxo em σ|D é igual a:∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA =

∫ 1

0

(∫ 2

0
(1− x2 − 2xy) dy

)
dx = −2

3
.

Assim: ∫
µ

~F · d~r = −2

3
.

Exerćıcio 2. Consideramos a superf́ıcie parametrizada σ : R2 → R3

definida por
σ(θ, z) = (cos θ, sen θ, z),

para quaisquer θ, z ∈ R. Seja µ uma curva fechada simples que parametriza
a fronteira do retângulo D =

]
0, π2

[
× ]1, 3[ no sentido negativo em relação a

D. Temos que γ = σ ◦ µ e portanto o Teorema de Stokes nos dá∫
γ

~F · d~r =

∫
σ◦µ

~F · d~r = −
∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA,

em que ~n é a normal unitária canonicamente associada à parametrização

σ|D. O rotacional de ~F é dado por

(~∇∧ ~F )(x, y, z) = (0, 2z − 2x, 0),

para todo (x, y, z) ∈ R3 e o seu fluxo em σ|D é igual a:∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA =

∫ 3

1

(∫ π
2

0
(2z − 2 cos θ) sen θ dθ

)
dz = 6.

Assim: ∫
γ

~F · d~r = −6.
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Exerćıcio 3. Consideramos a superf́ıcie parametrizada σ : R2 → R3

definida por
σ(θ, φ) = (cos θ senφ, sen θ senφ, cosφ),

para quaisquer θ, φ ∈ R. Seja µ uma curva fechada simples que parametriza
a fronteira do quadrado D =

]
0, π2

[
×
]
0, π2

[
no sentido positivo em relação

a D. Temos que σ ◦ µ é a concatenação de γ com uma curva constante e
portanto: ∫

γ

~F · d~r =

∫
σ◦µ

~F · d~r.

Usando o Teorema de Stokes, obtemos∫
σ◦µ

~F · d~r =

∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA,

em que ~n é a normal unitária canonicamente associada à parametrização

σ|D. O rotacional de ~F é dado por

(~∇∧ ~F )(x, y, z) = (−1,−2x,−1),

para todo (x, y, z) ∈ R3 e o seu fluxo em σ|D é igual a:∫
σ|D

(~∇∧ ~F ) · ~ndA =

∫ π
2

0

(∫ π
2

0
(cos θ sen2φ+ 2 sen θ cos θ sen3φ

+ senφ cosφ) dφ
)

dθ =
π

2
+

2

3
.

Assim: ∫
γ

~F · d~r =
π

2
+

2

3
.

Exerćıcio 4. O Teorema de Gauss nos dá∫
S

~F · ~ndA =

∫∫∫
C

~∇ · ~F ,

em que o divergente de ~F é dado por

(~∇ · ~F )(x, y, z) = yz + 2y + 1,

para todo (x, y, z) ∈ R3. Dáı:∫
S

~F · ~ndA =

∫ 1

0

(∫ 1

0

(∫ 1

0
(yz + 2y + 1) dz

)
dy
)

dx =
9

4
.
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Exerćıcio 5. Considere o aberto

U =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < z < 4
}

cuja fronteira é a união de S com o disco:

D =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4 e z = 4
}
.

Como a normal unitária ~n para S aponta para dentro de U , o Teorema de
Gauss nos dá ∫∫∫

U

~∇ · ~F = −
∫
S

~F · ~ndA+

∫
D

~F · ~n1 dA,

em que ~n1 = (0, 0, 1) é a normal unitária para D que aponta para fora de

U . Temos que o divergente de ~F é dado por

(~∇ · ~F )(x, y, z) = y + 2z,

para todo (x, y, z) ∈ R3. Dáı∫∫∫
U

~∇ · ~F =

∫∫∫
U

(y + 2z) dxdydz

e usando coordenadas ciĺındricas

x = r cos θ, y = r sen θ, z = z,

dxdydz = r drdθdz,

r ∈ ]0,+∞[ , θ ∈ ]0, 2π[ , z ∈ R,
obtemos:∫∫∫

U

~∇ · ~F =

∫ 2

0

(∫ 2π

0

(∫ 4

r2
(r sen θ + 2z)r dz

)
dθ
)

dr =
128π

3
.

Temos também∫
D

~F · ~n1 dA =

∫
D
z2 dA = 16 área(D) = 64π

e portanto: ∫
S

~F · ~ndA = 64π − 128π

3
=

64π

3
.
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Exerćıcio 6. Considere o aberto

U =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1 e z > 0
}

cuja fronteira é a união de S com o disco:

D =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1 e z = 0
}
.

Como a normal unitária ~n para S aponta para fora de U , o Teorema de
Gauss nos dá ∫∫∫

U

~∇ · ~F =

∫
S

~F · ~ndA+

∫
D

~F · ~n1 dA,

em que ~n1 = (0, 0,−1) é a normal unitária para D que aponta para fora de

U . Temos que o divergente de ~F é dado por

(~∇ · ~F )(x, y, z) = 2x+ 2x2z = 2x(1 + xz),

para todo (x, y, z) ∈ R3. Dáı∫∫∫
U

~∇ · ~F =

∫∫∫
U

2x(1 + xz) dxdydz

e usando coordenadas esféricas

x = ρ cos θ senφ, y = ρ sen θ senφ, z = ρ cosφ,

dxdydz = ρ2 senφ dρdθdφ,

ρ ∈ ]0,+∞[ , θ ∈ ]0, 2π[ , φ ∈ ]0, π[ ,

conclúımos que a integral tripla
∫∫∫

U
~∇ · ~F é igual a:∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫ π
2

0
2ρ3 cos θ sen2φ(1 + ρ2 cos θ senφ cosφ) dφ

)
dθ
)

dρ =
π

12
.

Temos também ∫
D

~F · ~n1 dA =

∫
D
−x2z2 dA = 0

e portanto: ∫
S

~F · ~ndA =

∫∫∫
U

~∇ · ~F =
π

12
.


