Décima-segunda Lista,
MATO0216 — Calculo Diferencial e Integral III

Prof. Daniel Victor Tausk
05/06/2019

Exercicio 1. Calcule o fluxo [ gU-1ndA, para S, ¥ e 7l definidos em cada
um dos itens abaixo.

(a)

S é o pedago de plano definido por
S:{(:E,y,z)€R3:0§x§1,0§yglex—|—y+222},

é a normal unitaria que possui a terceira coordenada negativa e
:R? — R? é o campo vetorial definido por

SISt

2

U(x7 y? Z) = (yQ?a’: 71:2)7

para todo (z,y, z) € R3,
S é a semiesfera definida por
S = {(az,y,z) eRP: 2+ +22=1ex 20},

7 é a normal unitaria tal que 7(1,0,0) = (1,0,0) e ¥ é o campo
vetorial definido por

77(-%'73/7 Z) = (17%1/)7
para todo (z,y, z) € R3,
S é o pedago de calha cilindrica definido por
S:{(x,y,z)E]R3:m2+y2:1,y2060§z§2},

7 é a normal unitéria tal que 77(0,1, z) tem a segunda coordenada
positiva para todo z € [0,2] e ¥ é o campo vetorial definido por

,L_)’(x’ y7 Z) = (x7 Z7 y2)7
para todo (z,y, z) € R3,

T é o toro obtido pela rotagao em torno do eixo z do circulo no plano
xz de centro (2,0,0) e raio 1, S é a intersegao de T' com o conjunto

{(:U,y,z)eR3:$ZOey20},

71 é a normal unitaria que aponta para fora da regiao delimitada por
T (isto é, para fora da componente conexa limitada do complementar
de T em R?) e @ é o campo vetorial definido por

U($7 y7 z) = (07 '1‘7 z)?
para todo (z,y, z) € R3,
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Exercicio 2 (invaridncia por reparametrizacio). Seja o : U — R? uma
superficie parametrizada de classe C' definida num subconjunto aberto U
de R? e seja o : U’ — U um difeomorfismo de classe C! definido num

subconjunto aberto U’ de R2. A superficie parametrizada ¢/ = o o o é
chamada uma reparametrizacdo de o. Denotamos por
Oo do

%(uvv) € %(uﬂj)
as derivadas parciais de o num ponto (u,v) € U e por
do’ o’
@( ) e 7(’“/7’0/)
as derivadas parciais de ¢/ num ponto (u/,v") € U’.
(a) Mostre que
o’ o’ Do Do
%(U,a ') A W(U,, v') = (@(Ua v) A e

para todo (u/,v") € U, em que (u,v) = a(u’,v).

(u, v)) det(Ja(u’, v')),

(b) Seja R um subconjunto Jordan mensurével de U tal que R’ = o~ ![R)]
seja Jordan mensuravel. Seja f: D — R3 uma funcao definida num
subconjunto D de R? contendo o[R]. Mostre que se a integral de
superficie

[, saa= f st | 20000 )

existe, entao a integral de superficie

/U’lR/ fdA= //R/f(a’(u’,v'))HgZ(u',v’) A ZZI(U’,U’)

também existe e é igual a fam fdA.

du’dv’
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Defini¢ao 1 (faixa de M&bius). Seja R > 0 e denote por C o circulo no
plano zy de centro na origem e raio R. Para cada a € R, consideramos o
ponto

p(a) = (Rcosa, Rsen «,0)
de C; temos entao que p(«a) dd uma volta completa em C quando « percorre
um intervalo de comprimento 27. Para cada « € R, seja m(«) o plano que
contém o eixo z e o ponto p(«a), de modo que os vetores

€1(a) = (cosa,sen,0) e éx(a)=(0,0,1)

constituem uma base ortonormal de 7(a). Dados o, € R, temos que o
vetor

U(a, B) = €1(a) cos f + €x(ar) sen 3
é um vetor unitario paralelo ao plano m(«) que faz um angulo 5 com o vetor
“horizontal” € («a); quando fixamos « e deixamos [ percorrer um intervalo
de comprimento 27, temos que u(«, 8) descreve um circulo unitério no plano
().

()

—

Figura 1. Circulo C, ponto p(«) e vetores €1(«), €2(a) e d(c, B)
coma=7%ef=zg.

Seja agora dado L > 0 com L < R e considere a superficie parametrizada
0:R x]—-L,L[ — R3 definida por

o(a,t) = pla) + tﬁ(a, %a),

para todo a € R e todo ¢t € |—L,L[. Note que quando fixamos o € R

e variamos t em |—L, L[, o ponto o(«,t) descreve um segmento aberto de

comprimento 2L centrado em p(«) e paralelo ao vetor @ (a, %a). Quando «

vai de 0 a 27, esse segmento d4 um giro completo, ja que o angulo %a que

U (a, %a) faz com a “horizontal” vai de 0 a w. A imagem da aplicacao o é

uma superficie regulaxﬂ S de classe C™ e ela é conhecida como a faiza de
Moébius.

1Se I ¢ R é um intervalo aberto de comprimento menor ou igual a 27, entao a restricao
de o a I x|—L, L[ d4 uma parametrizagio regular para S de classe C*°. Assim, obtém-se
uma demonstragao de que S é de fato uma superficie regular de classe C'*°.



Figura 2. Circulo C e faixa de Mdbius S.

Observagao. A faixa de Mobius S descrita na Definigao |1 é similar (em ter-
mos técnicos, homeomorfa) & faixa de Mobius que se obtém torcendo um
retangulo de papel e colando as extremidades, mas nao é isométrica a ela,
isto é, nao existe uma correspondéncia biunivoca que preserva comprimentos
entre os pontos de S e os pontos de uma “faixa de Mdobius de papel”. De
fato, a faixa de Mobius S possui curvatura Gaussiana nao nula, enquanto
que uma superficie obtida torcendo um pedago de papel plano teria curva-
tura Gaussiana nula. A parametrizacao de uma faixa de Md&bius que seja
isométrica a uma “faixa de Mobius de papel” é mais complicada de se descre-
ver e o problema de encontrar uma parametrizagao que aproxime o formato
real tomado pelo papel torcido é entao consideravelmente mais complicado.
Para uma discussao, veja Gideon E. Schwarz, The dark side of the Moebius
strip, The American Mathematical Monthly, vol. 97, no. 10 (dec., 1990), pp.
890—897.


https://www.math.upenn.edu/~wziller/Math501/Moebius.pdf
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Exercicio 3. O objetivo deste exercicio é demonstrar que a faixa de Mdébius
S descrita na Definicao [1 ndo é uma superficie orientavel, isto é, nao existe
uma normal unitéria continua @ : S — R3. Seja o a parametrizacdo que
apresentamos na Definicao

(a)

Calcule o produto vetorial
do

do
%(OK, t) A E(av t)a

para o € R et € |—L, L[. Verifique que esse produto vetorial nunca
se anula.

Paraa € Ret €|—-L, L[, defina
’ do do
H%(Oé,t) A W(O‘?t)H
Supondo por absurdo que exista uma normal unitdria continua 77
para S, mostre que existe A € {—1,1} tal que
N(a,t) = )\ﬁ(a(a,t)),
para todo o € R e todo t € |-L, L.

Usando o resultado do item (b), conclua que N(0,0) = N(2m,0).
Por um célculo direto, verifique que N(0,0) = —N(27,0) e obtenha
uma contradicdo, concluindo assim que 7 nao pode existir.




Sugestoes

Exercicio (a) Note que, pela regra da cadeia, temos

A N LN L W NN L DA
(1) au,(u,v)— 8u<u’v)8u’(u’v)+ 8v<u’v)8u’(u’v)’
oo’ oo O oo O
(2) g (15 0)) = o (u,0) 5 () 4 () 5 2 (o),

para todo (v/,v") € U’, em que (u,v) = a(u,v’') e a1 e ay denotam as
fungoes coordenadas de a.

(b) Use o resultado do item (a) e o Teorema de Mudanga de Varidveis na
integral.

Exercicio [3} (a) Para facilitar as contas, note que
B = {éi(a),& (o), &(a)}

é uma base ortonormal positiva de R3. Calcule o produto vetorial expres-

0 o)
sando os vetores 3% (a,t) e g7 (a,t) na base B.

(b) Como N(a,t) e it(o(c, t)) sdo ambos vetores unitdrios e normais ao
plano tangente a S no ponto o(a,t) temos que, para cada o € R e cada
t € |—L, L[, existe Ao, t) € {—1,1} tal que

N(a,t) = Aa, )7 (o (e, 1)).
Note que
AMa,t) = N(a,t) -ﬁ(a(a,t)),
para todo o € R e todo t € |—L, L] e conclua que a fungdo A é continua.



Respostas

Exercicio (a) Usamos a parametrizagao injetiva
a(:z:,y)z(:v,yﬂ—x—y), JI,yE[O,l]
para S. Temos que

Jo Oo

%(x,y) A @($ay) =(1,1,1)

possui o sentido oposto de 71 e portanto:

/Sz_)’-ﬁdA:—/Ol(/Ol <y2+2x—$y)dy>dx:—%.

(b) Usamos a parametrizacao injetiva
o(0,9) = (cosfsen¢,senbfsend,cos¢), 0¢€ [-Z, 2], ¢ €]0,7]

para S menos os polos (0,0,1) e (0,0, —1) (que sdo irrelevantes para a inte-
gral). Temos que

do do

possui o sentido oposto de 71 e portanto:

/U~ﬁdA:—/2 (/ (— cos B sen’p — sen  cos O sen®p
S - 0

us
2

(0, ¢) = —(cos O sen’¢, sen f sen’¢, sen ¢ cos )

— sen@sen?¢ cos ¢) dqb) df = .

(c) Usamos a parametrizagao injetiva
0(0,z) = (cosf,senb, z), 6¢cl0,7], z€][0,2]
para S. Temos que

do 0o
%(0, z) A 5(0, z) = (cosf,send,0)

possui o mesmo sentido de 77 e portanto:

2 s
/U-ﬁdA:/ (/ (00829+zsen0)d0) dz =m+4.
5 0o “Jo



(d) Usamos a parametrizagao injetiva
o(a,8) = ((2+cosa) cosb, (2+cosa)send,sena), 6¢€ [0,5], € [0,2x],

de S. Temos que

do do

possui o sentido oposto de 7 e portanto:

—(a,0) = —(2 + cos a)(cos acos B, cos acsen 0, sen o)

z 2
/f}’-ﬁdA:—/2 (/ —(2 4+ cos a)[(2 + cos @) cos a cos O sen
s 0 0

+ sen?a] da) df = 7 + 2.

Exercicio (a) Usando as igualdades e e as propriedades do
produto vetorial, obtemos

00l ) A 97ty = 0t ) 22 0,1y (9 1, ) 1 0 ()
- %(u',v’)%(u',v’)(?—z(u, v) A g—g(u, v))
e a conclusao segue notando que:
det(Ja(u' V') = dau (u' U’)%(u' V') — @(u' v')%(u’ V).
’ oo ou o

) Do resultado do item (a) segue que

H ', /\7 H‘det Ja(u/, v))|

para todo (u ') € U’, em que (u, v) = a(u U ) Dai basta usar a substi-
tuicao de variaveis
(u,v) = a(u,v), dudv=|det(Jo(u',v"))|du'dv’

na integral que define fU’|R/ fdA.



Exercicio (3} (a) Temos
o(a,t) = (R+tcos§)é () + é(a)tsen

para todo o« € R e todo t € |—L,L[. Assim, se B é a base ortonormal
positiva que aparece na sugestao, temos:

g%(a,t) = (—%tsen%,R—&—tCOS 5 %tcos %)B e

%‘Z(a,t) = (cos%,O,sen %)B'

Portanto:

g—g(a,t) A %‘Z(a,t) = <(R+tcos %) sen g, 3t,— (R + tcos $) cos %)B

Se o produto vetorial g—g(a, t) A %‘t’(a, t) fosse nulo, entao seguiria que t = 0
e também que sen § = cos § = 0, o que nao é possivel.

(b) Continuando o raciocinio apresentado na sugestao, temos que a funcao
A é continua, ja que é igual ao produto escalar de duas funcgoes continuas.
Como o dominio R x |—L, L[ de A é conexo, segue que a imagem de A é um
intervalo. Do fato que a imagem de A estd contida em {—1,1} conclui-se

entao que a funcao A é constante.
(c) Pelo resultado do item (b), temos

N(0,0) = Ai(0(0,0)) = Afi(a(27,0)) = N(27,0),

ja que 0(0,0) = o(27,0). Por outro lado, usando o resultado do item (a),
obtemos .

N(0,0) = (0,0,—1) e N(2m,0)=(0,0,1),

0 que nos da uma contradigao.



