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Nos exercicios a seguir, quando dizemos que uma funcao f é diferenciavel
num ponto z de seu dominio U, estamos supondo implicitamente que U sa-
tisfaz condig¢oes que garantam a unicidade da diferencial df(x). A unicidade
de df(x) estd garantida, por exemplo, quando x é um ponto interior de U
ou quando U estd contido em R e  é um ponto de acumulacao de U. (Veja
a |Décima Lista para mais detalhes.)

Exercicio 1. Considere a funcao ¢ : M, (R) — M, (R) definida por:
$(A) = AA",
para todo A € M, (R), onde A® denota a transposta da matriz A.
(a) Mostre que ¢ é diferencidvel e que:
d¢(A)-H = HA' + AH",
para quaisquer A € M, (R), H € M,(R).
(b) Seja O(n) o conjunto das matrizes ortogonais n X n, isto é:
O(n) = ¢ '(I) = {4 € M,(R) : AA* =1}.
Seja f : U C R™ — M,(R) uma fungao diferencidvel num ponto
x € U. Supondo que a imagem de f esteja contida em O(n), mostre
que:
(df (@) v) f(z)"

é uma matriz anti-simétrica, para todo v € R™.

Exercicio 2. Seja f: U C R™ — R uma fungao diferenciavel num ponto

x € U. Suponha que a imagem de f esteja contida num subespaco vetorial
E de R™.
(a) Mostre que a imagem de df(z) : R™ — R"™ estd contida em FE.
(Sugestao: escreva E como nucleo de uma transformacao linear T e
note que T'o f = 0.)
(b) Se fo: U — E denota a funcdo obtida de f por mudanca de contra-
dominio, mostre que fy também é diferencidvel no ponto x e que
dfo(z) : R™ — E e df(z) diferem apenas pelo contra-dominio.
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Exercicio 3.

(a)

Seja ¢ : U C RP — L(R™,R"™) uma fungao diferencidvel num ponto
zo € U, onde L(R™, R™) denota o espago das transformagoes lineares
de R™ em R". Fixado w € R™, denote por ¢* : U — R" a fungao
definida por:

¢w(x) - w(x) T w,
para todo x € U. Mostre que ¢ é diferencidvel no ponto zg e que:
Ay (20) - v = (dip(xo) - v) - w,
para todo v € RP.

Seja f: U C R™ — R"™ uma funcao diferenciavel num subconjunto
aberto U de R™ e suponha que a sua diferencial df : U — L(R™, R")
também seja diferencidavel num ponto xg € U. Denote por:

d?f(z0) : R™ — L(R™,R")
a diferencial de df no ponto zg. Dados v,w € R™, defina:
>*f g
dvdw (1:0) = %(:I"O)a
onde g = g—i : U — R". Mostre que:
*f 2
Sodw (xo) = (d f(xo) -v) .
(Sugestao: se ¢ = df, quem é p*?)
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Exercicio 4. O corpo C dos nuiimeros complexos é um espaco vetorial real
de dimensao finita (que podemos identificar com R2, através do isomorfismo
R? > (z,y) — = + iy € C) e portanto a nocio de diferenciabilidade que
estudamos no curso faz sentido para uma funcao f : U — C definida num
aberto U C C. Se f for diferenciavel entao, para todo z € U, a sua diferencial
df(z) : € — C num ponto z € U ¢ linear, isto é, temos:

(1) df(2)(h1 +ho) = df(2) -l +df(2) - ha,  df(2)(AR) = X(df(2) - h),

para quaisquer hi, ho, h € C e qualquer A real. Se vale para todo A € C,
dizemos entao que df(z) é C-linear. Quando f é diferencidvel e df(z) é
C-linear para todo z € U diz-se que f é analitica (ou homolorfa).

(a) Mostre que df(z) ¢ C-linear se e somente se df(z)-i =i(df(z)-1).
(b) Conclua que uma fungao diferencidvel f é holomorfa se e somente
se:

of . of
2 Lo-io,
para todo z € U.
(c) Se f(z2) =u(z)+iv(z), z€ U, comu:U — R, v: U — R, verifique

que é equivalente as chamadas equag¢des de Cauchy—Riemann:

ou ov ou ov
%(2) = @(2)’ @(2) = —%(2)

Exercicio* 5. Sejam Ei, ..., E,, F espagos vetoriais reais. Uma funcao
B : E; x---x E, — F é dita n-linear (ou multilinear) se for linear em
cada uma de suas n varidveis, isto é, se para todo ¢ = 1,...,n e quaisquer
zj € Ej, je{l,...,n}\ {i}, a aplicagao:

Ei>x— B(a:l,...,:z:i_l,x,a:iﬂ,.. . ,xn) eF
for linear. Supondo os espagos vetorais F1, ..., E,, F munidos de normas

(todas denotadas por || - ||), mostre que as seguintes condigoes sdo equiva-
lentes a respeito de uma aplicacao multilinear B : Fy x --- x E,, — F":

(i) B é continua no ponto (0,...,0);
(i) ||B|l < 400, onde:
|B|| = sup{||B(1:1, o)l tm € By ] <1, i=1,. .. ,n};
(iii) existe ¢ > 0 tal que:
3) [B(z1,. @)l < el |zl
para todos 1 € E1, ..., x, € Ep;
(iv) B é continua.

Quando ||B|| < 400, note que a desigualdade vale justamente com ¢
igual a || B]|.
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Exercicio* 6. Sejam F1, ..., E,, F espacos vetoriais reais normados. Mos-
tre que se F1, ..., E, tém dimensao finita entdo toda aplicacao multilinear
B:FE; x---x E, — F é continua.

Exercicio* 7. Sejam FE1, ..., E,, F espagos vetoriais reais normados de
dimensao finita. Mostre que toda aplicacao multilinear B : F1x---x E, — F
¢ diferenciavel e que sua diferencial é dada por:

n
dB(a;l, e ,a:n) . (hl, .o 7hn) = ZB(Q}l, cee ,xi_l,hi,le, cee 71'77,)7
=1

para quaisquer x;, h; € E;, i =1,...,n.



