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Exercicio 1. Em cada um dos itens abaixo, determine um potencial f para
o campo conservativo F dado, isto é, encontre uma funcio f de classe C!
com o mesmo dominio que F' tal que Vf = F.

(a) F:R2 — R2? é definido por

F(z,y) = (zy*,2%),
para todo (z,y) € R2.
(b) F:U — R3 ¢ definido por
ﬁ(fE,y,Z) — (I’,y,Z) ,
V1= (22 +y% + 22)
para todo (z,y,z) € U, em que U denota a bola aberta em R? de
centro na origem e raio 1.

(¢) F:R2 — R2 ¢ definido por

—

F(x,y) = (cosx + cosy, —xseny + y),
para todo (z,y) € R2.
(d) F:R2\ {0} = R2 ¢ definido por
nl (ﬂf,y)
F = ’
(z,9) = — e
para todo (z,y) € R?\ {0}.
(e) F:R3 — R? é definido por
Flz,y,2) = (y+z,3+z,2+y),
para todo (z,y, z) € R3,
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Exercicio 2. Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha
fv F - d7, para F' e v definidos em cada um dos itens abaixo.

(a) F:R2 — R2 é definido por
Fz,y) = («*y*,x + %),

para todo (x,y) € R? e 7 é uma parametrizacdo da fronteira do
retangulo [1, 3] x [2, 4] que d4 uma tnica volta no retangulo e tal que
o segmento ligando os vértices (1,2) e (3,2) é percorrido no sentido
do ponto (1,2) para o ponto (3,2).

(b) F : R? — R2 ¢ definido por

F(z,y) = (y*,2%),

para todo (z,7) € R? e v é uma parametrizacio do tridngulo de
vértices (0,0), (2,0) e (0,1) que d4 uma tnica volta no triangulo e
tal que o segmento ligando os vértices (0,1) e (2,0) é percorrido no
sentido do ponto (0, 1) para o ponto (2,0).

(¢) F:R% — R? ¢ definido por

ﬁ(m, y) = (xy + cosz, eV + %),

para todo (z,7) € R? e v é obtida pela concatenacao de uma parame-
trizacao do segmento de reta que comega no ponto (—1,0) e termina
no ponto (—1,—2), com uma parametrizacao do segmento de reta
que comega no ponto (—1,—2) e termina no ponto (1, —2), com uma
parametrizagao do segmento de reta que comeca no ponto (1, —2) e
termina no ponto (1,0), com uma parametrizacao do semicirculo

{(x,y)EIRQ:mQ—I—yQ:leyzO}
no sentido do ponto (1,0) para o ponto (—1,0).
(d) F:R2 — R2 ¢ definido por

F(z,y) = (22 + 3y + cos z,z — 3y + ye¥),
para todo (z,y) € R? e v é uma parametrizacio do hexégono regular
inscrito na circunferéncia de centro na origem e raio 1 que possui o
ponto (1,0) como vértice; a curva v d4 uma tnica volta no hexagono
e o sentido de v é aquele tal que se tg satisfaz v(t9) = (1,0), entéo
~(t) tem a segunda coordenada negativa para t > ty suficientemente
préximo de tg.

Exercicio 3. Seja v : [a,b] — R? uma curva fechada simples de classe C!
por partes e seja U o interior de v (isto é, a componente conexa limitada do
complementar em R? da imagem de ). Suponha que v esteja parametrizada
no sentido positivo em relagao a U. Mostre que a area de U é igual & integral
de linha f,y x dy.
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Exercicio 4. Seja v : [a,b] — R2?\ {0} uma curva fechada simples de
classe C' por partes e seja U o interior de 7. Considere o campo vetorial
F :R?\ {0} — R? definido por

il (_y7x)
F(z,y) = m ’

para todo (z,y) € R?\ {0}. Mostre que:
(a) se a origem nao estd em U, entao fﬁ/ F . d7 = 0;
(b) se a origem estd em U e v estd parametrizada no sentido positivo
em relacao a U, entao fv F-dr = 2.

Definigao 1. Seja v : [a,b] — R?\ {0} uma curva parametrizada continua.
Uma fung¢do angulo para v é uma funcao continua 6 : [a,b] — R tal que

v(t) = v(®)[l (cos O(¢), sen 6(t)),

para todo t € [a,b]. Informalmente, uma fungdo angulo para v é uma
escolha que depende continuamente do parametro ¢ de um valor 6(¢) para
a coordenada polar # do ponto ~(t). E possivel mostrar® que toda curva
parametrizada continua em R?\ {0} admite uma funcio dngulo. Além do
mais, se a curva for de classe C¥, entdo a funcao angulo também serd de classe
C* e se a curva for de classe C* por partes entdo a funcao angulo também
serd de classe C* por partes. Se 6 e 6, sdo duas funcdes angulo para a
mesma curva -, entao ¢; —f2 é uma funcao continua em [a, b] que sé assume
valores que sao multiplos inteiros de 27; segue entao do Teorema do Valor
Intermedidrio que 61 — 05 é constante, ou seja, duas fungoes angulo para uma
dada curva sempre diferem por uma constante (que é um multiplo inteiro
de 27). Concluimos que a diferenca 6(b) — 6(a) nao depende da escolha da
funcao angulo 6 e ela é chamada o angulo varrido pela curva parametrizada
7. Se v é uma curva fechada, entao 0(b) — 6(a) é um multiplo inteiro de 27
e o nimero inteiro 5= (6(b) — #(a)) é chamado o nimero de voltas que ~ dé
em torno da origem.

1A idéia da prova ¢ particionar o intervalo [a,b] em intervalos [ti, ti41] de modo que a
imagem da restrigdo de v a cada [t;,t;+1] esteja contida num aberto U; do plano em que
é possivel obter uma funcao 0; : U; — R de classe C°° que associa a cada ponto de U;
uma escolha de valor para a coordenada polar € desse ponto. Para que 0; exista basta que
U, omita uma semireta saindo da origem. A prova rigorosa da existéncia dessa partigdo
usa argumentos de compacidade que estdo fora do escopo do curso de Célculo. A fungéao
angulo 0 é agora definida fazendo 6(t) = 0;(v(t)) + 2mks, para todo t € [ti, ti41] e todo i,
em que os k; sao inteiros escolhidos de modo que esses varios pedagos da fungao angulo se
emendem corretamente, isto é, de modo que 6; (’Y(tiJrl)) + 27k = 041 (fy(tiﬂ)) + 27kit1
para todo 1.
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Exercicio 5. Seja 7 : [a,b] — R?\ {0} uma curva de classe C' por partes
e seja 0 : [a,b] — R uma fungao angulo para . Considere o campo vetorial
F :R?\ {0} — R? definido no enunciado do Exercicio 4.
(a) Mostre que
0'(t) = F((t) -7 (1),
para todo t € [a,b] em que 7 é derivavel.
(b) Mostre que a integral de linha fv F-dF é igual ao angulo varrido pela
curva 7.



Sugestoes

Exercicio 3. Use o Teorema de Green para o aberto U.

Exercicio 4. (a) Use o Teorema de Green para o aberto U. Uma outra
abordagem seria usar o fato que se a origem nao estd no interior de uma
curva continua fechada simples v em R? \ {0}, entdo existe uma homotopia
com extremos fixos em R?\ {0} entre v e uma curva constante. A conclusio
segue entao do fato que a integral de linha de F se mantém estdvel por
homotopias com extremos fixos dentro do dominio de ﬁ, ja que a Jacobiana
de F é simétrica. Porém, enquanto é de fato verdade que uma tal homotopia
existe e é razoavel acreditar nisso olhando para um desenho, nao é tao
simples demonstrar esse fato?.

(b) Use o Teorema de Green para o aberto U \ D, em que D é um disco
fechado de centro na origem contido em U.

Exercicio 5. (a) Seja ¥ : R2 — R? a fungao definida por
U(r,0) = (rcosf,rsenb),
para todo (r,0) € R? e seja r(t) = ||y(t)||, para todo t € [a,b]. Note que
y(t) =T (r(t),0(t)),

para todo t € [a,b] e derive os dois lados dessa igualdade com respeito a t.

2Uma estratégia para demonstrar isso seria mostrar primeiro que o nimero de voltas
(veja Defini¢do 1) que uma curva continua fechada v d4 em torno de um ponto p mantém-
se constante quando variamos p dentro de uma componente conexa do complementar da
imagem de v em R2. A partir daf é possivel concluir que uma curva continua fechada
simples da zero voltas em torno de pontos do seu exterior. A conclusao é obtida entdo
usando o fato que se uma curva fechada continua 7y dé zero voltas em torno de um ponto
p, entdo v é homotépica com extremos fixos a uma curva constante em R? \ {p}. Cada
um desses fatos requer um certo trabalho néo trivial para ser demonstrado.



Respostas

Exercicio 1. (a) f(z,y) = %x2y2, para todo (z,y) € R?;

(b) f(z,y,2) = —/1 — (22 + y2 + 22), para todo (z,y, 2) € U;

(c) f(z,y) =senz + xcosy + 342, para todo (z,y) € R%;

(d) f(z,y) = %ln(an +y?) = In\/22 + 32, para todo (x,y) € R?\ {0};
(e) f(z,y,2) = xy + 2z + yz, para todo (z,y,z) € R3.

Exercicio

(a) Temos:

2. (a)
[yﬁ.df—/l3(/24(1—2x2y)dy> dar = —100.

(c¢) Temos

Aﬁ.dF:/ll(/02(3:752—a:)dy)dx+//D(3x2—x)dxdy
:4—|—//D(3x2—m)dxdy,

em que D = {(:z:,y) eR?: 22+’ <ley> 0}. Usando coordenadas
polares, obtemos

1 ™
// (322 — z)dady = / (/ (3r2cos? @ — 1 cos O)r d9> dr = 3T
D o “Jo 8

e portanto:

(d) Temos

/ﬁ-dF:—// —2dxdy = 24rea(D),
0% D

em que D é a regiao hexagonal delimitada por . Dai:

/ﬁ-dfz3\/§.
:



7

Exercicio 4. (a) Denotando as fungoes coordenadas de F por Pe @, um
calculo simples mostra que

0 opr
o) = 5 )

para todo (x,y) € R?\ {0}. Usando o Teorema de Green para o aberto U,

obtemos
S oQ oP B
LF -dr = i//U (%(x,y) - Fy(i&y)) dxdy =0,

em que o sinal 4 serd + se v estiver parametrizada no sentido positivo em
relagdo a U e serd — caso contrario. Note que as hipéteses do Teorema de
Green estao satisfeitas: em particular, vale que o fecho de U, que é a uniao
de U com a imagem de =, estd contido em R?\ {0}, que é um aberto em
que F é de classe C.

(b) Como 0 € U e U é aberto, existe r > 0 tal que o disco fechado D de
centro na origem e raio r estd contido em U. Vamos aplicar o Teorema de
Green para o aberto U \ D. Note que a origem nao esté no fecho de U \ D,

de modo que F ¢ de classe C! no aberto R? \ {0} que contém o fecho de
U\ D. Considere a curva parametrizada u : [0,27] — R? definida por

wu(t) = (rcost,—rsent),

para todo t € [0,27]. Temos que a fronteira de U \ D é a unido disjunta da
imagem de v com a imagem de pu, sendo ambas parametrizadas no sentido
positivo em relagao a U \ D. Dai

B B 0Q oP
F~dF—|—/F-dF:// —(x,y) — —(x, dxdy = 0.
/ # (Gt =G (e dedy

Como )
/ﬁ-dF:/ —1dt = -2,
o 0

concluimos que fv F.dr = 2r.
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Exercicio 5. (a) Continuando o argumento que foi apresentado na su-
gestao, temos

/(0 = 7060 (5.

para todo ¢ € [a,b] em que 7 é derivavel. A matriz Jacobiana J¥(r,6) é
dada por

senf rcos6

JU(r,0) = (

para todo (r,0) € R? e a sua inversa é

cosf —rsen 9>

w0 = (T )
se r # 0. Logo
(i) = et )
e portanto
) = — (- sen cos (1)
010) = i (—sendlt) coso(0) (141)).
em que z(t) e y(t) sdo tais que y(t) = (x(t),y(t)), para todo ¢ € [a,b]. Logo

= M (—y(t) x(t)) <y’(t)> — F(y(1)) -+ (1),

como queriamos.

(b) Basta usar o resultado do item (a) e o Teorema Fundamental do
Calculo, como segue:

b b
F.dF= | F A dt = [ @) dt = 0(b) — 0(a).
/7 / (7(1)) -7/ (t) / () dt = 6(b) — 6(a)



