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A titulo de recordagao, as definicoes e resultados vistos em aula (e também
algumas demonstracoes) foram colocados na lista.

As seguintes proposicoes foram vistas em aula.

Proposicao 1. Seja f : I — R uma funcdo, onde I C R é um intervalo.
Se f € continua e injetora entdo f é mondtona.

Demonstragdo. Se f nao for monétona, o Lema (1| (abaixo) nos da um sub-
conjunto S de I com exatamente 3 elementos tal que f|s nao é mondtona.

Escreva S = {a,b,c}, coma < b < c. E facil ver que temos duas possibili-
dades:

(i) fla) < f(b) e f(b) > f(c);

(i) f(a) > f(b) e f(b) < f(c).
Tratemos da possibilidade (i). A possibilidade (ii) pode ser tratada ana-
logamente. Temos f(a) < f(c) ou f(a) > f(c). Vamos tratar do caso
em que f(a) < f(c); o outro caso pode ser tratado analogamente. Como
a,b € I e I é um intervalo, temos que [a,b] C I. Como flj,y é continua
e f(a) < f(c) < f(b), o teorema do valor intermediario nos diz que existe
x € [a,b] com f(z) = f(c). Mas z < b < ¢, donde = # ¢, contradizendo a
injetividade de f. ([
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Proposigao 2. Seja f : D — R uma fung¢ao, com D C R. Se f é mondtona
e f(D) é um intervalo entdo f é continua.

Demonstragdo. Vamos tratar apenas do caso em que f é crescente; o caso
em que f é decrescente pode ser tratado analogamenteﬂ Seja a € D e vamos
demonstrar que f é continua no ponto a. Temos trés possibilidades:

(i) f(a) nao é nem o maior nem o menor elemento do intervalo f(D);
(ii) f(a) é o maior elemento de f(D);
(iii) f(a) é o menor elemento de f(D).
Vamos tratar apenas das possibilidades (i) e (ii), j4 que a possibilidade (iii)
pode ser tratada analogamente & possibilidade (ii). Suponha primeiro que
seja vélida a possibilidade (i). Seja dado e > 0. Existem entao y1,y2 € f(D)
tais qu
fla) —e <y < fla) <y2 < fla) +e.
L1ou pode ser obtido do caso em que f é crescente trocando f por —f.

2Por exemplo, para ver que ya existe, tome p € f(D) com p > f(a) e y2 igual A média
aritmética entre f(a) e min{f(a) +¢,p}.



Sejam x1, 9 € D com f(z1) = y1 e f(x2) = y2. Como f(x1) < f(a) < f(x2)
e f é crescente, temos que 1 < a < xa. Seja d > 0 tal que:

rn<a—d0<a<a+d<x.

Dado x € D com |z — a| < d, vamos verificar que |f(z) — f(a)| < €. Basta
observar que:

lr—al<d=z1<a-d<z<a+0<xzs= f(x1) < f(z) < f(z2)
= f(a) —e <y1 < f(x) <2 < fla) +e.

Suponha agora que seja valida a possibilidade (ii). Se f(D) possui apenas
um ponto entdao f é constante e portanto continua. Podemos entao supor
que f(D) tem mais de um ponto, de modo que f(a) é o maior, mas nao o
menor, elemento de f(D). Seja novamente dado £ > 0. Como f(a) nao é o
menor elemento de f(D), existe (como antes) y; € f(D) tal que:

fla) —e <y1 < f(a).

Seja 1 € D com f(z1) = y1. Como f(x1) < f(a) e f é crescente, temos que
1 < a. Seja § > 0 tal que:

1 <a-—90<a.
Dado z € D com |z — a| < §, vamos verificar que |f(z) — f(a)| < e. Temos:
lz—al<d= 21 <a—-d0<z= f(a) —e <y1 = f(z1) < f(z).
Como f(x) € f(D) e f(a) é o maior elemento de f(D), temos também:
f(z) < fa) < fla) +e¢,
donde |f(z) — f(a)| <e. O

A demonstracao da Proposicao [1] utilizou o seguinte lema.

Lema 1. Seja f: D — R uma func¢do, com D C R. Se f ndo é mondtona
entdo existe um subconjunto S de D com exatamente 3 elementos tal que
fls nao é mondtona.

Demonstragdo. Temos que f nao é mondtona se e somente se f nao é cres-
cente e f nao é decrescente, isto é, se e somente se existem 1, y1, T2, yo € D
tais que:

1 <y, flr) > flyn), 22 <wy2, f(x2) < fly2)

Tome X = {z1,y1,22,y2}. Entdo f|x ndo é monétona e X tem no méximo
4 elementos. Note que X tem pelo menos 3 elementos, ja que uma funcao
cujo dominio tem menos do que 3 elementos é sempre mondtona. Se X tiver
exatamente 3 elementos, basta tomar S = X. Se tiver 4 elementos, a tese
segue do resultado do Exercicio [1| a seguir. O



Exercicio 1. Seja f : X — R uma fungao, onde X C R tem exatamente
4 elementos. Se f ndao é monodtona, mostre que existe um subconjunto .S
de X com exatamente 3 elementos tal que f|s ndo é monétona. (Sugestao:
escreva X = {a,b,c,d}, com a < b < ¢ < d. Se a restrigao de f a {a,b,c}
nao é mondtona, a tese vale. Se essa restricao for monétona, suponha que
ela seja crescente (o caso em que ela é decrescente é tratado analogamente).
Temos f(a) < f(b) < f(c). Use o fato que f ndo é mondtona para mostrar
que f(a) < f(c) e que f(c) > f(d). Conclua que a restricao de f a {a,c,d}
nao é mondtona.)

Em aula, usamos as Proposicoes [1] e [2| para obter o seguinte teorema.

Teorema 1. Seja f : I — R uma funcdo injetora definida num intervalo
I CR. Se f € continua entio f~: f(I) — R também é continua.

Demonstragdo. Pela Proposigao [T, f é monétona; segue do resultado do
Exercicio 9 da lista 10 que também f~! é monétona. Mas a imagem de f~!
é o intervalo I e portanto, pela Proposicdo[2, f~! é continua. ([

Obtivemos entao o seguinte corolério.

Corolario 1. Dado um inteiro positivo n, a fungio x — ~/x (definida em
R para n impar e em [0, +oo[ para n par) é continua.

Demonstragdo. Segue do Teorema [I] e da continuidade da funcao x — z".
(Vocé pode, usando o teorema do valor intermedidrio, mostrar como exercicio
que para n fmpar a funcao R 3 x — ™ € R é bijetora e que para n par a
fungao [0, +o0[ 5 = +— 2™ € [0, +00[ ¢ bijetora.) O

Exercicio 2. Seja f: R — R a fungao definida por:
1, sexe€Q,
flz) =
0, sexzeR\Q.

Seja g : R — R uma funcao continua e seja h = fg. Mostre que, para todo
a € R, vale que:

h é continua no ponto a <= g(a) = 0.

Conclua que para qualquer subconjunto finito F' de R, existe uma funcao
h : R — R cujos pontos de continuidade sejam precisamente os pontos do
conjunto F'.

Exemplo 1. Seja f : R — R a funcao definida da seguinte maneira: se
r € R\ Q, colocamos f(x) = 0. Se x € Q, escrevemos & = § com a,b € Z,
b > 0 e mdc(a,b) = 1; definimos entao f(x) = %. Vimos em aula que, para
todo u € R, f é continua no ponto u se e somente se u é irracional.

Definicao 1. Dizemos que um subconjunto D de R é denso se D = R.

Por exemplo, @ e R\ Q sdo subconjuntos densos de R.
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Exercicio 3. Dado D C R, mostre que as seguintes condigoes sao equiva-
lentes:

(a) D ¢ denso;

(b) para todos z € R, ¢ > 0, existe y € D com |z — y| < ¢;

(¢) todo nimero real é limite de uma seqiiéncia em D;

(d) para todo conjunto aberto nao vazio U C R, vale que U N D # {);
(e) para todos a,b € R com a < b, vale que ]a,b[N D # (;

(f) D¢ tem interior vazio.

(Sugestao: mostre que (a)<(b), (a)e(c), (a) & (f) e (b)=(d)=(e)=(b).)

Definigao 2. Seja f : D — R uma funcao com D C R. Dizemos que f é
uniformemente continua se para todo € > 0, existe § > 0, tal que para todos
x,y € D, vale que:

[z -yl <d=[f(z) - f(y)] <e

Por exemplo, uma funcao constante e a funcao identidade Id : R — R
s@o uniformemente continuas. (No caso de uma fungao constante, qualquer
0 > 0 funciona para qualquer € > 0 e no caso da funcao identidade, podemos
tomar 0 = €.) Obviamente, toda func@o uniformemente continua é continua.

Definigao 3. Seja f : D — R uma fungdo com D C R. Dizemos que f é
Lipschitziana se existe k > 0 tal que:

|[f(x) = f(y)l < klz —yl,

para todos z,y € D. Um k com essa propriedade é chamado uma constante
de Lipschitz para f.

Note que k = 0 é uma constante de Lipschitz para f se e somente se f é
constante. Note também que se k é uma constante de Lipschitz para f entao
qualquer niimero real maior do que k£ também é uma constante de Lipschitz
para f. Vimos em aula que toda funcao Lipschitziana é uniformemente
continua. (De fato, basta tomar § = %, onde k& > 0 é uma constante de
Lipschitz para f.)

Exercicio 4. Mostre que uma restricio de uma funcao uniformemente
continua é uniformemente continua e que uma restricao de uma funcao Lips-
chitziana é Lipschitziana.

Observagdo. Segue do teorema do valor médio que se I C R é um intervalo e
f I — R é uma fungao derivavel com derivada limitada por uma constante
k > 0 (ou seja, |f'(z)| < k, para todo z € I) entdo f é Lipschitziana com
constante de Lipschitz k. Assim, por exemplo, as funcoes seno e cosseno
(definidas em R) sao Lipschitzianas com constante de Lipschitz & = 1. Além
do mais, segue do teorema de Weierstrass, que toda funcio de classe C'! num
intervalo compacto é Lipschitziana.



Exemplo 2. A desigualdade:
’|$|—‘y|’§‘l‘—y‘, x,yERa

vista no inicio do curso nos diz que a fungdo R 3 = — |z| € R é Lipschitziana
com constante de Lipschitz &k = 1 (e é, portanto, uniformemente continua).

Os seguintes resultados foram vistos em aula:

Proposicao 3. Seja f : D — R wma funcao com D C R. Temos que f
€ uniformemente continua se e somente se vale a sequinte condicdo: dadas
arbitrariamente seqiéncias (Tn)n>1, (Yn)n>1 em D, se x, — yp — 0 entdo

f(@n) = f(yn) = 0.

Proposicao 4. Se K C R é compacto e f : K = R é uma func¢do continua
entao f € uniformemente continua.

Exemplo 3. A funcio f : R — R dada por f(z) = 22 ndo é unifor-
memente continua. Isso segue da Proposicao (3| tomando z, = n + % e
yn = n. Por outro lado, se D C R é limitado entdao f|p é uniformemente
continua. De fato, nesse caso D estd contido num compacto K e, em virtu-
de da Proposicao [4, f|x é uniformemente continua. Assim, também f|p é
uniformemente continua (pelo resultado do Exercicio [4)).

Exemplo 4. A funcao f : [0,1] — R dada por f(x) = \/x é uniformemente
continua, pela Proposicao 4} No entanto, f nao é Lipschitziana. De fato, se
existisse uma constante de Lipschitz & > 0 para f, terfamos que:

vz = |[f(z) = f(0)] < klz - 0] = kz,
para todo z € [0,1]. Mas isso implicaria que = > k—lz, para todo z € ]0,1], o
que obviamente é falso.

Exercicio 5. Sejam D C R e f : D — R uma fungdo. Mostre que se
f é uniformemente continua e (z,),>1 é uma seqiiéncia de Cauchy em D
entao ( f (xn))n>1 é uma seqiiéncia de Cauchy também. Dé um exemplo que
mostre que essa conclusao pode nao valer se f for apenas continua. (Note
que para o seu exemplo ter chance de funcionar é necessario que D # R,
pois uma funcao continua com dominio R leva seqiiéncias de Cauchy em
seqliéncias de Cauchy, mesmo que nao seja uniformemente continua.)

Exercicio 6. Mostre que a funcao f : [0, +oo[ — R dada por f(z) = \/x é
uniformemente continua. (Sugestdo: mostre primeiramente que, para todo
¢ > 0, a restrigdo de f ao intervalo [c, +00] é Lipschitziana. Tenha em mente
também o fato que a restricao de f a um intervalo compacto é uniformemente
continua.)



