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Exercicio 1. Em cada um dos itens abaixo, utilize o método dos multipli-
cadores de Lagrange para encontrar os pontos de maximo e minimo global

da funcao f : S — R dada.
(a) f(z,y) = 2%y, para todo (z,y) € S, em que:
S={(z,y) eR?: 2 +y* = 1};
(b) f(z,y) = zy, para todo (z,y) € S, em que:
S={(z,y) e R?: 2" +y' =1};
(¢) f(z,y,2z) =z +y+ z, para todo (z,y,z) € S, em que:
S={(z,y,2) € R3 : 222 + 3y + 422 = 1};
(d) f(x,y,z) = zyz, para todo (z,y,2) € S, em que:
S={(z,y,2) e R*: 2® + y* + 2> = 1}.
Exercicio 2. Considere o disco fechado
D={(z,y) eR*:2” +y* < 1}
de centro na origem e raio unitario. Seja f: D — R a funcao definida por
flz,y) = 2* +y° + ay,
para todo (z,y) € D.

(a) Encontre os pontos criticos da restrigdo de f ao interior de D.

(b) Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar os
candidatos a maximo ou minimo global da restricao de f a fronteira

de D.

(c) Encontre os pontos de maximo e minimo global de f.

Exercicio 3. Considere o subconjunto D de R? definido por:

_ 2. 1
D—{(x,y)EIR .Ogazgw,ygsenxeyzﬁ}.

Determine os pontos de maximo e minimo global da funcao f : D — R dada
por

flzy) =z 4y,
para todo (z,y) € D.



Exercicio 4. Considere o subconjunto D de R? definido por:
D:{(:E,y,z)E]R3:x2+y2—1§zez§3}.
Determine os pontos de maximo e minimo global da funcao f : D — R dada
por
fla,y,2) = 2® +yz,
para todo (z,y,z) € D.

Exercicio 5. Sejam v : I — R"™ e p : J — R” curvas parametrizadas
derivaveis, em que I,J C R sao intervalos abertos (vocé pode assumir que
n = 2 ou n = 3, caso se sinta mais confortavel, mas essa hipotese nao vai
fazer diferenca nenhuma na resolucao do exercicio).

(a) Considere a fungao diferencidvel f : I x J — R definida por

f(t5) = v(t) = w()1* = (v(t) = uls)) - (v(t) = uls)),
para todos t € I, s € J. Verifique que

A (19 =203~ (s) A1) e T(t,5) = 2(3(0) — (s)) 45,

para todost € I e s € J.
(b) Suponha que a distancia minima entre as imagens de v e u seja

realizada em pontos py € qo, isto é, suponha que pg seja um ponto
na imagem de 7 e gp seja um ponto na imagem de p de modo que

IPo — qoll < [lp —all,
para qualquer p na imagem de 7y e qualquer ¢ na imagem de p. Sejam
to € I e sp € J tais que y(tg) = po € u(so) = qo- Usando o resultado
do item (a), conclua que o vetor pg — qo ligando os pontos pg e qo é
ortogonal a ambos os vetores tangentes 7/ (to) e /(o).
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Exercicio* 6 (Teorema de Weierstrass generalizado). Sejam D C R™ um
subconjunto fechado (mas nao necessariamente limitado) e f : D — R uma
funcao continua.

(a)

Suponha que existam r > 0 e um ponto py € D tais que

f(p) = f(po)

para todo p € D tal que ||p|| > r. Mostre que f possui um ponto
de minimo global. (Sugestao: seja 7’ 0 maximo entre 7 e ||po||. Note
que o conjunto K = {p eD:|p| < 7"’} é limitado, fechado e contém
o ponto pg. Verifique que o ponto de minimo global da restrigao de
f a K — cuja existéncia é garantida pelo Teorema de Weierstrass
— é na verdade um ponto de minimo global de f em D.)

Use o resultado do item (a) para concluir que se D é ilimitado! e
se limp| 5400 f(p) = 400, entdo a funcdo f possui um ponto de
minimo global.

Enuncie e demonstre os resultados anadlogos aos resultados dos itens
anteriores que possuam como tese a existéncia de um ponto de
maximo global para f.

IEstou supondo que D é ilimitado para que o limite de f(p) com ||p|] — +oo faga
sentido. Se D for limitado e nao vazio, o préprio Teorema de Weierstrass ja garante que
f possui ponto de méaximo e minimo global.



Respostas

Exercicio 1. Em todos os itens, a existéncia de maximo e minimo global
para f é garantida pelo Teorema de Weierstrass, ja que f é continua e S é
compacto e nao vazio.

(a) Os candidatos obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange

sao
0.1, ©0.-1, (Z%).
(Gw) () o (6-3)
sendo que
(%)« (45)
sao maximos globais e
(B=&) « (3 -3%)

sao minimos globais;

(b) os candidatos obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange
sao

@

) (B9 G (HH)

sendo que

sao maximos globais e

11 1 1
(#%) « %)
sao minimos globais;
(c) os candidatos obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange
sao
(ﬂ 23 \/3) o (_ﬁ_2\/§ _\/§>
V137 3137 2V/13 V137 3V/137  2V/13)°

sendo que o primeiro deles é o maximo global e o segundo é o minimo global;



5

(d) os candidatos obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange
sao

sendo que

=

(J 55

sao minimos globais.

Exercicio 2.
(a) O tnico ponto critico da restri¢ao de f ao interior de D é (0,0).

(b) Os candidatos a maximo ou minimo global da restrigao de f a fronteira
de D sao:

() () (o) o ()
V2' V2 )0 V2 V2)7 V2' V2 V2) V2
(c) A existéncia de méximo e minimo global para f é garantida pelo

Teorema de Weierstrass, ja que f é continua e D é compacto e nao vazio. O
ponto de minimo global de f é (0,0) e os pontos de méximo global sao:

(G0d8) o (-5)
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Exercicio 3. A existéncia de maximo e minimo global para f é garantida
pelo Teorema de Weierstrass, ja que f é continua e D é compacto e nao
vazio. A restricdo de f ao interior de D nédo possui pontos criticos. A
aplicacao do método dos multiplicadores de Lagrange para as restricoes de
f aos conjuntos

{(z,senz): T <z <3} e {(l’,%):%<$<%}

nao produz candidatos a maximo ou minimo. Os dnicos candidatos sao os

pontos
1 3 1
47\/5 47\/57

sendo que o primeiro deles é o ponto de minimo global de f e o segundo é
o ponto de maximo global de f.

Exercicio 4. A existéncia de maximo e minimo global para f é garantida
pelo Teorema de Weierstrass, ja que f é continua e D é compacto e nao
vazio. O tunico ponto critico da restricao de f ao interior de D é (0,0,0). Os
candidatos a maximo ou minimo da restricao de f ao pedaco de paraboldide

{(z,9,2) eR* 1 z=2"+y* —1e 2z <3}

obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange sao:

ook d) © ().
A fungao h(z,y) = f(z,y,3) ndo possui pontos criticos no disco aberto
(1) {(m,y)EIR2:x2+y2<4}
e portanto f nao possui méximo ou minimo em:
{(z,y,2) eR* :2® +y* <4 e z=3}.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange para obter os candidatos
a maximo ou minimo de h na fronteira de (1) obtemos os pontos

(xﬁ 3 3>, (_ﬂ 3 3), (0,2,3) e (0,-2,3)

202 202
como candidatos a maximo ou minimo de f no circulo:
{(:U,y,z) eR}: 2?2 +y>=4e 223}.

Assim, o ponto de minimo global de f é (0,—2,3) e os pontos de méximo

global de f sao:
(430) o (4.23).



