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A titulo de recordacao, as defini¢oes e resultados vistos em aula foram
colocados na lista.

Definigao 1. Seja f : D — R uma funcao com D C R. Dado a € D,
dizemos que f é continua no ponto a se para todo ¢ > 0, existe § > 0, tal
que para todo x € D, vale que:

|lr —a| < d = |f(z) — f(a)] <e.
Dizemos que f é continua se f for continua em todo ponto de D.

Como vimos em aula, se a € D é um ponto isolado de D C R, entao
qualquer funcao f : D — R é continua no ponto a. Se a € D for um ponto
de acumulagao de D (equivalentemente, se a € D nao for um ponto isolado
de D) entdo f ¢é continua no ponto a se e somente se:

lim f(x) = f(a).

r—a

Vimos em aula também que uma funcao constante é sempre continua e que
a fun¢ao identidade Id : R — R é continua. Os seguintes resultados também
foram vistos em aula.

Proposicao 1. Seja f : D — R wma fun¢do, com D C R. Seja a € D.
Entao f € continua no ponto a se e somente se para toda seqiéncia (Tpn)n>1
em D tal que x,, — a, vale que f(z,) — f(a).

Proposicao 2. Sejam f: D — R, g: D — R fung¢oes, com D C R. Dado
a € D, se f e g sao continuas no ponto a entdo f+ g e fg sdo continuas
no ponto a.

Corolario 1. Se f: R — R € uma funcao polinomial entdo f € continua.

Proposicao 3. Sejam f: D — R, g: D — R funcgoes, com D C R. Supo-
nha que g(x) # 0 para todo x € D e seja a € D' um ponto de acumulagdo
de D. Selim,_,, f(x) = L e lim,_,, g(x) = M # 0 entdo:
L

lim M =—.

v=ag(z) M
Corolario 2. Sejam f : D — R, g : D — R func¢des, com D C R. Se
g(x) # 0 para todo x € D e se f e g sao continuas num ponto a € D entao
o quociente f/g é continuo no ponto a.



Proposicao 4. Sejam f: D - R, g : E — R fungées, com D, E C R
e f(D) C E. Seja a € D' um ponto de acumulagao de D e suponha que
lim,_,, f(z) = L € E. Se g € continua no ponto L entao:

lim ¢(f(2)) = g(L).

Corolario 3. Sejam f: D — R, g: E — R fun¢ées, com D;E C R e
f(D) C E. Se f € continua num ponto a € D e g é continua no ponto f(a)
entdo a composicdo go f € continua no ponto a.

O seguinte resultado segue diretamente da Proposicao[2le dos Corolarios

el

Proposicao 5. Sejam f: D — R, g: D — R fungées, com D C R. Se f e
g sGo continuas entao f+g e fg sao continuas. Se g(x) # 0 para todo x € D
entio f/g é continua. Se h: E — R é uma fun¢do com f(D) C E C R e
se h € continua entdo ho f € continua.

Exercicio 1. Seja f : D — R uma fungéo, com D C R. Sejam F C D e
a € E. Se f é continua no ponto a, mostre que f|g é continua no ponto a.
Se E =V ND, comV uma vizinhanga de a, mostre que vale a reciproca,
isto é, se f|g é continua no ponto a entao f é continua no ponto a.

Exercicio 2. Dé um exemplo de uma funcao f : R — R que nao seja
continua em nenhum ponto de R, mas tal que a restrigao f|q seja continua.
(Esse exercicio ilustra o fato que é muito diferente dizer que f é continua em
todo ponto de S e dizer que f|g é continua! Pelo resultado do Exercicio
se f é continua em todo ponto de S entdo f|g é continua, mas a reciproca
nao vale.)

Exercicio 3. Sejam D = [0,1[{U [2,3] e f : D — R definida por:
flx)=z, x€]0,1], flz)=2—-1, z€][2,3].

Mostre que f é continua e injetora, mas f~! : f(D) — R ndo é continua.
(Observagao: vocé pode mostrar a continuidade de f diretamente pela defi-
nicao, mas seria interessante se vocé soubesse fazer isso usando o resultado

do Exercicio [1} )
Os seguintes resultados foram vistos em aula.

Proposicao 6. Seja f : D — R uma fungao com D C R e seja a € D.
Entao f é continua no ponto a se e somente se para toda vizinhanca V de
f(a) existe uma vizinhanga W de a tal que f(W N D) C V.

Corolario 4. Seja f : D — R uma fungdo com D C R e seja a € D.
Suponha que f seja continua no ponto a. Se ¢ € R € tal que f(a) > ¢ entdo
existe uma vizinhangca W de a tal que f(x) > ¢, para todo x € W N D.
Similarmente, se ¢ € R € tal que f(a) < ¢ entdo existe uma vizinhan¢a W
de a tal que f(x) < ¢, para todo x € W N D.



Quando ¢ = 0 o Coroldrio [4] é também conhecido como teorema da con-
servacdo do sinal.

Teorema 1 (do valor intermedidrio). Sejam a,b,c € R com a < b. Se
f ot la,b) = R € uma fungao continua e vale que f(a) < ¢ < f(b) ou
f(b) < ¢ < f(a) entao ¢ pertence a imagem de f, ou seja, existe x € [a, b
tal que f(x) = c.

Exercicio 4. Seja U um subconjunto aberto de R e seja f : U — R uma
funcao. Mostre que f é continua se e somente se para todo subconjunto
aberto A de R, vale que f~1(A) é também um subconjunto aberto de R.

Definigao 2. Um subconjunto I de R é dito um intervalo se vale uma das
seguintes condigoes:

(1) I é vazio ou I é unitério;

(2) existem a,b € R coma <be:

I=Ja,b] ou I=]la,b[ ou I=]a,b] ou I=]a,bl;
(3) existe a € R com:
I=la,+00] ou I=]a,+o0] ou I=]-00,a] ou I=]-00,al;
(4) I =R.

Exercicio 5. Mostre que um subconjunto I de R é um intervalo se e somente
se vale a seguinte condigao: dados z,y € [ e z € R, se z < z < y entao
z € I. (Atengao: a solucdo desse exercicio envolve uma tediosa andlise de
casos.)

Exercicio 6. Sejam I C R um intervalo e f : I — IR uma funcao continua.
Mostre que a imagem de f é um intervalo. (Sugestdo: use o resultado do
Exercicio [5])

Definigao 3. Dada uma fungao f : D — R, dizemos que « € D é um ponto
de mdzimo de f se f(x) > f(y), para todo y € D. Dizemos que x € D é um
ponto de minimo de f se f(x) < f(y), para todo y € D.

O seguinte resultado foi visto em aula.

Teorema 2 (de Weierstrass). Se K é um subconjunto compacto nao vazio
de R e f: K — R € uma funcao continua entdo f possui um ponto de
mdximo e um ponto de minimo.

Exercicio 7. Se K é um subconjunto compacto de R e f : K — R é
uma fungao continua, mostre que a imagem de f é compacta. (Sugestao:
use a caracterizagdo de compacidade por seqiiéncias.) Use esse resultado
e o resultado do Exercicio 8 da [lista 8 para obter uma demonstracao do
Teorema de Weierstrass.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista8-MAT0206-2011.pdf

Exercicio 8. Se K é um subconjunto compacto de R e f: K — R é uma
funcio continua e injetora, mostre que a funcao inversa f~!: f(K) — R ¢é
continua. (Sugestdo: mostre que f~! é continua usando seqiiéncias. Tenha
em mente que se uma seqiiéncia limitada (z,)n,>1 ndo converge para um
certo x € R entao ela tem um valor de aderéncia diferente de z.)

Definigcao 4. Seja f : D — R uma funcao com D C R. Dizemos que f é
crescente se, para todos x,y € D, vale queﬂ

z<y= f(z) < f(y).
Dizemos que f é decrescente se, para todos x,y € D, vale que:

<y = f(z) 2 f(y)
Dizemos que f é mondtona se for crescente ou decrescente.

Exercicio 9. Seja f : D — R uma fungao injetora, com D C R. Mostre que
se f é crescente entdo f~!: f(D) — R é crescente e que se f é decrescente
entdao f~1: f(D) — R é decrescente. Conclua que se f é monétona entdo
f~1: f(D) — R é monétona.

1Aten§éo: a terminologia que estamos usando aqui é diferente da usada no livro do
Elon.



