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Exerćıcio 1. Sejam X um conjunto e R um anel (resp., σ-anel) contido em
℘(X). Mostre que R é uma álgebra (resp., σ-álgebra) de partes de X se, e
somente se, X ∈ R.

Exerćıcio 2. Sejam X um conjunto e C um subconjunto de ℘(X). Mostre
que o anel (resp., σ-anel) gerado por C coincide com a álgebra (resp., σ-
álgebra) de partes de X gerada por C se, e somente se, X é igual a uma
união finita (resp., enumerável) de elementos de C.

Exerćıcio 3. Sejam X um conjunto e R um anel (resp., σ-anel) contido em
℘(X). Denote por R′ o conjunto:

R′ =
{
X \A : A ∈ R

}
.

Mostre que R∪R′ coincide com a álgebra (resp., σ-álgebra) gerada por R.
Mostre também que R e R′ são disjuntos se, e somente se, X 6∈ R.

Exerćıcio 4. Sejam X um conjunto e S um subconjunto não vazio de ℘(X)
que seja fechado por interseções finitas e tal que o complementar em X de
qualquer elemento de S seja igual à união disjunta de uma quantidade finita
não nula de elementos de S. Mostre que S é um semi-anel.

Exerćıcio 5. Dados semi-anéis S1 e S2, mostre que o conjunto{
A1 ×A2 : A1 ∈ S1, A2 ∈ S2

}
também é um semi-anel.

Exerćıcio 6. Dado um espaço topológico X, mostre que a coleção Clop(X)
de todos os subconjuntos de X que são ao mesmo tempo abertos e fechados
em X (os clopens de X) é uma álgebra de partes de X. Seja C ⊂ Clop(X)
com ∅ ∈ C e seja µ : C → [0,+∞] uma medida finitamente aditiva em C.
Mostre que se X é compacto, então µ é σ-aditiva.
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Exerćıcio 7. Sejam X e Y conjuntos e f : X → Y uma função. Denote
por

f∗ : ℘(Y ) −→ ℘(X)

a função que a cada subconjunto A de Y associa a sua imagem inversa
f−1[A] pela função f .

(a) Mostre que f é sobrejetora se, e somente se, f∗ é injetora.
(b) Mostre que f é injetora se, e somente se, f∗ é sobrejetora.
(c) Dado C ⊂ ℘(Y ), denote por

f∗[C] =
{
f−1[A] : A ∈ C

}
a imagem direta de C por f∗. Mostre que se C é uma álgebra de
partes de Y (resp., um anel, uma σ-álgebra de partes de Y , um
σ-anel, um semi-anel), então f∗[C] é uma álgebra de partes de X
(resp., um anel, uma σ-álgebra de partes de X, um σ-anel, um semi-
anel). Se f for sobrejetora, mostre que vale a rećıproca dessa última
afirmação.

(d) Sejam D ⊂ ℘(X) com ∅ ∈ D e µ : D → [0,+∞] uma medida
finitamente aditiva em D. Dado C ⊂ ℘(Y ) com ∅ ∈ C e f∗[C] ⊂ D,
mostre que µ ◦ f∗|C é uma medida finitamente aditiva em C que será
σ-aditiva se µ o for.

(e) Suponha que f seja sobrejetora e sejam C ⊂ ℘(Y ) com ∅ ∈ C e
µ : C → [0,+∞] uma medida finitamente aditiva. Mostre que

µ ◦ (f∗)−1 : f∗[C] −→ [0,+∞]

é uma medida finitamente aditiva em f∗[C] que será σ-aditiva se µ
o for.

Exerćıcio 8 (a moeda honesta). Seja X =
∏∞

n=1{0, 1} o conjunto de todas
as sequências de 0’s e 1’s e para cada n ≥ 1 seja Xn = {0, 1}n o conjunto
das n-uplas de 0’s e 1’s. Denote por Pn : X → Xn a projeção nas n
primeiras coordenadas. Sejam An = P ∗n [℘(Xn)], λn : ℘(Xn) → [0, 1] a
medida de contagem com pesos que atribui peso

(
1
2

)n
a cada ponto de Xn e

µn : An → [0, 1] dada por µn = λn ◦(P ∗n)−1. Segue dos resultados mostrados
no Exerćıcio 7 que cada An é uma σ-álgebra de partes de X e que cada µn
é uma medida σ-aditiva.

(a) Mostre que An ⊂ An+1 e que µn+1 estende µn, para todo n ≥ 1.
(b) Mostre que A =

⋃∞
n=1An é uma álgebra de partes de X e que a

função µ : A → [0, 1] que estende todas as funções µn é uma medida
finitamente aditiva.

(c) Mostre que µ é σ-aditiva. (Sugestão: use o resultado do Exerćıcio 6.)


