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Exercicio 1. Sejam Vi, Va, ..., V,, espacos vetoriais (todos reais ou todos
complexos), munidos de normas || - [|; : V; = R, i = 1,2,...,n. Seja dada
também uma norma || - | em R™ que seja monotonica, isto é:

lzi| <lyil, i=1,2,....,n=>||z|| < |ly|ll, para quaisquer z,y € R".
Mostre que a igualdade:

Cvr, vl = [[ (ol lloall2, - oalla) [, v € Vi i=1,2,.00m,
define uma norma ||| - ||| no espago produto Vi x Vo x -+ x V,.

Exercicio 2. Uma forma bilinear num espaco vetorial real V' é uma apli-
cacao (-,+) : V. x V — R que é linear em cada varidvel, i.e., tal que:
(@ +2'y) = (z,9) +{dy), (zy+y)=(zy) +{z,y),
(Az,y) = (z, Ay) = Mz, y),
para todos z,y, 2,y € V, A € R.
(a) Dada uma matriz A = (a;j)nxn € My, (R), mostre que a igualdade:
(1) (,y) = 2'Ay, w,yeR",
define uma forma bilinear em R™, onde em (1) vetores de R™ estao

sendo identificados com matrizes coluna n x 1 e 2 denota a trans-
posta da matriz x. Verifique também que:

n n
(@) =D gy,
i=1 j=1
para todos z,y € R" e que a;; = (e;, €;), para todos 4,5 = 1,...,n,
onde e; denota o i-ésimo vetor da base canonica de R™.
(b) Dada uma forma bilinear (-, -) em R", tomando a;; = (e;, €;j), mostre
que (-, -) é dada por (1) se a matriz A é definida por A = (a;;j)nxn-
(c) Uma forma bilinear (-,-) num espaco vetorial V' é dita simétrica se
(x,y) = (y,z), para todos z,y € V. Mostre que a forma bilinear
(-,-) em R™ definida em (1) é simétrica se e somente se a matriz A
é simétrica.
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(d) Seja A € M,(R) uma matriz simétrica. Sabemos entao que existe
uma base B = (v1,...,v,) de R", ortonormal com respeito ao pro-
duto interno canénico, de modo que cada v; € R™ é um autovetor
de A associado a um autovalor \; € R. Se (-,-) é definida como em
(1), mostre que (v;,vj) = 0 para i # j e que (v;,v;) = \;, para todo

i =1,...,n. Conclua que:
n
i=1
para todos x,y € R™, onde (z},...,2), (y},...,y,) sdo, respectiva-

mente, as coordenadas de x e de y na base B.

(e) Uma forma bilinear simétrica (-,-) num espago vetorial V' é dita de-
finida positiva se (x,x) > 0, para todo € V nao nulo. Recorde que
um produto interno é precisamente uma forma bilinear simétrica
definida positiva. Dada uma matriz A € M, (R), mostre que a for-
ma bilinear (-,-) definida em (1) é um produto interno em R" se e
somente se A é simétrica e possui todos os autovalores positivos.

Exercicio 3. Seja || - || : V — R uma semi-norma num espaco vetorial (real
ou complexo) V.

(a) Mostre que:
N={zeV:|z| =0}
é um subespago de V.
(b*) Considere o espago vetorial quociente V/N; para z € V, denote por
x+ N € V/N a classe de equivaléncia de x. Mostre que a igualdade:
lle+ Nl = llzl, =€V,

define uma norma em V/N.

Exercicio 4. Seja (-,-) : V x V — R uma forma bilinear simétrica num
espago vetorial real V. Assuma que (-,-) seja semi-definida positiva, i.e.,
que:
(x,z) >0,
para todo x € V.
(a) Mostre que vale a desigualdade de Cauchy—Schwarz:

(2) (@, )| < [l [yl

para todos z,y € V, onde ||z|| = \/(z, z). Conclua que, dado z € V,
temos ||z|| = 0 se e somente se (z,y) = 0, para todo y € V.

(b) Mostre que || - || é uma semi-norma em V.



(c*) Defina N como no Exercicio 3. Mostre que a igualdade:
{z+N,y+N) =(zy), zyecV,

define um produto interno no espaco quociente V/N. Recorde que,
na desigualdade de Cauchy—Schwarz para produtos internos, a igual-
dade vale se e somente se os vetores sao linearmente dependentes.
Conclua que vale a igualdade em (2) se e somente se z + N e y + N
sao linearmente dependentes (i.e., se e somente se existem a,b € R,
nao ambos nulos, com ||ax + by|| = 0).

Exercicio 5. Dado p € ]0, 00|, defina:

n 1
ol = (D lwil?)”, weR".
=1

No Exercicio 6 apresentaremos um roteiro para vocé mostrar o fato (néo
trivial) de que a desigualdade triangular vale para || - ||, se p > 1. Para
n > 2, p€|0,1[, dé exemplo de vetores x,y € R" tais que:

1+ yllp > llzllp + [lyllp-

Assim || - ||, ndo € uma norma, para 0 < p < 1 (exceto se n = 1, em que
|| - || coincide com o valor absoluto de nimeros reais, para todo p).

Exercicio* 6. O objetivo deste exercicio é mostrar que a desigualdade
triangular vale para || - ||, se p > 1 (assim, || - ||, é de fato uma norma
em R"™ — levando em conta que é muito facil verificar que valem as outras
propriedades que aparecem na defini¢ao de norma).

(a) Seja f: I — R uma funcao derivavel num intervalo I C R. Suponha
que a derivada f’ seja crescente (i.e., que f'(x) < f'(y), para z,y € I
com = < y). Mostre que a fungao f é conveza, isto é, que:

A=tz +ty) < (1—t)f(2) +tf(y),
para todos z,y € I, t € [0,1]. (Sugestao: fixe z,y € I e defina
g:10,1] — R fazendo:

g(t) = F((1 =tz +ty) — (1 =) f(2) + tf(y)).
Mostre que existe ¢ € |0,1] com ¢'(¢) =0 e que g’ é crescente.)

(b) Usando o resultado do item (a), obtemos que a fun¢ao exponencial
f(x) = € é convexa. Usando esse fato, mostre que vale a desigual-
dade entre as médias (ponderadas) aritmética e geométrica, isto é,
mostre que dados a,b > 0 e dados “pesos” o, >0 com o+ 3 =1

entao:
a®b® < aa + Bb.



(¢) Dado p € ]1, +0o0], defina ¢ € ]1, +00[ de modo que:
1 1

S+ =1
P oq

O numero ¢ é chamado o expoente conjugado de p. Usando o resul-
tado do item (b), mostre que vale a desigualdade de Young:

para quaisquer a,b > 0.

(d) Mostre que vale a desigualdade de Holder:

n
> laillyil < el Iyl
=1

para todos =,y € R™, onde p, q € |1, +00[ s@o expoentes conjugados.
(Sugestao: comece reduzindo o caso geral ao caso que ||z|[, = 1 e
llyll; = 1. Use a desigualdade de Young.)

(e) Mostre que vale a desigualdade de Minkowski:

1z +yllp < llzllp + yllp,

para todos x,y € R", p € [1,+00[. (Sugestao: para p > 1, comece
notando que:

n n n
e+l =" Jai il +wlP " <Y il +wlP D il + wlP
=1 =1 =1

e depois use a desigualdade de Holder em ambos os somatérios.)
Exercicio* 7. Considere uma aplicagao v : [a,b] — R™ (isto é, uma curva

em R™). Dada uma partigdo P : a =ty < t; < -+ < t; = b do intervalo
[a, b], definimos:

k—1
L(viP) = y(tis1) — y(t)ll,
=0
onde || - || = || - ||2 denota a norma Euclideana de R". O comprimento (ou
variagao total) de v é definido por:
L(7) = sup L(7; P) € [0, +09],
P

onde o supremo é tomado com respeito a todas as particoes P do intervalo
[a,b]. A curva v é dita retificivel (ou de variagdo limitada) se L(7y) < 4o0.

(a) Dada 7 : [a,b] — R", verifique que:

[v(a) = (@) < L(%)-
(Sugestao: tome P = {a,b}.)
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(b) Seja o : [a/,V] — [a,b] uma fungdo mondtona (isto é, crescente ou
decrescente) e bijetoral. Mostre que, para 7 : [a,b] — R™, vale que:

L(v) = L{y o).
(c) Dada 7 : [a,b] = R™ e dado ¢ € ]a, b], mostre que:

L(’V) = L(’7|[a,c}) + L(7|[c,b])-
(Sugestao: note que L(v; P U{c}) > L(v; P), para toda particao P
de [a,b]. Conclua que, na definicao de L(v), é suficiente considerar
partigoes P com ¢ € P.)

(d) Seja M C R™ um subconjunto e, para x,y € M, denote por §, (M)
o conjunto de todas as curvas continuas e retificaveis « : [0, 1] — R"
tais que v([0,1]) € M, v(0) = z e y(1) = y. Assuma que M seja
comexo por arcos retificdveis, isto é, que para todos x,y € M vale que
Quy (M) nao é vazio. Definimos a distdncia geodésica d : M x M — R
fazendo:

d(z,y) = inf {L(7) 7 € Quy(M) },
para todos z,y € M. Mostre que d é uma métrica em M.

Observacio: é possivel mostrar que, se v : [a,b] — R™ é de classe C! por
partes (isto é, se existe uma particdo P:a =1ty <t; <--- <t = b de [a, ]
tal que |, 4,.,) € de classe Cl, parai=0,1,...,k—1) entdo v é retificavel
e seu comprimento é dado por:

b
Liy) = / I/ ()] dt.

Veja, por exemplo, Capitulo II do curso de Analise vol. 2, de Elon Lages
Lima (Teorema 6, §4, pg. 100, na segunda edigao).

INa verdade, o resultado também vale se o for apenas mondtona e sobrejetora, mas a
demonstracao é um pouco mais chata.



