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Exercicio 1. Se R é um anel, mostre que:

(a) (—x)y = —(xy) = x(—y), para todos x,y € R;
(b) (—z)(—y) = xy, para todos =,y € R.

Exercicio 2. Seja K um corpo ordenado. Mostre que:

—X
—T

rl<yez<w=—zx+z<y+w,
para todos z,y, z,w € K. Mostre também que:
<y, z2<w,y>0ez>20= zz < yw,
para todos z,y, z,w € K.

O objetivo dos Exercicios 3 a 6 é o de estabelecer a equivaléncia entre
duas abordagens diferentes para se falar de relacao de ordem: a primeira
(adotada como oficial no curso) em que < é primitivo e < é definido a partir
de < e a outra em que < é primitivo e < é definido a partir de <.

Exercicio 3. Se < é uma relagao de ordem num conjunto X e se a relagao
bindria < em X é definida por:

r<y<—=zcr<yex#vy, x,ycX,

mostre que as duas seguintes condigoes sao satisfeitas:

(1) para todo z € X, ndo é o caso que x < = (anti-reflexividade);
(2) dados z,y,z € X se x <y ey < z entdo z < z (transitividade).

Verifique também que, dados z,y € X, entao:
r<ly<==zr<youzxr=y.

Exercicio 4. Seja < uma relagao binaria num conjunto X satisfazendo as
condigoes (1) e (2) do enunciado do Exercicio 3. Defina uma relagdo binédria
< em X fazendo:

r<y<—zc<youx=y, zyeclX.

Mostre que < é uma relagao de ordem em X. Verifique também que, dados
z,y € X, entao:
r<y<=cz<yex#y.
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Exercicio 5. Seja < uma relagao de ordem num conjunto X e seja < de-
finida como no Exercicio 3. Mostre que a relagao de ordem < é total se e
somente se vale a seguinte condigao:

e dados z,y € X entdoouz < y,ouy <z ouzx = y.

Exercicio 6. Seja < uma relacao de ordem num anel R e considere a relagao
< definida como no Exercicio 3. Mostre que as duas seguintes condigoes sao
equivalentes:

(la) dados z,y,z € R, se x <y entdo x + z < y + z;

(1b) dados x,y,z € R, se ¢ < y entdo z + z < y + 2.
Suponha agora que R seja um corpo'. Mostre que as duas seguintes con-
dicoes sao equivalentes:

(2a) dados z,y,z € R,se x <y e z >0 entao rz < yz;

(2b) dados x,y,z € R, se z < y e z > 0 entao zz < yz.

1ge supusermos apenas que R seja um anel, entdo a condigdo (2b) implica a condigao
(2a), mas néo vale a reciproca. Vocé consegue pensar num contra-exemplo?



Lembrete das definigcoes

Definigao 1. Um anel é um conjunto R munido de duas operagoes binarias
RxR>(z,y)—z+y€R, RXR>3(z,y—2y€R

satisfazendo as seguintes condigOes:

(1) (x4+y)+z=x+ (y+ 2), para todos x,y, z € R (associatividade da
soma);

(2) = +y =y + x, para todos z,y € R (comutatividade da soma);

(3) existe um elemento® 0 € R tal que z +0 = 0 4+ = = z, para todo
x € R (propriedade do elemento neutro para soma);

(4) para todo z € R existe um elemento® —z € R tal que:
z+(—z)=(—2)+2=0
(propriedade do elemento inverso para soma);

(5) (zy)z = x(yz), para todos z,y,z € R (associatividade da multipli-

cagao);

(6) z(x+y) = zx + zy e (x +y)z = xz + yz, para todos z,y,z € R

(distributividade).
Dizemos que o anel R é um anel com unidade se vale a condicao:
(7) existe um elemento® 1 € R, 1 # 0, tal que 1 = 1z = z, para todo
x € R (propriedade do elemento neutro para multiplicagao).
Dizemos que o anel R é um anel comutativo se vale a condigao:

(8) zy = yz, para todos z,y € R (comutatividade da multiplicagao).
Dizemos que o anel R é um anel com divisdo se for um anel com unidade e
se vale a condigao:

(9) para todo x € R com z # 0, existe um elemento® 7! € R tal que

zz~! = z7'2 = 1 (propriedade do elemento inverso para multipli-
cagao).

Definigao 2. Um corpo é um anel com divisao comutativo, i.e., um conjunto
munido de duas operacoes bindrias satisfazendo todas as 9 propriedades que
aparecem na Definicao 1.

Dados elementos z, y de um anel, escrevemos x — y para x + (—y) e dados

elementos x, y de um corpo, com y # 0, escrevemos % ou x/y para xy '

2 Automaticamente Unico, como vimos em aula.

3 Automaticamente tinico em vista da associatividade da soma, como vimos em aula.

4 Automaticamente tnico, como vimos em aula.

5 Automaticamente tnico em vista da associatividade da multiplicagdo, como vimos em
aula.



4

Definicao 3. Uma rela¢ao de ordem (ou relagio de ordem parcial) num
conjunto X é uma relagdo bindria < em X satisfazendo as seguintes con-
digoes:

(1) = <z, para todo x € X (reflexividade);

(2) dados z,y € X,se z <y ey <z entdo z =y (anti-simetria);

(3) dados z,y,z € X,se x <yey<zentdo z < z (transitividade).
A relacao de ordem < é dita total se satisfaz a seguinte condigao:

(4) para todos z,y € X, z <youy < .

Dada uma relagao de ordem < num conjunto X, escrevemos x > y se
y<z,z<ysezx<yexFy;escrevemos também x > y se y < x.

Definigao 4. Um corpo ordenado é um corpo K munido de uma relacao de
ordem total < satisfazendo as seguintes condigoes:
(1) dados z,y,z € K, se x < y entao x + z < y + z (compatibilidade da
ordem com a soma);
(2) dados z,y,z € K, se x <y e z >0 entao xz < yz (compatibilidade
da ordem com a multiplicacao).

Observacao. E também importante (embora nao sera considerado nesse cur-
s0) o conceito de anel comutativo ordenado: trata-se de um anel comutativo,
munido de uma relagao de ordem total, compativel com a soma e com a mul-
tiplicacao. Quando remove-se a hipétese de que a ordem seja total, obtém-se
o conceito de anel comutativo parcialmente ordenado.



