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Exerćıcio 1. Se R é um anel, mostre que:

(a) (−x)y = −(xy) = x(−y), para todos x, y ∈ R;
(b) (−x)(−y) = xy, para todos x, y ∈ R.

Exerćıcio 2. Seja K um corpo ordenado. Mostre que:

x ≤ y e z ≤ w =⇒ x + z ≤ y + w,

para todos x, y, z, w ∈ K. Mostre também que:

x ≤ y, z ≤ w, y ≥ 0 e z ≥ 0 =⇒ xz ≤ yw,

para todos x, y, z, w ∈ K.

O objetivo dos Exerćıcios 3 a 6 é o de estabelecer a equivalência entre
duas abordagens diferentes para se falar de relação de ordem: a primeira
(adotada como oficial no curso) em que ≤ é primitivo e < é definido a partir
de ≤ e a outra em que < é primitivo e ≤ é definido a partir de <.

Exerćıcio 3. Se ≤ é uma relação de ordem num conjunto X e se a relação
binária < em X é definida por:

x < y ⇐⇒ x ≤ y e x 6= y, x, y ∈ X,

mostre que as duas seguintes condições são satisfeitas:

(1) para todo x ∈ X, não é o caso que x < x (anti-reflexividade);
(2) dados x, y, z ∈ X se x < y e y < z então x < z (transitividade).

Verifique também que, dados x, y ∈ X, então:

x ≤ y ⇐⇒ x < y ou x = y.

Exerćıcio 4. Seja < uma relação binária num conjunto X satisfazendo as
condições (1) e (2) do enunciado do Exerćıcio 3. Defina uma relação binária
≤ em X fazendo:

x ≤ y ⇐⇒ x < y ou x = y, x, y ∈ X.

Mostre que ≤ é uma relação de ordem em X. Verifique também que, dados
x, y ∈ X, então:

x < y ⇐⇒ x ≤ y e x 6= y.
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Exerćıcio 5. Seja ≤ uma relação de ordem num conjunto X e seja < de-
finida como no Exerćıcio 3. Mostre que a relação de ordem ≤ é total se e
somente se vale a seguinte condição:

• dados x, y ∈ X então ou x < y, ou y < x ou x = y.

Exerćıcio 6. Seja ≤ uma relação de ordem num anel R e considere a relação
< definida como no Exerćıcio 3. Mostre que as duas seguintes condições são
equivalentes:

(1a) dados x, y, z ∈ R, se x ≤ y então x + z ≤ y + z;
(1b) dados x, y, z ∈ R, se x < y então x + z < y + z.

Suponha agora que R seja um corpo1. Mostre que as duas seguintes con-
dições são equivalentes:

(2a) dados x, y, z ∈ R, se x ≤ y e z ≥ 0 então xz ≤ yz;
(2b) dados x, y, z ∈ R, se x < y e z > 0 então xz < yz.

1Se supusermos apenas que R seja um anel, então a condição (2b) implica a condição
(2a), mas não vale a rećıproca. Você consegue pensar num contra-exemplo?
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Lembrete das definições

Definição 1. Um anel é um conjunto R munido de duas operações binárias

R×R 3 (x, y) 7−→ x + y ∈ R, R×R 3 (x, y) 7−→ xy ∈ R

satisfazendo as seguintes condições:

(1) (x + y) + z = x + (y + z), para todos x, y, z ∈ R (associatividade da
soma);

(2) x + y = y + x, para todos x, y ∈ R (comutatividade da soma);

(3) existe um elemento2 0 ∈ R tal que x + 0 = 0 + x = x, para todo
x ∈ R (propriedade do elemento neutro para soma);

(4) para todo x ∈ R existe um elemento3 −x ∈ R tal que:

x + (−x) = (−x) + x = 0

(propriedade do elemento inverso para soma);

(5) (xy)z = x(yz), para todos x, y, z ∈ R (associatividade da multipli-
cação);

(6) z(x + y) = zx + zy e (x + y)z = xz + yz, para todos x, y, z ∈ R
(distributividade).

Dizemos que o anel R é um anel com unidade se vale a condição:

(7) existe um elemento4 1 ∈ R, 1 6= 0, tal que x1 = 1x = x, para todo
x ∈ R (propriedade do elemento neutro para multiplicação).

Dizemos que o anel R é um anel comutativo se vale a condição:

(8) xy = yx, para todos x, y ∈ R (comutatividade da multiplicação).

Dizemos que o anel R é um anel com divisão se for um anel com unidade e
se vale a condição:

(9) para todo x ∈ R com x 6= 0, existe um elemento5 x−1 ∈ R tal que
xx−1 = x−1x = 1 (propriedade do elemento inverso para multipli-
cação).

Definição 2. Um corpo é um anel com divisão comutativo, i.e., um conjunto
munido de duas operações binárias satisfazendo todas as 9 propriedades que
aparecem na Definição 1.

Dados elementos x, y de um anel, escrevemos x−y para x+(−y) e dados
elementos x, y de um corpo, com y 6= 0, escrevemos x

y ou x/y para xy−1.

2Automaticamente único, como vimos em aula.
3Automaticamente único em vista da associatividade da soma, como vimos em aula.
4Automaticamente único, como vimos em aula.
5Automaticamente único em vista da associatividade da multiplicação, como vimos em

aula.
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Definição 3. Uma relação de ordem (ou relação de ordem parcial) num
conjunto X é uma relação binária ≤ em X satisfazendo as seguintes con-
dições:

(1) x ≤ x, para todo x ∈ X (reflexividade);
(2) dados x, y ∈ X, se x ≤ y e y ≤ x então x = y (anti-simetria);
(3) dados x, y, z ∈ X, se x ≤ y e y ≤ z então x ≤ z (transitividade).

A relação de ordem ≤ é dita total se satisfaz a seguinte condição:

(4) para todos x, y ∈ X, x ≤ y ou y ≤ x.

Dada uma relação de ordem ≤ num conjunto X, escrevemos x ≥ y se
y ≤ x, x < y se x ≤ y e x 6= y; escrevemos também x > y se y < x.

Definição 4. Um corpo ordenado é um corpo K munido de uma relação de
ordem total ≤ satisfazendo as seguintes condições:

(1) dados x, y, z ∈ K, se x ≤ y então x + z ≤ y + z (compatibilidade da
ordem com a soma);

(2) dados x, y, z ∈ K, se x ≤ y e z ≥ 0 então xz ≤ yz (compatibilidade
da ordem com a multiplicação).

Observação. É também importante (embora não será considerado nesse cur-
so) o conceito de anel comutativo ordenado: trata-se de um anel comutativo,
munido de uma relação de ordem total, compat́ıvel com a soma e com a mul-
tiplicação. Quando remove-se a hipótese de que a ordem seja total, obtêm-se
o conceito de anel comutativo parcialmente ordenado.


