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Recordamos as seguintes definições vistas em aula.

Definição 1. Se V é um espaço vetorial real, então um produto interno em
V é uma aplicação 〈·, ·〉 : V × V → R satisfazendo as seguintes condições:

(1) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉, para todos x1, x2, y ∈ V ;
(2) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉, para todos λ ∈ R, x, y ∈ V ;
(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, para todos x, y ∈ V ;
(4) 〈x, x〉 > 0, para todo x ∈ V não nulo.

Se V é um espaço vetorial complexo, então um produto interno em V é uma
aplicação 〈·, ·〉 : V × V → C satisfazendo as seguintes condições:

(1) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉, para todos x1, x2, y ∈ V ;
(2) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉, para todos λ ∈ C, x, y ∈ V ;

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, para todos x, y ∈ V ;
(4) 〈x, x〉 ∈ R e 〈x, x〉 > 0, para todo x ∈ V não nulo.

Definição 2. Se V é um espaço vetorial real ou complexo então uma norma
em V é uma aplicação ‖ · ‖ : V → R satisfazendo as seguintes condições:

(1) ‖x‖ > 0, para todo x ∈ V não nulo;
(2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, para todo x ∈ V e todo escalar λ (real ou complexo);
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, para todos x, y ∈ V .

Se a condição (1) é substitúıda por:

(1’) ‖x‖ ≥ 0, para todo x ∈ V ,

dizemos que ‖ · ‖ é uma semi-norma.

Definição 3. SeM é um conjunto então uma métrica emM é uma aplicação
d : M ×M → R satisfazendo as seguintes condições:

(1) d(x, y) > 0, para todos x, y ∈M com x 6= y;
(2) d(x, x) = 0, para todo x ∈M ;
(3) d(x, y) = d(y, x), para todos x, y ∈M ;
(4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para todos x, y, z ∈M .

Se a condição (1) é substitúıda por:

(1’) d(x, y) ≥ 0, para todos x, y ∈M ,

dizemos que d é uma pseudo-métrica.
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Exerćıcio 1. Verifique que o produto interno canônico de Rn, definido por:

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi, x, y ∈ Rn,

é de fato um produto interno em Rn. Similarmente, verifique que o produto
interno canônico de Cn (entendido como espaço vetorial complexo), definido
por:

〈x, y〉 =
n∑

j=1

xjyj , x, y ∈ Cn,

é de fato um produto interno em Cn.

Exerćıcio 2. Dado um produto interno 〈·, ·〉 num espaço vetorial real ou
complexo V , mostre que a norma em V associada a 〈·, ·〉, definida por:

‖x‖ =
√
〈x, x〉, x ∈ V,

é de fato uma norma em V . (Você vai precisar usar a desigualdade de
Cauchy–Schwarz!)

Exerćıcio 3. Dada uma norma ‖ · ‖ num espaço vetorial real ou complexo
V , mostre que a métrica em V associada a ‖ · ‖, definida por:

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ V,
é de fato uma métrica em V . Note que se ‖ · ‖ é apenas uma semi-norma
então d é apenas uma pseudo-métrica.


