LEMA SOBRE CLASSES COMPACTAS

DANIEL V. TAUSK

(demonstragao sugerida por Vinicius O. Rodrigues)

Recorde que uma colecao de conjuntos C é dita uma classe compacta se,
dada uma sequéncia (Cp)p>1 em C com (o2, C, = 0, entdo existe N > 1
tal que (_, C, = 0.

1. Lema. Se C ¢ uma classe compacta, entdo a colecao C formada por todas
as unioes finitas de elementos de C € uma classe compacta.

Demonstracdo. Seja (én)nZI uma sequéncia em C com ﬂfl\;l Cn # (), para

todo N > 1. Vamos mostrar que (7>, C,, # 0. Para cada n > 1, escreve-
mos:

Pn
=1

com cada C’ em C e p, > 1. Dado N > 1, denote por I'N o conjunto das
fungdes ¢ com dominio {1,..., N} tais que p(n) € {1,...,p,} para todo
n=1,...,Ne

N

() ce™ #0.

n=1

Do fato que ﬂfzvzl C), # 0 segue que I'V ¢é nao vazio e portanto o conjunto

o
T = U N
N=1

é infinito. Note também que para 1 < M < N, a restricao a {1,..., M}
de um elemento de I'V estd em I'™. Dados N > 1 e uma funcio ¢ com
dominio {1,..., N}, escrevemos

I(p) = {zp € I': 1 estende go}

I'={peT :I(yp) é infinito}.

Vamos construir por recursio uma sequéncia (px)y>1 em I' de modo que
on tenha dominio {1,..., N} e pn41 estenda gy, para todo N > 1. Pri-
meiramente, obtemos ¢; € I' com dominio {1}. Considere a aplicacao

ETspr—pl)e{l,...,;m}.
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Como o dominio de £ ¢ infinito e seu contra-dominio € finito, existe m em
{1,...,p1} tal que £71(m) é infinito. Segue dai que a fungio ¢; com dominio
{1} tal que ¢1(1) = m estd em I'. Suponha agora ¢y € I' com dominio
{1,..., N} dada e vamos obter ¢y 1 em I' com dominio {1,..., N +1} que
estende . Considere a aplicagao

E:Tlen) \{ent 29— o(N+1) e{L,... . pyy1}-

Novamente, como o dominio de £ ¢é infinito e seu contra-dominio € finito,
existe m € {1,...,pn11} tal que £71(m) é infinito. Tomando N1 como
sendo a extensao de ¢ com @n+1(N + 1) = m, temos entao que py41 estd
em I'. Seja agora ¢ a funcio definida no conjunto dos inteiros positivos que
é uma extensao comum de @y, para todo N > 1. Vale entao que:

N
) ™ #0,
n=1
para todo N > 1 e, como C é uma classe compacta, segue que:

ﬁ@aﬁ%wﬂ. O
n=1 n=1



