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Recorde que uma coleção de conjuntos C é dita uma classe compacta se,
dada uma sequência (Cn)n≥1 em C com

⋂∞
n=1Cn = ∅, então existe N ≥ 1

tal que
⋂N

n=1Cn = ∅.

1. Lema. Se C é uma classe compacta, então a coleção C̃ formada por todas
as uniões finitas de elementos de C é uma classe compacta.

Demonstração. Seja (C̃n)n≥1 uma sequência em C̃ com
⋂N

n=1 C̃n 6= ∅, para

todo N ≥ 1. Vamos mostrar que
⋂∞

n=1 C̃n 6= ∅. Para cada n ≥ 1, escreve-
mos:

C̃n =

pn⋃
i=1

Ci
n,

com cada Ci
n em C e pn ≥ 1. Dado N ≥ 1, denote por ΓN o conjunto das

funções ϕ com domı́nio {1, . . . , N} tais que ϕ(n) ∈ {1, . . . , pn} para todo
n = 1, . . . , N e:

N⋂
n=1

Cϕ(n)
n 6= ∅.

Do fato que
⋂N

n=1 C̃n 6= ∅ segue que ΓN é não vazio e portanto o conjunto

Γ =
∞⋃

N=1

ΓN

é infinito. Note também que para 1 ≤ M ≤ N , a restrição a {1, . . . ,M}
de um elemento de ΓN está em ΓM . Dados N ≥ 1 e uma função ϕ com
domı́nio {1, . . . , N}, escrevemos

Γ(ϕ) =
{
ψ ∈ Γ : ψ estende ϕ

}
e:

Γ =
{
ϕ ∈ Γ : Γ(ϕ) é infinito

}
.

Vamos construir por recursão uma sequência (ϕN )N≥1 em Γ de modo que
ϕN tenha domı́nio {1, . . . , N} e ϕN+1 estenda ϕN , para todo N ≥ 1. Pri-
meiramente, obtemos ϕ1 ∈ Γ com domı́nio {1}. Considere a aplicação

E : Γ 3 ϕ 7−→ ϕ(1) ∈ {1, . . . , p1}.
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Como o domı́nio de E é infinito e seu contra-domı́nio é finito, existe m em
{1, . . . , p1} tal que E−1(m) é infinito. Segue dáı que a função ϕ1 com domı́nio
{1} tal que ϕ1(1) = m está em Γ. Suponha agora ϕN ∈ Γ com domı́nio
{1, . . . , N} dada e vamos obter ϕN+1 em Γ com domı́nio {1, . . . , N + 1} que
estende ϕN . Considere a aplicação

E : Γ(ϕN ) \ {ϕN} 3 ϕ 7−→ ϕ(N + 1) ∈ {1, . . . , pN+1}.
Novamente, como o domı́nio de E é infinito e seu contra-domı́nio é finito,
existe m ∈ {1, . . . , pN+1} tal que E−1(m) é infinito. Tomando ϕN+1 como
sendo a extensão de ϕN com ϕN+1(N + 1) = m, temos então que ϕN+1 está
em Γ. Seja agora ϕ a função definida no conjunto dos inteiros positivos que
é uma extensão comum de ϕN , para todo N ≥ 1. Vale então que:

N⋂
n=1

Cϕ(n)
n 6= ∅,

para todo N ≥ 1 e, como C é uma classe compacta, segue que:
∞⋂
n=1

C̃n ⊃
∞⋂
n=1

Cϕ(n)
n 6= ∅. �


