ALGEBRAS DE HEYTING

DANIEL V. TAUSK

Recorde que um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto P munido
de uma relagao bindria < que é reflexiva (i.e., z < z, para todo x € P), anti-
simétrica (i.e., z,y € P, x < y e y < x implicam x = y) e transitiva (i.e.,
xz,y,2 € P,z <yey < zimplicam x < z). Dado um subconjunto A de
P, entao o seu supremo sup A é, se existir, a menor cota superior de A (i.e.,
a < sup A para todo a € A e, para todo x € P, se a < x para todo a € A
entdo sup A < z). Similarmente, o seu infimo inf A é, se existir, a maior
cota inferior de A (i.e., inf A < a para todo a € A e, para todo = € P, se
x < a para todo a € A entao x < inf A).

1. Definigao. Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado P é um
reticulado se para todos x,y € P o conjunto {z,y} possui supremo e infimo;
escrevemos:

z Ay =inf{z,y}, xVy=sup{z,y},
para todos z,y € P.

Obviamente, A e V sao operagoes bindrias comutativas em P. E facil ver
também que essas operagoes sao associativas e que:

(xAy)Az =inf{z,y, 2} = xzA(yAz), (zVy)Vz=sup{z,y,z}=2xV(yVz),

para todos z,y, z € P. Note também que:
rLys=r=csNy<<y=zVy,

para todos z,y € P.

2. Lema. Seja P um reticulado. Se x1,y1,22,y2 € P sao tais que x1 < y1
e xy < yz entao £1 ANx2 < y1 Ay2 e x1 Va2 <y Vye.

Demonstracao. Temos x1 Axo < 1 < y1 e 21 A xy < x9 < 1o, donde
x1 ANz <yy Ayo. A provade x1V xe < yp Vyo é andloga. O

3. Lema. Seja P um reticulado. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

(a) xA(yVz)=(xAy)V(zAz), para todos x,y,z € P;
(b) zV(yAz)=(xVy)A(zVz), para todos x,y,z € P.

Demonstragao. Provaremos que (a) implica (b). A reciproca é provada de
modo andlogo, trocando A por V ao longo da demonstracao e fazendo as
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adaptacoes ébvias'. Segue de (a) que:
(xVy)AN(zVz)=[(zVy) Az]V[(zVy)Az.

Como = < x V y, temos (z V y) A x = x. Usando novamente (a) para obter
(xVy)ANz=(xAz)V(yA z), concluimos que:

(xVy)A(zVz)=zV[(xAz)V(yAz).
Usando a associatividade de V e o fato que x V (z A z) = x obtemos (b). O

4. Definicao. Um reticulado P é dito distributivo se satisfaz as condigoes
equivalentes (a), (b) do enunciado do Lema 3.

5. Definigao. Um reticulado P é dito limitado se possui um menor elemento
0€ P (ie., 0 <z, para todo € P) e um maior elemento 1 € P (i.e.,, z <1,
para todo x € P). Se P é um reticulado limitado, entdo um complemento
para um elemento x € P é um elemento y € P tal que zAy =0exVy =1. O
reticulado é dito complementado se todo elemento possui um complemento.

6. Lema. Se P ¢ um reticulado distributivo e limitado entao cada elemento
possui no mdrimo um complemento.

Demonstragdo. Seja x € P e sejam y1,y2 € P complementos para x. Dalf:
(@ Vy) Ay2 =1Ay2 =y,
e, usando a distributividade, obtemos:
(@Vy) Ay = (zAy2) V(y1 Ay2) =0V (y1 Ay2) = y1 Ay
Dai y1 A ya = yo2, donde y2 < yp. Similarmente, y; < yo, donde y; = y2. U

7. Definicao. Um reticulado limitado, distributivo e complementado ¢é dito

uma dlgebra de Boole. O tinico complemento de um elemento x é denotado
/

por z’.

8. Definicao. Seja P um reticulado limitado. Dizemos que P é uma dlgebra
de Heyting se para todos x,y € P o conjunto:

(1) {zGP:z/\xSy}

possui um maior elemento, i.e., se existe z € P tal que z A z < y e tal que,
paratodot € P,set Az <yentaot < z.

O maior elemento do conjunto (1) é obviamente tinico se existir e é deno-
tado por x — y. Se P é uma algebra de Heyting, observe que:

N Ly<=z<z—y,

1Alternativamente, note que se trocamos a ordem < de P pela ordem oposta <°P
definida por x <°? y < y < x entdo obtemos um novo reticulado em que os papéis de A
e V sao trocados. Podemos entéo obter que (b) implica (a) usando o fato que (a) implica
(b) para o reticulado (P, <°P).
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para todos x,y,z € P. De fato, se z A x < y entao z pertence a (1) e é
portanto menor ou igual a x — y. Por outro lado, se z < x — y entao:
Az <(z—=y) ANz <y.
Note também que:
r—y=1l<x<y,
para todos z,y € P.

9. Lema. Uma dlgebra de Heyting é um reticulado distributivo.

Demonstragao. Vamos provar a condi¢ao (a) no enunciado do Lema 3. Para
todo t € P, temos:

zAN(yVz)<t<=yVz<zr—ot<=y<z—tez<uz—t
= arANy<tezxNz<t<= (zAy)V(rAz)<t.

A conclusao é obtida tomando t =x A (yVz)et=(zAy)V(zA z). O

10. Definigao. Dada uma &algebra de Heyting P, entdo o pseudo-comple-
mento de um elemento x € P é definido por:

¥ =x—0.

Como zAz < 0 ¢ omesmo que zAz = 0, temos que o pseudo-complemento
z' de x é o maior z € P tal que 2 A z = 0. Notamos que:

2Ahx=0+= 2z<7,

para todos z,z € P. De fato, se 2z Az = 0 entao z < 2/, j4 que ' é o maior
elemento do conjunto {z eP:zNz= 0}. Por outro lado, se z < 2’ entéo:

ANz <z Ax=0,
donde z A x = 0. Obviamente, temos:
=1, 1=0

Note que o pseudo-complemento z’ de x pode nao ser um complemento
de z: de fato, temos 2’ A x = 0, mas nao necessariamente ' V x = 1, como
mostra o seguinte exemplo.

11. Exemplo. Seja X um espago topolégico e seja P o conjunto de todos os
abertos de X (i.e., a topologia de X) parcialmente ordenado por inclusdo.
E facil ver que P é um reticulado, sendo que a operacao V é a unido e a
operacao A é a intersecao. Além do mais, P é um reticulado limitado, sendo
0=0el=X. Afirmamos que P é uma &lgebra de Heyting: de fato,
dados U,V € P, entao para todo W € P temos W NU C V se e somente
se W CcU®UV, onde U® = X \ U. Dai o maior elemento W € P tal que
W NU CV é precisamente o interior de U UV, i.e.:

U—V=itUUV),
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onde int(-) denota o interior de um conjunto. O pseudo-complemento U’ de
um aberto U é:

U =int(U%) =T°,
onde U denota o fecho de U. Note que UUU’ é precisamente o complementar
da fronteira de U e portanto U UU’ = X (i.e., U’ é um complemento de U)
se e somente se o aberto U é também fechado.

12. Lema. Se P ¢é uma dlgebra de Heyting e um certo x € P admite um
complemento entdao esse complemento € igual ao pseudo-complemento x'.

Demonstragdo. Se y é um complemento de z entao y Az = 0, donde y < z'.
Além do mais, temos:

(zVy) A =1N2 =2,
e usando a distributividade obtemos:
cVyY) N =(xANx)ViyANx)=0V(yAxr)=yANx,
/ / / 0 / /
donde yA2' =2' e 2/ <. O

13. Lema. Toda dlgebra de Boole é uma dlgebra de Heyting e x — y = 2’ Vy,
onde x' denota o (inico) complemento de x na dlgebra de Boole.

Demonstragao. Seja P uma algebra de Boole e sejam z,y € P. Devemos
mostrar que 2’ Vy é o maior z € P tal que 2z Ax < y. Se 2 Az < y, temos:

z=z2ANl=zA(zV2)=zZAx)V(zAZ)<yVa
Além do mais, temos:
(@ Vy)y Az =@ ANx)V(yAx)=yAx<y.
Isso completa a demonstragao. O

Segue do Lema 13 (e também do Lema 12) que numa &lgebra de Boole o
pseudo-complemento de um elemento x (definido por z — 0) coincide com
0 seu complemento.

14. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados z,y € P, se x <y entdo
y <a.
Demonstragdao. Temos y' Ax <y Ay =0. Como 2’ é o maior 2z € P tal que
2 Az =0, temos ' < . O
15. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados x,y € P, entdo:
(xVy) =2 Ny
Demonstracao. Para todo z € P, temos:
2AN(xVyYy) =0 zAz)V(zAy)=0<=2zAx=0ez2zAy=0
<:>z§x'ez§y’<:>z§:r’/\y’.

Daf 2/ Ay’ é o maior z € P tal que z A (zVy) =0. O
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16. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados x,y € P, entdo:

(2) ' Vy < (zAy).

Demonstragcao. Temos:

(2 Vi) M@ Ay) = [ @A)V AleAy)] = (2 A2) AV Ay) Aa] = 0.
Como (z Ay)" é o maior z € P tal que zA (xAy) = 0, a conclusao segue. [J

17. Exemplo. Se P ¢ a algebra de Heyting de abertos de um espaco to-
polégico (Exemplo 11) entao, dados U,V € P, a igualdade:

Uuv =Unvy

é equivalente a:

unv=U0nV.
Mas essa igualdade nao vale em geral (por exemplo, considere os abertos
U =]-00,0[, V =]0,+o0[ na reta real). Assim, a igualdade em (2) nao vale

em geral.

18. Lema. Se P é uma dlgebra de Heyting entao x < x”, para todo x € P.
Além do mais, P € uma dlgebra de Boole se e somente se " = x, para todo
x € P.

Demonstracdo. Se P é uma dlgebra de Heyting entdao, como x A2’ = 0 e
2" é o maior z € P tal que 2 A2’ = 0, temos que z < z”. Se P é uma
algebra de Boole entao, como x é um complemento de 2/, temos que x deve
ser igual a 2" (que é o unico complemento de z’). Reciprocamente, suponha
que P é uma &4lgebra de Heyting e que 2/ = x, para todo x € P. Como P
é um reticulado limitado e distributivo, para mostrar que P é uma &lgebra
de Boole ¢ suficiente mostrar que P é complementado. Vamos mostrar que
o pseudo-complemento =’ é o complemento de um elemento x € P. Como
x Az’ =0, basta mostrar que x V2’ = 1. Em vista do Lema 15, temos:

(xva') =a"n2" =0.
LogoxzVva' = (xva) =0 =1. O
19. Lema. Se P ¢ uma dlgebra de Heyting entao x'"" = 2', para todo x € P.

Demonstracdo. Em vista do Lema 18, y < 3’ para y = 2/, ou seja, 2’ < 2.
Além do mais, usando z < z” e o Lema 14, obtemos 2 < a'. O

20. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados x,y € P entdo:
¥Y<r—y y<z-—y.

Demonstragdo. Como 2/ Ao = 0 < yex — y é o maior z € P tal que
2Nz <y, segue que ' < x — y. Similarmente, como y A x < y, segue que
y<z—=y. ]

21. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados z,y € P entao:

z—y<y —2a.
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Demonstracao. Como iy’ — x’ é o maior z € P tal que Ay’ < 2/, é suficiente
mostrar que z = x — y satisfaz essa condicao. Temos:
(= y)Ay]Az =z =y Al Ay <yny =0,

donde segue que (z — y) Ny < 2. O
22. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados x,y € P, entdo:

(a) (zAy) =2y

(b) (x—=y) =a"Ny;

)

(C (m/\y)// — 1,// /\y//;
(d) (z—=y)" =2" ="

Demonstragao. Comegamos provando (a). Dado z € P, temos:
AN AY) =0 A2)ANy=0<= 2 A2 <y <= 2<2 Y,

o que prova que x — y' é o maior z € P tal que zA (zAy) = 0. Vamos agora
mostrar (b). Em primeiro lugar, vamos mostrar que se z A (z — y) = 0
entao z < x’ Ay'. De fato, usando o Lema 20 obtemos:

AT <z2A(x—y)=0, zAy<zA(x—y) =0,

donde segue que z < z”, z < ¢/ e portanto z < z” A gy/. Para completar
a prova de (b), devemos verificar que (2’ Ay') A (z — y) = 0. Usando o
Lema 21, obtemos:

(@' AN IN(x = y) < (@AWY = 2")=2" ANy A — )] <2"nz’ =0.
A afirmacao (c) segue de (a) e (b):
(e Ay)' = (o o) =" Ny
Finalmente, provemos (d). Note que para todo z € P, temos:
2N <Y = GAVANY =0 2N (= y) =0=2<(z = y)

onde na segunda equivaléncia usamos o item (b). Temos entao que (z — y)”
¢ o maior z € P tal que z A z” <4v/. O

23. Lema. Seja P uma dlgebra de Heyting. Dados x,y € P, entdo:
(zAy) = (" Vy)"
Demonstragdo. Em vista do Lema 15 e do item (c) do Lema 22, temos:
(@' Vvy) =a" Ny = (zNy)".
Dali, usando o Lema 19 obtemos:
(zAy) = (@AY =@ Vy)" O

24. Corolario. Se P é uma dlgebra de Boole entao (x ANy)' =z’ Vi, para
todos x,y € P.

Demonstragao. Segue do Lema 23 e do Lema 18. U
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25. Definigao. Se P é uma &lgebra de Heyting, entao um elemento z € P
¢ dito reqular se " = x. Denotamos por P8 o subconjunto de P formado
pelos elementos regulares.

Evidentemente, 0,1 € P8,

26. Exemplo. Seja P a &lgebra de Heyting de abertos de um espaco to-
polégico (Exemplo 11). Temos que um aberto U é um elemento regular de
P (dizemos entao que ele é um aberto regular) se U coincide com o interior
de seu fecho. De fato, recorde que U’ é o interior do complementar de U e
também o complementar do fecho de U. Dai:

U" = (U =int (T)°) = int(D).
27. Lema. Se P é uma dlgebra de Heyting entdo para todo x € P temos
x' € P8,
Demonstracao. Segue diretamente do Lema 19. U

28. Lema. Se P ¢ uma dlgebra de Heyting e x € P entao x” é o menor
elemento y € P™8 tal que x < y.

Demonstracdao. Pelo Lema 27, 2" é regular e pelo Lema 18 temos = < z”.
Se y é um elemento regular e x < y entao, em vista do Lema 14, temos
ylgwlexllgy//:y‘ D

29. Lema. Se P ¢ uma dlgebra de Heyting e x,y € P entao:
rANye P x—ye P8,
Demonstragao. Segue diretamente dos itens (c) e (d) do Lema 22. O

30. Lema. Se P ¢ uma dlgebra de Heyting entao P8, munido da ordem
parcial induzida de P, é um reticulado limitado cujo menor e maior elemento
coincidem com o menor e mator elemento de P, respectivamente. Dados
x,y € P™8 entdo o infimo de {x,y} em P™8 é x Ny e o supremo de {z,y}
em P8 ¢ (xVy)'.

Demonstracao. Dados x,y € P™8 entao, em vista do Lema 29, x Ay € P8
e é claro que x Ay é o infimo de {z,y} em P™8. Segue do Lema 28 que se
x,y € P8 entao (zVy)” é o supremo de {z,y} em P™8. Assim, P™8 é um
reticulado. Finalmente, como 0,1 € P ™8, temos que P™8 é um reticulado
limitado, com os mesmos menor e maior elemento que P. O

Em vista do Lema 30, se P é uma algebra de Heyting, definimos:
Uy = (zVy)" € P,
para todos x,y € PT8.

31. Lema. Se P € uma dlgebra de Heyting entdo o reticulado limitado P8
€ também uma dlgebra de Heyting e a operacdo — de P'®% € simplesmente
a restricao da operacao — de P.
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Demonstragao. Dados x,y € P8 entao, em vista do Lema 29, temos que
r — y € P™8. Evidentemente, x — y é o maior z € P'® satisfazendo
zNhNx <y. O

32. Proposicao. Se P é uma dlgebra de Heyting entao o reticulado limi-
tado P™® ¢ uma dlgebra de Boole. Além do mais, para todo x € P8, o
complemento de x em P'™® coincide com o pseudo-complemento ' de x na
algebra de Heyting P.

Demonstracdo. Em vista do Lema 31, basta mostrar que para todo x € P™8
o pseudo-complemento 2’ de z na &lgebra de Heyting P (que, em vista do
Lema 27, estd em P'™8) é um complemento para x na &lgebra de Heyting
pPreg e

Az =0, zUz' =1.
Basta mostrar a segunda igualdade. Pelo Lema 15, temos:

(xva) =a'Na" =0,
donde x Uz’ = (zva')" =0 =1. O

33. Definigao. Se P, () sao algebras de Heyting entao um homomorfismo
de dlgebras de Heyting de P para () é uma aplicagao h : P — @ tal que:

h(z Ay) = h(z) ANh(y),  h(zVy)=hz)Vhy),
h(z = y) = h(z) = h(y), h(0) =0,
para todos z,y € P.

34. Lema. Se h: P — Q é um homomorfismo de dlgebras de Heyting entao
h(l1)=1 e:
h(z') = h(z)’,

para todo x € P. Além do mais, dados x,y € P entao x < y implica

h(z) < h(y).
Demonstracao. Temos:
h(z") = h(z — 0) = h(z) — h(0) = h(x) — 0 = h(z)’,

para todo x € P. Além do mais, h(1) = h(0') = h(0)) = 0/ = 1. Agora,
dados z,y € P, se x < y entao x Ay = x, donde:

h(z) A h(y) = hiz Ay) = h(x),
e concluimos que h(z) < h(y). O
35. Proposicao. Se P € uma dlgebra de Heyting entdo a aplicacdo:
h:P>x+—— 2" € P

€ um homomorfismo de dlgebras de Heyting.
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Demonstragao. Note que, em vista do Lema 27, h estd bem definido (i.e.,
de fato toma valores em P™8). Os itens (c) e (d) do Lema 22 nos dizem que:

h(x Ay) = h(z) Ah(y), h(z—y)=h(z) = h(y),
para todos z,y € P. Temos também:
Mz Vvy) = (zVy) =@ Ny) = (" Vvy") =2"Uy" = h(z)Uh(y),

para todos z,y € P, onde na segunda igualdade usamos o Lema 15 e na
terceira usamos o Lema 23. Obviamente, h(0) = 0. O



