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Lembramos que a integral prépria de Riemann foi definida para fungoes
limitadas f : X — R, em que X é um subconjunto limitado de R”. Um
subconjunto limitado X de R" ¢é dito Jordan mensurdvel quando a fungao
constante e igual a 1 é Riemann integravel em X (no sentido préprio). Isso
¢é equivalente a dizer que a fronteira de X tem medida de Lebesgue nula.
Subconjuntos limitados e Jordan mensurdveis de R™ sao os dominios na-
turais para se estudar integral propria de Riemann. Lembramos que uma
funcao limitada f : X — R definida num subconjunto limitado e Jordan
mensuravel X de R™ é Riemann integravel se, e somente se, o conjunto dos
seus pontos de descontinuidade tiver medida de Lebesgue nula. Para inte-
gracao improépria, consideramos dominios possivelmente ilimitados e fungoes
possivelmente ilimitadas.

Definigao 1. Um subconjunto X de R™ (n@o necessariamente limitado) é
dito Jordan mensurdvel se a intersecdo de X com qualquer bola aberta de
R"™ for Jordan mensuravel. Isso é equivalente a dizer que X NY é Jordan
mensuravel, para todo subconjunto limitado e Jordan mensuravel Y de R".
E equivalente também a dizer que a fronteira de X tem medida de Lebesgue
nula.

Definigao 2. Sejam X um subconjunto Jordan mensurédvel (ndo necessa-
riamente limitado) de R™ e f : X — R uma fungdo (ndo necessariamente
limitada). Suponha que exista uma sequéncia (Xj)r>1 de subconjuntos de
X satisfazendo a seguinte condicao:
(%) X =Upey Xk, X C Xp41, para todo k > 1, X}, é limitado, Jordan
mensuravel e f|x, é limitada e Riemann integravel, para todo k > 1.

Se o limite

(1) lim f

k—-+oco Xk

existe (podendo ser +o0o ou —oo) e nao depende da escolha da sequéncia
(Xk)k>1 satisfazendo (x), entao dizemos que a integral de Riemann imprdpria
Jx [ existe e é igual a esse limite.

Observagdo 1. A existéncia de uma sequéncia (Xj)r>1 satisfazendo (x) é
equivalente a condi¢ao de que o conjunto dos pontos em que f é descontinua
tenha medida de Lebesgue nula.

Date: 13 de abril de 2019.



INTEGRAIS MULTIPLAS IMPROPRIAS DE RIEMANN 2

Observacdo 2. Se X for limitado e f for limitada, entao a integral de Rie-
mann impropria definida acima coincide com a integral de Riemann prépria,
isto ¢, a integral de Riemann imprépria | [ existe se, e somente se, a inte-
gral de Riemann prépria | [ existe e quando ambas existem sao iguais.

Observagao 3. Se f é nao negativa (isto é, se f(x) > 0 para todo z € X),
entao o limite (1) ndo depende da escolha da sequéncia (X}),>1 satisfazendo
(*). Assim, se o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tiver medida
de Lebesgue nula e se f for nao negativa, entao a integral [ « J sempre existe
(podendo ser igual a +00).

Para estudar o caso de fungoes que assumem valores positivos e negativos,
consideramos uma decomposi¢ao da funcdo em que separamos as partes
positiva e negativa.

Definicao 3. Dada uma funcao f : X — R, definimos a sua parte positiva
fT:X — R por

_ Jf(@), se f(z) =0,
)= { 0, sef(x)<0

_ = f(=), se f(z) <0,
! (x)—{ 0, se f(x) > 0.

Temos f = f*—f~e|f[=f"+f.
O seguinte resultado d4 uma condicao necessaria e suficiente para a exis-
téncia da integral de Riemann imprépria.

Teorema 1. Sejam X C R"™ um subconjunto Jordan mensurdvel (ndo ne-
cessariamente limitado) e f : X — R uma fun¢do (ndo necessariamente
limitada). Temos que a integral de Riemann impropria fo existe (po-
dendo ser +00 ou —ox) se, e somente se, o conjunto dos pontos em que f
€ descontinua tiver medida de Lebesque nula e ao menos uma das integrais

fX f+7 fX fﬁ fOTﬁnita.

Definic¢ao 4. Dizemos que a integral de Riemann imprépria [ [ € conver-
gente se existir e for finita. Caso contrario, dizemos que ela é divergente.

Usando a Definicao 2 para integral imprépria, vale que uma integral
imprépria serd convergente se, e somente se, for absolutamente convergente,
como diz o resultado abaixo.

Teorema 2. Sejam X C R™ um subconjunto Jordan mensurdvel (ndo ne-
cessariamente limitado) e f : X — R uma func¢ao (nao necessariamente
limitada). Se o conjunto dos pontos em que f € descontinua tiver medida de
Lebesgue nula, entao a integral impropria de Riemann fX f serd convergente
se, e somente se, a integral impropria de Riemann fX |f| for convergente.
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Observacdo 4. Note que a Definicao 2 de integral impropria de Riemann
em R nao é equivalente, no caso n = 1, a definicdo que tradicionalmente é
usada nesse caso. Por exemplo, a integral

+o00
@) / senz
0

X

é convergente no sentido usual de integral imprépria de Riemann em R que
a define como sendo igual ao limite lim,_, oo fou 2% dw. Esse limite existe
e € finito. No entanto, tanto a parte positiva quanto a parte negativa do in-
tegrando em (2) tem integral +o00 e portanto a integral imprépria nao existe
no sentido da Definicao 2. Isso ocorre porque na Definicao 2 é permitido
aproximar o intervalo ilimitado X = [0, +oo[ por subconjuntos Jordan men-
surdveis arbitrarios Xj e nao necessariamente apenas por intervalos [0, u.
Usando conjuntos X}, que sao unioes finitas de intervalos disjuntos é possivel
construir sequéncias (X )x>1 satisfazendo (x) na Definicao 2 tais que o li-
mite (1) nao exista ou tal que ele exista e assuma qualquer valor desejado
pré-fixado.

Observamos que para fungdes nao negativas a Definicao 2 é equivalente
a defini¢do tradicional de integral imprépria de Riemann para funcoes de
uma variavel real e que sempre que a integral improépria existe no sentido da
Definicao 2 entao ela existe no sentido tradicional e os valores coincidem. No
entanto, como mencionamos acima, algumas func¢ées de uma variavel real
cuja integral imprépria converge no sentido tradicional nao admitem integral
no sentido da Definicao 2. No restante do texto, integrais imprdprias serao
sempre entendidas no sentido da Defini¢do 2, mesmo no caso n = 1.

Enunciamos agora uma primeira versao para o Teorema de Fubini para
integral imprépria em R2.

Teorema 3 (Fubini). Seja f : R? — R wma fungdo cuja integral de Rie-
manmn impropria ng f existe, podendo ser igual a +00 ou —oc0 (veja o Teo-
rema 1 para o critério de existéncia). Suponha que a integral [p f(x,y)dy
seja convergente para todo x € R e seja F': R — R definida por

F(z) = /R f() dy,

para todo © € R. Se o conjunto dos pontos em que F € descontinua tiver
medida de Lebesque nula', entio a integral f]RF existe e € igual a fIR? f.

A hipétese de que f]R f(x,y)dy seja convergente para todo =z € R no
enunciado do Teorema 3 é muito forte e muitas vezes nao é satisfeita. Por
isso enunciamos a seguinte versao melhorada do teorema.

INo caso de integrais préprias (isto é, f é limitada e o dominio de f é um retdngulo
limitado), esta hipdtese é desnecessdria, ji que é automaticamete satisfeita. Para integrais
improprias é possivel construir exemplos (um pouco exdticos) em que essa hipdtese néo é
satisfeita.
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Teorema 4 (Fubini). Seja f : R? — R wma funcdo cuja integral de Ri-
emann impropria fRQ f existe, podendo ser igual a +00 ou —oo. Suponha
que F: R — R seja uma funcado tal que

F(z) = /IR f () dy,

para todo x € R fora de algum conjunto de medida de Lebesgue nula (estamos
em particular assumindo que a integral do lado direito da igualdade seja
convergente para esses valores de ). Se o conjunto dos pontos em que F é
descontinua tiver medida de Lebesgue nula, entdo a integral flRF existe e €

igual a ng f.

Adendo. Se f : R?> — R é tal que a integral ng f ¢é convergente, entao
a integral f]R f(z,y)dy serd convergente para todo x € R fora de algum
conjunto de medida de Lebesgue nula. Segue entao que se for verificado
que a integral fR f(z,y) dy é divergente para todo z em algum conjunto que
nao tenha medida de Lebesgue nula (digamos, para todo  num intervalo
com mais de um ponto), entdo poderemos concluir que a integral ng fé
divergente.

Observacdo 5. Os enunciados dos Teoremas 3 e 4 e do adendo acima podem
ser reformulados trocando os papéis de z e y.

Observacdo 6. Nao perdemos generalidade em assumir nos enunciados acima
que a integral seja feita em todo o R?. Caso o dominio de f seja um sub-
conjunto Jordan mensuravel X de R? e se quisermos integrar apenas em X,
basta estender f a R? colocando valor nulo fora de X.
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Abaixo generalizamos o Teorema de Fubini para integragdo em R". Enun-
ciamos apenas a generalizacao do Teorema 4, que é o mais forte. Em R"
o enunciado fica um pouco mais complicado de escrever pois consideramos
uma decomposicao arbitraria das n varidveis de f em dois blocos, um com
p varidveis e outro com ¢ varidveis, sendo p + ¢ = n. A integral de f em
R" ficard entao igual a uma integral iterada, em que integramos primeiro
em ¢ das n varidveis de f e depois nas outras p. A funcdo o que intro-
duzimos no enunciado faz uma permutacao da ordem das varidveis e é um
artificio de notacao que nos permite falar de modo confortavel da integral
nas ¢ variaveis escolhidas para a primeira integracao (que nao sao necessa-
riamente as ¢ ultimas nem as ¢ primeiras).

Teorema 5 (Fubini). Seja f : R" — R uma fungdo cuja integral de Rie-
mann impropria f]Rn f existe, podendo ser 400 ou —o0. FEscreva

{1,2,...,n} = {i1,...,ip U{J1,-- -, Jg )
comp+q=mn edefinao:RP x R - R" fazendo o(x,y) = z, para todos
x € RP, y € RY, em que z € R™ € tal que

(Ziys o on2iy) = (X1, smp) € (24,05 25,) = (Y1, -+, Yg)-

Suponha que F : RP — R seja uma funcgado tal que

F(x) Z/]qu(a(fv,y))dyl---dyq,

para todo x € RP fora de algum conjunto de medida de Lebesque nula (es-
tamos em particular assumindo que a integral do lado direito da igualdade
seja convergente para esses valores de x). Se o conjunto dos pontos em que
F' é descontinua tiver medida de Lebesgue nula, entao a integral pr F' existe

e € igual a fIR" f.

Adendo. Se f : R™ — R é tal que a integral f]Rn f € convergente, entao a
integral qu f(a(x,y)) dy1 - - -dy, serd convergente para todo xz € RP fora
de algum conjunto de medida de Lebesgue nula. Segue entao que se for
verificado que a integral qu f(a(x, y)) dyi - - -dy, ¢é divergente para todo x
em algum conjunto que nao tenha medida de Lebesgue nula (digamos, para
todo  num conjunto aberto nao vazio), entdo poderemos concluir que a
integral [p, f é divergente.



