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1. Dia 09/08

No que segue, Dom(f) denota o dominio de uma funcao f. Entende-se
que, para quaisquer funcoes f e g, a composicao go f é a funcao com dominio
S~ (Dom(g)) tal que (go f)(z) = g(f(z)), para todo € f~*(Dom(g)).
Ezxercicio 1.1. Sejam M um conjunto e ¢, ¥, A sistemas de coordenadas em
M. Mostre que:

(1.1) ¢(Dom(p)NDom(y))NDom(X)) = ()\ogp_l)_l[)\(Dom()\)ﬂDom(l/J))]

1 a0 conjunto (1.1) ¢ igual a:

(oA o (hop™).
Conclua que se A é compativel com ¢ e com v entdo o conjunto (1.1) é

aberto (no espaco R" que contém a imagem de ¢) e a restricao de 1) o =1
ao conjunto (1.1) é de classe C°.

e que a restricao de 1 o ¢~

Ezxercicio 1.2. Sejam M um conjunto, ¢, 1 sistemas de coordenadas em M
e A uma colecao de sistemas de coordenadas em M cujos dominios cobrem
Dom(p)NDom(z)) (esse é o caso, por exemplo, se A é um atlas em M). Use o
resultado do Exercicio 1.1 para mostrar que se qualquer A € A é compativel
com ¢ e com ¥ entao ¢ é compativel com .

Exercicio 1.3. Sejam M um conjunto e A um atlas em M. Dado um sistema
de coordenadas ¢ em M e um subconjunto B de A tal que:

Dom(p) C |_J Dom()),
AEB
mostre que se ¢ é compativel com qualquer elemento de B entao ¢ é com-
pativel com A (sugestao: use o resultado do Exercicio 1.2).

Exercicio 1.4. Sejam M um conjunto e A um atlas em M.

(a) Mostre que um sistema de coordenadas ¢ em M é compativel com
A se e somente se AU {¢} é um atlas em M.

(b) Mostre que um atlas A’ em M é compativel com A se e somente se
AUA" é um atlas em M.

(c) Mostre que A é um atlas maximal em M se e somente se qualquer
sistema de coordenadas em M compativel com A pertence a A.

Exercicio 1.5. Sejam M um conjunto e A um atlas em M. Denote por Apax
o conjunto de todos os sistemas de coordenadas em M que sao compativeis
com A. Mostre que:

(a) Amax ¢ um atlas em M que contém A (sugestao: use o resultado do
Exercicio 1.2);

(b) se A’ é um atlas em M que contém A entao A" C Apax (isto é, Amax
é o maior atlas em M que contém A);

(¢) Amax € 0 tnico atlas maximal em M que contém A4;

(d) dois atlas sdo compativeis se e somente se estao contidos no mesmo
atlas maximal;
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(e) a relagao de compatibilidade é uma relagdo de equivaléncia no con-
junto de todos os atlas em M e os atlas maximais em M constituem
um conjunto escolha para as correspondentes classes de equivaléncia
(i.e., cada classe de equivaléncia contém exatamente um atlas maxi-
mal).

Ezercicio 1.6 (topologia definida por um atlas). Sejam M um conjunto e A
um atlas em M. Mostre que:

(1.2) T4 ={ACM:p(ANDom(y)) é aberto, para todo ¢ € A}

¢ uma topologia em M (em (1.2), “aberto” significa aberto no espago R™
que contém a imagem de ¢). Mostre que, se M é munido da topologia 7.4,
entao qualquer ¢ € A é um homeomorfismo com dominio aberto em M.

FEzercicio 1.7 (caracterizagao da topologia definida por um atlas). Mostre
que:

(a) se M é um conjunto, M = J,c; U; é uma cobertura de M e 7, 7’ sdo
topologias em M que fazem de cada U; um aberto de M e que indu-
zem a mesma topologia em cada U; entdo 7 = 7/ (sugestao: mostre
que a aplicagao identidade de (M, ) para (M,7’) é um homeomor-
fismo);

(b) se M é um conjunto, A é um atlas em M e se 7 é uma topologia
em M que faz com que qualquer ¢ € A seja um homeomorfismo
com dominio aberto entdo 7 coincide com a topologia 74 definida
em (1.2) (sugestao: use o resultado do item (a) para a cobertura de
M formada pelos dominios dos elementos de A).

Exercicio 1.8. Sejam M um conjunto e A, A’ atlas compativeis em M.
Mostre que:

TA= Ty
(sugestao: AU A" é um atlas e a topologia 744 satisfaz tanto a condigao
que caracteriza 74 como a condigdo que caracteriza 74/). Conclua que se
Amax € 0 atlas maximal em M que contém A entao 74 =74, -

Ezercicio 1.9. Sejam M um conjunto e A um atlas maximal em M. Se um
sistema de coordenadas ¢ : U — U pertence a A e V C U é aberto com
respeito a 74, mostre que |y : V. — (V) pertence a A (sugestao: pelo
resultado do Exercicio 1.3, basta mostrar que |y é compativel com ¢ para
concluir que ¢|y é compativel com A. E nao esquega de verificar que p|y é
um sistema de coordenadas no conjunto M!).

2. Dia 11/08

Por uma wariedade diferencidvel entenderemos um conjunto M munido
de um atlas maximal A (ou seja, o par (M, A)); subentende-se que M estd
também munido da topologia 74 definida por esse atlas. Por enquanto,
nao faremos hipdteses sobre essa topologia. Por “carta” ou “sistema de
coordenadas” numa variedade M entenderemos agora um elemento ¢ do
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atlas maximal dado A. Recorde que, de acordo com nossa definicao, dadas
variedades diferenciaveis M, N, entao uma fungao f : M — N é dita de
classe C se para todo x € M existem uma carta ¢ : U — U em M e uma
carta®): V — Vem N taisquex € U, f(U) CVeyofop t:U—=Véde
classe C* (no sentido usado em cursos de Célculo no R", i.e., diferenciais
de todas as ordens existem). A aplicagao f: M — N é um difeomorfismo
de classe C*° se f for uma bijecao de classe C*° cuja inversa é de classe C*°.

Ezercicio 2.1 (estrutura diferencidvel canonica de um espago vetorial). Seja
E um espaco vetorial real de dimensao n < 4o00. Mostre que:

(2.1) {¢:E = R": ¢ ¢ um isomorfismo linear}

é um atlas em F e que a topologia induzida por esse atlas coincide com a
topologia usual de F (i.e., a topologia definida por qualquer norma). Mostre
também que o atlas maximal que contém (2.1) consiste de todos os difeomor-
fismos ¢ : U — U de classe C*, sendo U um aberto de E' e U um aberto de
R™ (aqui “difeomorfismo de classe C*°” deve ser entendido no sentido usado
em cursos de Célculo no R™, i.e., ¢ é bijetora e tanto ¢ como ¢~ admitem
diferenciais de todas as ordens).

Ezercicio 2.2 (subvariedades abertas). Sejam (M,.A) uma variedade dife-
rencidvel e U um subconjunto aberto de M. Mostre que:

Aly = {p € A:Dom(p) C U}

é um atlas maximal em U e que a topologia definida em U pelo atlas Ay
coincide com a topologia induzida no subconjunto U pela topologia 74 (su-
gestao: para a maximalidade de Ay, use o resultado do Exercicio 1.3 com
B = A|y. Para a afirmagao sobre as topologias, mostre que a topologia
induzida em U por 74 satisfaz as propriedades que caracterizam a topologia
definida por A|y).

Ezercicio 2.3. Se M, N sao variedades diferencidveis, mostre que toda
funcao f: M — N de classe C*° é continua.

Exercicio 2.4. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma
funcao. Mostre que:

(a) se f é de classe C*° e U é uma subvariedade aberta de M entao a
restrigdo f|y : U — N também é de classe C°;

(b) se todo ponto de M pertence a uma subvariedade aberta U de M
tal que a restrigao f|y : U — N é de classe C™ entao a fungao f é
de classe C°°;

(c) se U é uma subvariedade aberta de N que contém a imagem de f
entao a fungao f: M — N é de classe C* se e somente se a fungao
f: M — U (que difere de f apenas pelo contra-dominio) é uma
funcao de classe C*°.
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Ezercicio 2.5. Se M, N sao abertos de espacos vetoriais reais de dimensao
finita entao uma funcao f : M — N é de classe C*° “no sentido de va-
riedades” (i.e., pensamos em M, N como subvariedade abertas de espacos
vetoriais reais de dimensao finita munidos do atlas diferenciavel descrito
no Exercicio 2.1) se e somente se f : M — N é de classe C*° no sentido
dos cursos de Célculo no R" (i.e., as diferenciais de f de todas as ordens
existem).

Ezercicio 2.6. Seja (M, A) uma variedade diferencidvel. Mostre que qual-
quer ¢ : U — U pertencente a A é um difeomorfismo de classe C*°, sendo U
uma subvariedade aberta de M e U uma subvariedade aberta do espaco R
que contém U , onde R™ é munido da sua estrutura diferencidvel canonica
(sugestao: a prépria ¢ é uma carta em U e a aplicacdo identidade é uma
carta em U).

Ezercicio 2.7. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
funcao de classe C*°. Mostre que se ¢ : U — U ¢é uma carta em M e
¥V — V é uma carta em N entao a funcao:

vofoplip(UNfTH(V)) —V
¢ de classe C'*° e seu dominio é um aberto do espaco R que contém a imagem
de ¢ (sugestdo: para mostrar que o dominio é aberto, use o resultado do
Exercicio 2.3. Para mostrar que a funcao é de classe C°°, use o resultado
do Exercicio 2.6 e o resultado demonstrado em aula de que a composicao de
fungoes de classe C* entre variedades é de classe C™).

Ezercicio 2.8. Mostre a reciproca do resultado do Exercicio 2.6, i.e., mostre
que se (M, A) é uma variedade diferenciavel e ¢ : U — U é um difeomorfismo
de classe C'*°, sendo U uma subvariedade aberta de M e U uma subvariedade
aberta de R"™ entao ¢ € A (sugestdo: mostre que ¢ é compativel com A.
Para isso, use o resultado do Exercicio 2.6 e o resultado demonstrado em aula
de que a composicao de fungoes de classe C'° entre variedades é de classe
C*°. Note que vocé estara usando o resultado do Exercicio 2.5 também!).

Ezercicio 2.9. Sejam A, A’ atlas maximais num mesmo conjunto M. Mostre
que a aplicacao identidade de (M, A) para (M, A") é um difeomorfismo de
classe C° se e somente se A = A’ (sugestao: mostre que se tal aplicacao
identidade é um difeomorfismo entao os atlas A e A’ sdo compativeis).

FEzercicio 2.10. Neste curso assumiremos (como parte da definigdo de atlas)
que todos os sistemas de coordenadas pertencentes a um dado atlas tomam
valores no mesmo espaco R™. Neste exercicio, no entanto, investigaremos o
que aconteceria se essa condicao fosse relaxada, i.e., se permitissemos que
sistemas de coordenadas diferentes num mesmo atlas tomassem valores em
espacos R" diferentes.
(a) Seja A um atlas num conjunto M. Mostre que, dado z € M, entao
todos os sistemas de coordenadas ¢ € A cujo dominio contém x
tomam valores no mesmo espaco R™.
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(b) Em vista do item (a), para © € M, denotamos por n(x) o nimero
natural tal que qualquer ¢ € A cujo dominio contém x toma valores
em R™®). Mostre que a funcdo z — n(z) é localmente constante.
Conclua que ela é constante em cada componente conexa de M.

FEzercicio 2.11 (variedades produto). Sejam (M, .A), (N, A") variedades di-
ferencidveis.

(a) Mostre que:
(2.2) {goxwmpGA,wGA/}

é um atlas no conjunto M x N, onde, dadas ¢ : U — ﬁ, YV = ‘7,
a funcao p x Y : U x V — U x V é definida por:

(o x ) (z,9) = (¢(x),¥(y)),

para todos z € U, y € V. O conjunto M x N, munido do atlas ma-
ximal que contém (2.2), chama-se a variedade produto da variedade
M pela variedade N.

(b) Mostre que a topologia definida pelo atlas (2.2) coincide com a topo-
logia produto da topologia definida por A pela topologia definida por
A’ (sugestao: mostre que a topologia produto satisfaz as condigoes
que caracterizam a topologia definida por (2.2)).

(c) Mostre que se U é uma subvariedade aberta de M e V' é uma sub-
variedade aberta de N entao a variedade produto U x V é uma
subvariedade aberta da variedade produto M x N (note que nao
estd se pedindo apenas para se demonstrar que U x V é aberto em
M x N, mas também que o atlas maximal que a variedade produto
M x N induz no aberto U x V coincide com o atlas maximal da
variedade produto U x V).

Ezxercicio 2.12. Sejam M, N variedades diferenciaveis e considere a varieda-
de produto M x N. Mostre que vale a seguinte propriedade universal: dada
uma variedade diferencidvel P e uma fungao f = (fi,f2) : P - M x N,
entdo f é de classe C'™ se e somente se f1 e fo sao de classe C*°. Con-
clua (tomando P = M x N e f igual a funcao identidade) que as projegoes
MxN— M, M x N — N sao de classe C*.

FEzercicio 2.13 (unicidade do produto). Dadas variedades diferencidveis M,
N, mostre que se A, A’ s2o atlas maximais em M x N e se para ambos vale
a propriedade universal que aparece no enunciado do Exercicio 2.12 entao
A = A’ (sugestao: mostre que a aplica¢ao identidade de (M x N, A) para
(M x N, A") é um difeomorfismo de classe C*).

Ezercicio 2.14 (soma de variedades). Seja ((M;, .AZ))z ¢; uma familia de va-
riedades diferenciaveis, todas com a mesma dimensao. Considere a uniao

disjunta:
M =[] ({i} x M;).
iel
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Para facilitar a exposicao, no que segue identificamos os conjuntos M; e
{i} x M;, de modo que tratamos M; como um subconjunto de M.

(a) Mostre que a uniao (J;c;A; é um atlas em M.

(b) Mostre que se M ¢ munido do atlas maximal que contém |J;c; A;
entdao (M;, A;) é uma subvariedade aberta de M, para todo i € 1.

(c) Mostre que o atlas maximal que contém (J,c;A; é o tnico atlas
maximal em M que faz de (M;, A;) uma subvariedade aberta de M,
para todo i € I.

Dadas variedades diferencidveis M, N (resp., espagos topolégicos M, N)
entdo uma fungdo f : M — N é dita um difeomorfismo local (resp., um
homeomorfismo local) se todo ponto de M pertence a um aberto U de M
tal que f(U) é aberto em N e fly : U — f(U) é um difeomorfismo de
classe C* (resp., um homeomorfismo). Evidentemente, todo difeomorfismo
local é também um homeomorfismo local e todo homeomorfismo local é uma
aplicacao aberta. Uma aplicacao f : M — N é um difeomorfismo de classe
C*° (resp., um homeomorfismo) se e somente se for um difeomorfismo local
bijetor (resp., um homeomorfismo local bijetor).

Ezxercicio 2.15. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis, ¢ : M — N um
difeomorfismo local sobrejetor e f : N — P uma funcao. Mostre que f é
de classe C'° se e somente se f o q é de classe C*°. Usando o resultado
do Exercicio 2.9, conclua que se M é uma variedade diferenciavel, N é um
conjunto, ¢ : M — N é uma funcao sobrejetora e A, A’ sao atlas maximais
em N que fazem de ¢ um difeomorfismo local entao A = A'.

FEzercicio 2.16 (cartas a valores em variedades). Seja M um conjunto e
considere uma familia (¢; : U; — Nj)ier, onde, para cada i € I, U; é um
subconjunto de M, N; é uma variedade diferenciavel e ; : U; — N; é uma
bijecao. Assuma que para quaisquer 4,j € I, o conjunto ¢;(U; N Uj) seja
aberto em Nj, o conjunto ¢;(U; NUj) seja aberto em Nj e a funcdo de
transicio ¢; o ;' pi(U; N U;) — (Ui N U;) seja um difeomorfismo de
classe C*°. Assuma também que M = J;.; U; e que todas as variedades NN;
tenham a mesma dimensao.

(a) Mostre que existe um tnico atlas maximal A em M que faz de U;
um aberto em M e de ¢; um difeomorfismo de classe C*°, para todo
i € I (sugestao: mostre que a colecao formada pelas composi¢oes
1 o ;, com ¢ percorrendo [ e 1) percorrendo o atlas maximal de N;
é um atlas em M e seja A o atlas maximal que contém esse atlas).
(b) Considere a aplicagao sobrejetora:

q: U ({i} x \;) 2 (4,2) — ¢; '(z) € M,
iel
sendo o dominio de g munido do atlas maximal considerado no

Exercicio 2.14. Mostre que a propriedade exigida para o atlas ma-
ximal A no item (a) é equivalente a condicdo de que ¢ seja um
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difeomorfismo local (levando em conta o resultado do item (b), note
que vocé poderia mostrar a unicidade do atlas maximal A em M
satisfazendo a propriedade exigida no item (a) usando o resultado
do Exercicio 2.15);

(c) mostre que a topologia 74 definida pelo atlas A do item (a) é a unica
que faz de cada U; um subconjunto aberto de M e de cada aplicagao
; um homeomorfismo (sugestdo: use o resultado do item (a) do
Exercicio 1.7).

Ezxercicio 2.17. Se M é um conjunto, N é uma variedade diferenciavel e
se o : M — N é uma fungao bijetora, mostre que existe um unico atlas
maximal em M que faz de ¢ um difeomorfismo de classe C*° (note que esse
resultado é o caso particular do resultado do Exercicio 2.16 em que a familia
de bijegoes é unitaria).

Exercicio 2.18. Seja M uma variedade diferencidvel. Mostre que:

(a) M é um espago topolégico T1 (i.e., os subconjuntos unitarios de M
sao fechados);

(b) M é um espago topolégico localmente compacto, i.e., todo ponto de
M possui um sistema fundamental de vizinhangas compactas (recor-
de que um sistema fundamental de vizinhancas de um ponto é um
conjunto de vizinhancas desse ponto tal que qualquer vizinhanca do
ponto contém uma que pertence a esse conjunto);

(c) se M é um espago topoldgico T2 (i.e., Hausdorff) entao M é um
espaco topoldgico T3 (i.e., é T1 e todo ponto possui um sistema
fundamental de vizinhangas fechadas);

(d) M satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade (i.e., todo ponto
de M possui um sistema fundamental de vizinhangas enumeravel);

(e) M é localmente conexa por arcos (i.e., todo ponto de M possui um
sistema fundamental de vizinhangas conexas por arcos).

Dados um espaco topoldgico X, um conjunto Y e uma funcao q: X — Y,
recorde que a topologia co-induzida ou topologia quociente definida por ¢ em
Y é a colecao:

{Ucy: ¢ 1 (U) é aberto em X}
A topologia quociente é caracterizada pela seguinte propriedade universal:
dado um espago topoldgico Z e uma funcao f : Y — Z entao f é continua
se e somente se foq: X — Z é continua.

Exercicio 2.19. Sejam X, Y espagos topoldgicos e g : X — Y uma fungao.
Mostre que se ¢ é continua, aberta e sobrejetora (esse é o caso, por exemplo,
se ¢ ¢ um homeomorfismo local sobrejetor) entao Y estd munido da topologia
quociente definida por q.

Ezercicio 2.20 (reta com duas origens generalizada). Seja A um subconjunto
aberto de R e considere em R x {0, 1} a relacdo de equivaléncia ~ definida
por:

(ﬁ,i) ~ (y,y) — (.T,Z) = (y,]) our=yeA
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Seja M = (IR X {0,1})/~ e denote por ¢ : R x {0,1} — M a aplicagao
quociente. Para ¢ € {0, 1}, considere a aplicagao:

@i i q(R x {i}) 3 q(z,i) — z € R.

(a) Mostre que A = {¢o, ¢1} é um atlas em M.

(b) Mostre que a topologia definida pelo atlas A coincide com a topologia
quociente, onde R x {0,1} é munido da topologia produto da topo-
logia usual de R pela topologia discreta de {0, 1} (sugestao: mostre
que se M é munido da topologia 74 entdo g é um homeomorfismo
local e use o resultado do Exercicio 2.19).

(¢) Mostre que se A # () e A # R entdo M nao é Hausdorfl (sugestao:
considere um ponto pertencente ao fecho de A que nao estd em A).

(d) Mostre que se A # () entdo M é conexa (sugestdao: qual é a imagem
inversa por ¢ de um subconjunto aberto e fechado de M?).

Ezxercicio 2.21. Defina o conjunto M como no Exercicio 2.20, sendo A o in-
tervalo |—o0, 0] (que nao é aberto em R). Considere M munido da topologia
quociente. Mostre que:

(a) M é homeomorfo ao subconjunto C' do plano R? obtido pela unido
de trés semi-retas distintas com a mesma origem O;

(b) M nao admite um atlas diferenciavel que define sua topologia (su-
gestao: M nao é nem mesmo uma variedade topoldgica! Se fosse, o
ponto O € C possuiria uma vizinhanga aberta V relativa a C' home-
omorfa a um intervalo aberto. Quantas componentes conexas tem

v\ {0}7).

Ezercicio 2.22 (reconstruindo uma variedade a partir de fungoes de tran-
sicdo). Seja (N;)icr uma familia de conjuntos e, para cada 4, j € I, seja oy
uma fungao bijetora cujo dominio Dom(c;;) é um subconjunto de N; e a
imagem Im(a;;) é um subconjunto de NN;. Defina no conjunto:

(2.3) U ({1} x o)
i€l
uma relagao bindria ~ fazendo:
(i,2) ~ (j,y) <= 2 € Dom(ayj) e y = oy(x), 4,5 €I, x € N, y € Nj.
Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia se e somente se valem as se-

guintes condigoes:

(i) ay; é a aplicacao identidade do conjunto NNV;, para todo i € I;
(ii) ay; € a fungdo inversa de «;j, para todos ¢,j € I;
(iii) para todos 1, j,k € I, dado = no dominio de «; tal que a;;(z) esta
no dominio de o, entao x estd no dominio de ay e:

aik(z) = A5k (az’j(fﬂ))-
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Assuma agora que ~ é uma relagao de equivaléncia (ou, equivalentemente,
que as condigoes (i), (ii), (iii) sejam satisfeitas), denote por M o quociente
de (2.3) por ~ e denote por:

¢: | J{i} x Vi) — M
el
a aplicacdo quociente. Assuma também que cada IN; seja uma variedade
diferencidvel, todas com a mesma dimensao, e que as aplicagoes «;; sejam
difeomorfismos de classe C° entre subconjuntos abertos. Para cada ¢ € I,
seja U; = q({z} X Ni) C M e considere a aplicacao:

i U; 2 q(i,x) — x € N,.
Use o resultado do Exercicio 2.16 para mostrar que existe um unico atlas

maximal em M que faz de U; um aberto em M e de ¢; um difeomorfismo
de classe C'*°, para todo i € 1.

3. Dia 16/08

Se M é uma variedade diferencidvel e x € M é um ponto, consideramos
o espago tangente T, M construido da seguinte forma:

TyM ={v:1— M |ICR aberto, 0 € I, v de classe C*° e v(0) =z} /~

onde a relacdo de equivaléncia ~ é definida fazendo v ~ u se e somente se
para qualquer carta ¢ : U — U (ou, equivalentemente, se e somente se para
alguma carta ¢ : U — U) com z € U temos (¢ o) (0) = (pop)'(0). A
estrutura de espaco vetorial real em T, M é a tnica que torna a bijegao:

(3.1) ey 1 TeM 3 [y] — (p©07)'(0) € R

um isomorfismo linear, para toda carta ¢ : U — Ucomaz €U , onde
[7] denota a classe de equivaléncia da curva 7. Se M, N sao variedades
diferenciaveis, x € M é um ponto e f: M — N é uma funcao de classe C'*
entao a diferencial df, : TyM — TN de f no ponto z (também denotada
por df(z)) é a aplicacao linear definida por:

(3.2) dfz (V) =[fen), [V € TuM.

Exercicio 3.1. Seja F um espago vetorial real de dimensao finita. Dado
x € FE, mostre que a aplicagao:

o T,Es[]—~(0)cE

estd bem definida e é um isomorfismo linear. A partir da préxima aula, o

isomorfismo o serd usado para identificar T, F com E.

Ezercicio 3.2. Sejam M uma variedade diferenciavel, U uma subvariedade
aberta de M e x € U. Se i : U — M denota a aplicagao inclusao (que é de
classe C'*°, ja que é a restrigdo a U da aplicagao identidade), mostre que a
diferencial di, : T,U — T, M é um isomorfismo linear. A partir da préxima
aula, o isomorfismo di, sera usado para identificar T,,U com T,M.
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Ezercicio 3.3. Sejam FE, F espacos vetoriais reais de dimensao finita, U um
aberto de E, f : U — F uma funcao de classe C*° e x € U. Denote por
dfy : ToU — Ty, F a diferencial de f no ponto x “no sentido de variedades”
(i.e., definida como em (3.2)) e por df? : E — F a diferencial de f no ponto
x no sentido usado em cursos de Calculo no R"™. Se ¢ : U — E denota a
aplicacao inclusao e os isomorfismos ¢ sao definidos como no Exercicio 3.1,
mostre que o seguinte diagrama é comutativo:

dfe
T,U —— T I
dig
(3.3) T,E = | 0%,
o ~
arg

ou seja:
dfe oof o di, = O'?(m) odfs.
O resultado desse exercicio nos diz que, uma vez feitas as identificagoes:
U =T, E=E, Ti,)F=F,

a diferencial df, coincide com a diferencial d fﬁ (de modo que, a partir da
préxima aula, a distingdo entre as duas serda abandonada).

Exercicio 3.4. Formule de forma cuidadosa e demonstre as seguintes afir-
macoes:

(a) se M, N sao variedades diferenciaveis, f : M — N é uma aplicagao

de classe C*°, U C M é uma subvariedade aberta e z € U é um

ponto entao, a menos da identificacao T,U =2 T, M, as diferenciais:

coincidem (sugestao: f|y é a composi¢ao de f com a aplicagao in-
clusdo de U em M);

(b) se M, N sao variedades diferencidveis, f : M — N é uma aplicagao
de classe C*°, U C N é uma subvariedade aberta que contém a
imagem de f, fO: M — U é a funcdo que difere de f apenas pelo
contra-dominio e x € M é um ponto entao, a menos da identificacao
Tr2)U = Trz)N, as diferenciais:

dfp : ToM — Ty N,  dfd: ToM — T U
coincidem (sugestao: a aplicagdo f é a composigao da aplicagao in-
clusdo de U em N com a aplicacao f°);

(c) se M é uma variedade diferencidvel, ¢ : U € M — U C R™ é uma
carta e x € U é um ponto entao, a menos das identificacGes:

T,U 2 T,M, TpmU =2 TymR" = R",
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a diferencial dy, : T,U — Tcp(z)f] coincide com o isomorfismo linear
M T, M — R™ (veja (3.1)).

FExercicio 3.5. Mostre que:

(a) se M é uma variedade diferencidvel entao a diferencial num ponto
x € M da aplicacao identidade de M é a aplicacao identidade de
T, M,

(b) se M, N sao variedades diferencidveis e se f : M — N é uma
aplicagao constante entao f é de classe C° e a diferencial df, é a
aplicacao nula, para todo x € M;

(c) se M, N sao variedades diferencidveis e f : M — N é um difeomor-
fismo de classe € entao dfy : TuM — Ty N € um isomorfismo
linear cujo inverso é d(f_l)f(x);

(d) se M, N sao variedades diferencidveis e f : M — N é um difeo-
morfismo local entao dfy : Ty M — Tty N é um isomorfismo linear,
para todo = € M.

Ezercicio 3.6 (vetor tangente). Se M é uma variedade diferencidvel, I C R
é um aberto e v : I — M ¢é uma aplicacao de classe C'° entao, para todo
t € I, definimos o vetor tangente +'(t) € T, M fazendo:

Y (t) = dye(1),

onde dvy : Tt — T, ;) M ¢ a diferencial de y no ponto ¢ e identificamos T3/
com TiR e com R. Mostre que:

(a) se N é outra variedade diferencidvel e f : M — N é uma aplicagao
de classe C*° entao:

(for) () =dfym (Y (1),

para todo t € I;

(b) se 0 € I entdao o vetor tangente 7/(0) é precisamente a classe de
equivaléncia [y] € T, )M da curva vy (sugestdo: vocé deve verificar
que o elemento de Tpl que ¢é identificado com 1 € R ¢é a classe de
equivaléncia da aplicacao identidade de I).

Ezercicio 3.7 (espago tangente ao produto). Sejam M, N variedades diferen-
cidveis e considere a variedade produto M x N. Denote por 7' : M xN — M,
72 : MxN — N as projecdes. Dados z € M, y € N, mostre que a aplicacio:

(dW(la:,y)adWQ ): T (M x N) — T, M x TyN

(z,y) z,y)

é um isomorfismo linear.

Ezercicio 3.8. Sejam M, N, P variedades diferencidveis e considere a vari-
edade produto M x N. Seja f = (f!, f?): P — M x N uma aplicacio de
classe C*°. Dado x € P, mostre que, usando a identificagao:
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dada pelo Exercicio 3.7, entao a diferencial de f no ponto z ¢é igual a:

Ezxercicio 3.9. Sejam M, N, P variedades diferencidveis e considere a va-
riedade produto M x N. Sejam U uma subvariedade aberta de M x N e
f U — P uma funcao de classe C*°. Dado um ponto zo € M, podemos
definir sobre o aberto:

Uyy = {yGN: (zo,y) € U}
a fungao:
f($07') : Uaco 9y»—>f(w0,y) S

Mostre que a funcao f(xg, ) é de classe C* e que sua diferencial num ponto
yo € Uy, é igual a restricao de df(xo,yo) a Ty, N, onde identificamos T}, Uy,
com Tyo N, Ty yo)U com T oy (M XN), Ty o) (M x N) com Ty M X Tyy N
como no Exercicio 3.7 e identificamos Ty, N com {0} x Ty, N (sugestao:
f(xo,-) é a composigao de f com a fungdo y — (xg,y)). A diferencial no
ponto yo da funcdo f(zp,-) é normalmente chamada a diferencial parcial

de f com respeito a sequnda varidvel no ponto (zg,yp) e é denotada por

d2.f (w0, o) ou por 5L (o, yo).

Nos dois exercicios a seguir ndés apresentaremos duas “abordagens axi-
omaticas” para a nogao de espaco tangente. A primeira faz referéncia direta
a cartas e ao espago R™. A segunda nao faz, mas é mais complicada.

Se E, I sdo espacos vetoriais reais de dimensao finita, U C E é um aberto,
f:U — F é uma aplicagao de classe C*° e x € U é um ponto, denotaremos
(como no Exercicio 3.3) nos dois exercicios que seguem por df® : E — F a
diferencial de f no ponto x no sentido usado em cursos de Calculo no R".

Ezercicio 3.10. Sejam dadas:

e uma regra que a cada variedade diferenciavel M e a cada ponto
x € M associa um espaco vetorial real T, M;
e uma regra que a cada variedade diferencidavel M, a cada carta

0:UCM-—UCR"
e a cada ponto x € U associa um isomorfismo linear:
oM T, M — R".
A respeito do par de regras acima, considere a seguinte condigao: para toda
variedade diferencidvel M, para quaisquer cartas ¢ : U C M — U C R",

Yv:VCM— VCcR e para todo ponto z € U NV, o seguinte diagrama ¢é
comutativo:

TyM

o N

R™ R™
d(woﬂpil)g(z)
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ou seja:
-1 M M

d(@op )g(m) oy =Yy -
O objetivo do exercicio é mostrar a unicidade, a menos de isomorfismos, de
um par de regras (z, M) > T, M, (z, ) — oM satisfazendo a condicio aci-
ma (a existéncia é demonstrada pela apresentagao da construgao de espago
tangente em termos de classes de equivaléncia de curvas). Mais precisamen-
te, sejam:
(z, M) — T, M, (z,9) — oM, (z, M) — T, M, (z,¢) — @M,
pares de regras satisfazendo a condicao acima. Mostre que existe uma regra

que a cada variedade diferenciavel M e a cada ponto x € M associa um
isomorfismo linear:

™. T,M — T, M
tal que, para toda variedade diferenciavel M, para toda carta
p:UCM—UCR"
e para todo ponto x € U, seja comutativo o diagrama:

M

T, M Te T, M
(3.5)
oM oM
]Rn

ou seja:

-M M M
Py OTy =¥z

~ . . .z . M . A
(sugestao: o diagrama (3.5) ja diz como 7" deve ser definida! Vocé tem que

mostrar apenas que Té\/j nao depende de ).

Ezercicio 3.11. Sejam dadas:

e uma regra que a cada variedade diferencidvel M e a cada ponto
x € M associa um espaco vetorial real T, M;

e uma regra que a cada par de variedades diferenciaveis M, N, a cada
fungdo f : M — N de classe C*° e a cada ponto x € M associa uma
aplicacao linear dfy : Ty M — Ty ;) N;

e uma regra que a cada espago vetorial real de dimensao finita ' e a
cada ponto z € F associa um isomorfismo linear o : T, E — E.

A respeito da trinca de regras acima, considere as seguintes condicGes:

(a) se M, N, P sao variedades diferencidveis, f : M — N, g: N — P
sao funcgoes de classe C*° e x € M é um ponto entao:

d(go f)z = dgf(x) odfz;

(b) se M é uma variedade diferenciavel, Id : M — M denota a aplicagao
identidade e x € M é um ponto entao d(Id), é a aplicagao identidade
de T, M;
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(c) se M é uma variedade diferencidvel, U C M é uma subvariedade
aberta, i : U — M denota a aplicacao inclusao e x € U é um ponto
entao di, : T,U — T, M é um isomorfismo linear;

(d) se E, F sao espacos vetoriais reais de dimensao finita, U C E é um
aberto, f : U — F é uma aplicacao de classe C*° e x € U é um
ponto entao o diagrama (3.3) comuta.

O objetivo do exercicio é mostrar a unicidade, a menos de isomorfismos, de
uma trinca de regras (z, M) — T, M, (z, f) — dfs, (z, E) — oF satisfazen-
do as condigoes (a)—(d) acima (a existéncia é demonstrada pela apresen-
tagao da construcao de espaco tangente em termos de classes de equivaléncia
de curvas). Mais precisamente, sejam:

(@, M) — LM, (2,f)—dfs, (2,E)— 0y,

(@, M) —To M, (,f) — dfs, (2,E) — 37,
trincas de regras satisfazendo as condigoes (a)—(d) acima. Vocé deve mos-
trar que existe uma regra que a cada variedade diferenciavel M e a cada
ponto x € M associa um isomorfismo linear:

Téw T, M — T, M
tal que:
(i) dadas variedades diferencidveis M, N, uma fungdo f : M — N de
classe C°° e um ponto x € M entao o diagrama:

dfz

.M Ti)N
72! l iﬁ%z)

comuta, i.e., df, oM = T]Jc\(fx) odfy;
(ii) dado um espago vetorial real de dimensao finita E e um ponto z € E
entao o diagrama:

T,E
Xg\
. E
oy
T.E

comuta, i.e., ¢F o 7F = oF.

A estratégia sugerida é a seguinte: comece mostrando que a trinca de regras
(x, M) TuM, (z, f) = dfs, (z, E) — of da origem a uma regra:

(2, ) — oM
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como a do Exercicio 3.10; vocé pode entao usar o resultado daquele exercicio
para obter a regra desejada (z, M) ~ 7M. Dadas uma variedade diferen-
cidvel M, uma carta ¢ : U C M — UcCR"eum ponto z € U, defina
oM . T,M — R"™ de modo que o diagrama:

dig

T.U T.M
M
d@xl ‘Px
~ N
n
To@)U () ToR U]R?) R”
e(x

seja comutativo, onde ¢ : U — M, 7 : U — R™ denotam as aplicacoes
inclusdo. Para mostrar que p} é um isomorfismo, use as condigdes (a) e (b)
e conclua que dp, é um isomorfismo. Para mostrar que o diagrama (3.4)
comuta, a seguinte estratégia é conveniente: em primeiro lugar, mostre que
se W é um aberto contido em U e ¢|w : W — (W) denota a restri¢ao da
carta ¢ a W, entao:
(plw)a’ =z

para todo x € W. Em vista dessa ultima igualdade, vocé pode supor sem
perda de generalidade, para provar a comutatividade de (3.4), que as cartas
© e 1 possuam o mesmo dominio. Vocé vai precisar entao aplicar a condicao
(d) para a fungdo de transiciao 9o ~!. Finalmente, vocé precisa mostrar que
a regra (z, M) + M obtida usando o resultado do Exercicio 3.10 satisfaz
as condigoes (i) e (ii). Para isso, é conveniente mostrar primeiro que as
regras (z, f) + dfs, (z,E) — of podem ser pensadas como se fossem
definidas a partir da regra (z, p) — oM da seguinte forma: dadas variedades
diferencidveis M, N, uma fungao f : M — N de classe €, um ponto
reMecartasp: UCM —-UCR™", ¢v:VCN-=>VCR"comzxeUe
f(U) C V entao o diagrama:

dfe
.M ! Ty N

m Rn
d(yofop=1)%

()

comuta. Além do mais, dados um espaco vetorial real E' de dimensao finita
e um isomorfismo linear ¢ : F — R™ (que é uma carta em E) entao, para
todo z € F, o diagrama:

g

oF %

Rn

E
x

T.F E

comuta.
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4. D1a 18/08
Recordamos os seguintes enunciados dos cursos de Calculo no R™.

4.1. Teorema (da fungao inversa). Seja f : U — R"™ uma fun¢ao de classe
C* onde U € um subconjunto aberto de R"™. Sexy € U € tal que a diferencial
df(xzo) : R™ — R"™ seja um isomorfismo entdo existe um aberto V.. C R™
com xg € V C U, tal que f(V) é aberto em R™ e fly : V — f(V) € um
difeomorfismo de classe C'°.

4.2. Teorema (da funcdo implicita). Seja f : U — R"™ uma funcdo de classe
C>®, onde U é um subconjunto aberto de R™ x R™. Sejam (xo,yo) € U e
¢ = f(xo,y0). Se a diferencial %(mo,yo) : R™ — R™ de f com respeito
a sequnda varidvel no ponto (xg,yo) € um isomorfismo entdo existem um
subconjunto aberto V- de R™, um subconjunto aberto W de R™ e uma funcao
a:V = W de classe C* tais que xg € V, yo € W, V. x W C U e, para
quaisquer x € V, y € W, temos:

f(z,y) = c <=y = az).

4.3. Teorema (forma local das imersoes). Seja f: U — R"™ uma fung¢do de
classe C°°, onde U é um subconjunto aberto de R™. Seja xg € U e suponha
que f seja uma imersao no ponto xo (i.e., que df(xzo) seja injetora). Entdo
existem subconjuntos abertos V, V de R", um difeomorfismo ¢ : V — 1%
de classe C*° e um subconjunto aberto U' de R™ tais que zg € U C U,
fuhycve:
o(f(2)) = (2,0) e R" x R ™ = R",

para todo z € U'.

4.4. Teorema (forma local das submersoes). Seja f: U — R™ uma fung¢do
de classe C°°, onde U é um subconjunto aberto de R™. Seja xog € U e supo-
nha que f seja uma submersao no ponto xy (i.e., que df(xzg) seja sobreje-
tora). Entdo existem subconjuntos abertos V., V de R™ e um difeomorfismo
o:V — V de classe C* tais que xg €V CU e:

F(971(z2) ==,
para todo (z,2') € V.C R™ =2 R™ x R™".
4.5. Teorema (do posto). Seja f : U — R™ uma funcdo de classe C*°, onde
U € um subconjunto aberto de R™. Suponha que o posto de df(z) seja igual

a um certo numero natural v, para todo ponto x € U. Dado xg € U, existem
entao subconjuntos abertos V, V de R™, subconjuntos abertos W, W de R™
e difeomorfismos:
bV —V, \:W-—W
de classe C* tais que xg € V. C U, f(U) C W e:
Af(o71(z,2")] = (2,0) e R" x R"" = R",

para todo (z,2/) € V. C R™ 2 R" x R™",
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Nos Exercicios 4.1 a 4.5 pedimos para vocé generalizar para variedades
os resultados dos teoremas acima (a generalizacao do teorema da funcao
inversa foi feita em aula).

FEzercicio 4.1 (teorema da funcao inversa). Sejam M, N variedades diferen-
ciaveis e f : M — N uma funcéo de classe C*°. Dado x¢g € M tal que
df(zo) : ToyuM — Tt(zo)N € um isomorfismo, mostre que existe um aberto
V em M contendo xg tal que f(V) é aberto em N e fly : V — f(V) é um
difeomorfismo de classe C*°.

Ezercicio 4.2 (teorema da fungao implicita). Sejam M, N, P variedades dife-
rencidveis e f : U — P uma funcao de classe C*°, onde U é uma subvariedade
aberta da variedade produto M x N. Sejam (xo,y0) € U e ¢ = f(zo,y0) € P.
Assuma que a diferencial parcial %(SUQ, yo) : TyyN — T¢.P seja um isomor-
fismo (veja Exercicio 3.9). Mostre que existem um subconjunto aberto V'
de M, um subconjunto aberto W de N e uma funcao « : V — W de classe
C®taisquexg € V,yo € W,V x W CU e, para quaisquer z € V, y € W,
temos:
f(@,y) = c <=y =alx).

FEzercicio 4.3 (forma local das imersoes). Sejam M, N variedades diferen-
ciaveis e f : M — N uma funcao de classe C*°. Seja x¢9 € M e suponha
que f seja uma imersao no ponto xg (i.e., que df(xg) seja injetora). Mostre
que, dada uma carta ¢ : U C M — U C R™ com zg € U entao existem
uma carta v : V.C N — V C R™ e um subconjunto aberto U’ de M com
xoeU CU, f(U)CVe:

vIf(7(2)] = (2,00 € R™ x R" ™ = R",
para todo z € o(U’).

Ezercicio 4.4 (forma local das submersoes). Sejam M, N variedades dife-
rencidveis e f : M — N uma func¢ao de classe C'*°. Seja xg € M e suponha
que f seja uma submersao no ponto xg (i.e., que df(zg) seja sobrejetora).
Mostre que, dada uma carta ¢ : V. C N — V C R™ com f(xo) € V entao
existe uma carta ¢ : U C M — U C R™ com zg € U, f(U) C V e

Y[fle7H(z2))] = 2,
para todo (z,2') € U C R™ = R" x R™™™,

FEzercicio 4.5 (teorema do posto). Sejam M, N variedades diferencidveis e
f: M — N uma funcdo de classe C*°. Suponha que o posto de df(x) seja
igual a um certo nimero natural r, para todo ponto x € M. Dado zg € M,
mostre que existem cartas:

¢:UCM—>[7CRm7 ¢5VCN—>‘~/C]R”
tais que xzo € U, f(U) C V e
B[F (71 #))] = (2,0) € RT x R =R,
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para todo (z,2) € U € R™ = R" x R™.

FEzercicio 4.6 (reciproca do item (d) do Exercicio 3.5). Sejam M, N varie-
dades diferencidveis e f : M — N uma funcgao de classe C"*°. Mostre que
f é um difeomorfismo local se e somente se df(z) é um isomorfismo, para
todo x € M (sugestao: use o teorema da funcao inversa).

Ezxercicio 4.7. Sejam M, N variedades diferenciaveis, f : M — N uma
funcao de classe C*° e suponha que f seja uma imersao num ponto xg € M.
Mostre que existe um aberto U em M tal que g € U e fly : U — f(U)
seja um homeomorfismo, onde f(U) é munido da topologia induzida por N
(sugestao: use a forma local das imersoes, notando que a “imersao padrao”
z + (z,0) é um homeomorfismo sobre sua imagem). Note que ndo estd se
dizendo que se f é uma imersao entao f é um homeomorfismo local, ja que,
em geral, f(U) nao serd aberto em N (em alguns casos, nao serd aberto nem
mesmo na imagem de f, como veremos).

Ezercicio 4.8. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
funcao de classe C°°. Mostre que se f é uma submersao entao f é uma
aplicagao aberta (sugestao: use a forma local das submersoes, notando que
a “submersao padrao” (z,z') — z é aberta).

Exercicio 4.9. Sejam FE, F espagos vetoriais reais de dimensao finita e
Lin(E, F') o espaco das transformagoes lineares de E para F'. Mostre que a
funcao:
Lin(E,F) 5 T  posto(T)

é semi-continua inferiormente!, i.e., se T € Lin(E, F) tem posto r entdo
existe uma vizinhanca de 7' em Lin(E, F') tal que qualquer 7" pertencente a
essa vizinhanga tem posto maior ou igual a r. Conclua que o conjunto das
transformagoes lineares T' € Lin(F, F') de posto maximo (i.e., cujo posto é o
maior possivel, ou seja, igual a min{dim(FE), dim(F")}) é aberto em Lin(F, F')
(note que, se dim(F) < dim(F'), entdo T': E — F tem posto maximo se e
somente se T for injetora e, se dim(E) > dim(F), entdo T : E — F tem
posto maximo se e somente se 1" for sobrejetora). Conclua também que se
M, N sao variedades diferencidveis e f : M — N é uma funcao de classe
C™ entao o conjunto dos pontos z € M em que df(z) tem posto maximo
é aberto em M (sugestao: considere uma representagao f = o fopl
de f usando sistemas coordenadas ¢, ¥ e note que a fungao z — d f (z) é
continua).

5. Dia 23/08

Os Exercicios de 5.1 a 5.6 foram resolvidos em aula.

lpara uma funcdo f definida num espago topoldgico e tomando valores em R (ou to-
mando valores num conjunto totalmente ordenado qualquer), diz-se que f é semi-continua
inferiormente num ponto x de seu dominio se dado ¢ < f(z) entdo existe uma vizinhanga
de z tal que f(z') > ¢, para todo x’ pertencente a essa vizinhanga.
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Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma funcao de classe
C*°. Uma secdo local de ¢ é uma funcao s : U — M de classe C*°, onde U
é um aberto de N, tal que g o s é a aplicacao identidade de U.

Ezercicio 5.1. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
funcéo de classe C*°. Dado x € M, mostre que ¢ é uma submersao no
ponto x se e somente se existe uma secao local s : U — M de ¢q tal que
q(z) € U e s(q(z)) = x (sugestdo: se a secdo local s existe, diferencie a
igualdade ¢ o s = Idy no ponto = para ver que dg, tem uma inversa a
direita e é portanto sobrejetora. Reciprocamente, se ¢ é uma submersao no
ponto z, use a forma local das submersoes e note que a “submersao padrao”
(z,2") + 2z admite segoes locais).

Sejam M, N variedades diferencidaveis e ¢ : M — N uma funcao de classe
C®. Uma retracdo local para ¢ é uma funcao r : V — U de classe C'*° tal
que U é aberto em M, V é aberto em N, ¢(U) C V e ro ¢|y é a aplicacdo
identidade de U.

Ezercicio 5.2. Sejam M, N variedades diferencidaveis e ¢ : M — N uma
funcao de classe C*°. Dado x € M, mostre que ¢ é uma imersao no ponto
T se e somente se existe uma retracao local 7 : V' — U para ¢ tal que z € U
(sugestao: se a retracao local r existe, diferencie a igualdade r o ¢|y = Idy
no ponto x para ver que d¢, tem uma inversa a esquerda e é portanto
injetora. Reciprocamente, se ¢ é uma imersao no ponto x, use a forma local
das imersoes e note que a “imersao padrao” z — (z,0) admite uma retracdo
local).

Ezxercicio 5.3. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis e ¢ : M — N uma
submersao sobrejetora de classe C*°. Dada uma fungao f : N — P, mostre
que f é de classe C* se e somente se f oq é de classe C*° (sugestao: use o
resultado do Exercicio 5.1).

M

| N

N?P

Ezxercicio 5.4. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis e ¢ : M — N uma
imersao de classe C*°. Se f : P — M é uma funcao continua, mostre que f é
de classe C*° se e somente se ¢o f é de classe C*° (sugestao: use o resultado
do Exercicio 5.2). Conclua que se ¢ é um mergulho entao, para qualquer
funcao f : P — M (que nao precisa ser assumida continua a priori) temos
que f é de classe C™ se e somente se ¢ o f é de classe C'°.

N
¢VT¢
P?M
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Ezercicio 5.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e ~ uma relagao de
equivaléncia em M. Se A, A’ sao atlas maximais no conjunto quociente
M/~ que fazem da aplicacao quociente q : M — M/~ uma submersao de
classe C°°, mostre que A = A’ (sugestao: mostre que a aplicagao identidade
de (M/~,A) para (M/~, A") é um difeomorfismo de classe C* usando o
resultado do Exercicio 5.3).

Ezercicio 5.6. Sejam M uma variedade diferenciavel e N um subconjunto
de M. Sejam A, A" atlas maximais em N. Mostre que:

(a) se A e A fazem da aplicagao inclusdo i : N — M um mergulho de
classe C* entao A = A';

(b) se A e A" definem a mesma topologia em N e fazem da inclusdo
i : N — M uma imersao de classe C° entdao A = A’ (sugestao
para ambos os itens: mostre que a aplicacao identidade de (N, .A)
para (N, A’) é um difeomorfismo de classe C*° usando o resultado
do Exercicio 5.4).

Ezxercicio 5.7. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ¢ : M — N uma
submersao sobrejetora de classe C*° (por exemplo, N poderia o conjunto
quociente M /~, onde ~ é uma relacao de equivaléncia em M, e N é muni-
da de um atlas maximal que faz da aplicagdo quociente ¢ uma submersao
de classe C*). Mostre que a topologia definida pelo atlas de N coincide
com a topologia quociente definida por ¢ (sugestao: use o resultado dos
Exercicios 2.19 e 4.8).

Exercicio 5.8. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
imersao de classe C*°. Mostre que todo ponto de M pertence a um aberto
U relativo a M tal que f|y : U — N é um mergulho (sugestao: isso segue
diretamente do resultado do Exercicio 4.7).

Exercicio 5.9. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
funcao. Suponha que para cada x € M exista um aberto V em N contendo
f(x) tal que f~1(V) é aberto em M e tal que a restricio:

flg-rry : f7H(V) — N
seja um mergulho de classe C*°. Mostre que f é um mergulho de classe C'*°
(veja sé: em vista do resultado do Exercicio 5.8, toda imersao é localmente
um mergulho, de modo que se f é localmente um mergulho nao segue que
f é um mergulho. No entanto, se f é “localmente um mergulho” no sentido
mais forte considerado no enunciado deste exercicio, entao segue que f é
mesmo um mergulho!).

Ezercicio 5.10. Sejam M, Ny variedades diferencidveis e f : Ng — M
uma funcdo injetora. Suponha N = f(Np) munido do tnico atlas maxi-
mal A que faz da bijecdo f : Ny — N um difeomorfismo de classe C'*°
(veja Exercicio 2.17). Mostre que (N, .A) é uma subvariedade imersa de M
(resp., uma subvariedade mergulhada de M) se e somente se f: Ng — M é
uma imersao (resp., um mergulho) de classe C*° (sugestao: a aplicacdo
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inclusdo de (N, A) em M é a composigao do inverso do difeomorfismo
f:No— (N, A) com f: Ny — M).

M

7’ N
inclusao

No——=N
Ezercicio 5.11. Seja (N,.A) uma subvariedade imersa de uma variedade di-
ferencidavel M. Mostre que:

(a) a topologia em N definida pelo atlas A é mais fina do que (i.e.,
contém a) topologia induzida por M em N (sugestao: a aplicagao
inclusao de (N, A) em M é de classe C* e portanto continua);

(b) (N, A) é uma subvariedade mergulhada de M se e somente se a
topologia definida por A em N coincide com a topologia induzida
por M em N.

Ezercicio 5.12. Considere a variedade Ny obtida pela uniao disjunta das
variedades R e R\ {0} (veja Exercicio 2.14); como conjunto, Ny é:

No= (R x {1)) U((R\ {0}) x {2)).
Defina f : Ng — R?, g : Ny — R? fazendo:

f(t7 1): (t70)7 f(S,Q) = (073)7 g(t7 1): (O,t), 9(372) = (S,O),
para todos t € R, s € R\ {0}.
(a) Mostre que:

f(No) = g(No) = (R x {0}) U ({0} x R);

defina N = f(Ny) = g(No).

(b) Mostre que f e g sao imersoes injetoras de classe C*°. Sejam A
o atlas maximal em N que faz de f : N9 — N um difeomorfismo
de classe C* e A’ o atlas maximal em N que faz de g : Ny — N
um difeomorfismo de classe C*°. Conclua que (N,A) e (N, A’) sao
subvariedades imersas de R2.

(c) Descreva um sistema fundamental de vizinhangas para a origem em
N com respeito & topologia definida pelo atlas A, com respeito &
topologia definida pelo atlas A’ e com respeito a topologia induzida
por R? em N. Conclua que essas trés topologias siao diferentes e que
(N, A), (N, A') ndo sdo subvariedades mergulhadas de R?.

(d) Descreva explicitamente a fungao representada pela flecha horizontal
no diagrama comutativo:
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Note que essa funcao nao é um homeomorfismo e baseie nesse fato um
outro argumento mostrando que os atlas A e A’ definem topologias
diferentes no conjunto V.

6. Dia 25/08

Seja M uma variedade diferencidvel. Recorde que entendemos por uma
subvariedade imersa de M (resp., uma subvariedade merqulhada de M) uma
variedade diferencidvel (N, .A) tal que N é um subconjunto de M e a apli-
cacao inclusao de (N, A) em M é uma imersao (resp., um mergulho) de
classe C°. O termo “subvariedade” (sem qualifica¢ao) significard sempre
“subvariedade mergulhada”. Se N é um subconjunto de M entao, em vista
do resultado do item (a) do Exercicio 5.6, existe no maximo um atlas maxi-
mal A em N fazendo de (V,.A) uma subvariedade de M. Diremos entao que
um subconjunto N de M é uma subvariedade de M quando eriste um atlas
maximal A em N fazendo de (IV,.A) uma subvariedade de M e nesse caso
identificamos o conjunto N com a variedade (N,.A). Para subvariedades
imersas, ndo é uma boa idéia identificar a subvariedade imersa (N, .A) com
o conjunto subjacente IV, j& que ndo héd unicidade para o atlas maximal A.

Exercicio 6.1. Sejam M, Ny variedades diferenciaveis e seja f : Ng — M
uma funcao. Mostre que f é um mergulho de classe C'™° se e somente se
N = f(Np) é uma subvariedade de M e f : Ny — N é um difeomorfismo
de classe C*° (sugestao: observe que esse enunciado é nada mais que uma
reformulacao da parte do Exercicio 5.10 que se refere a mergulhos, usando
as convengoes terminoldgicas introduzidas no inicio desta segao).

Exercicio 6.2. Sejam M, M’ variedades diferencidveis e ¢ : M — M’ um
difeomorfismo de classe C*°. Se N é uma subvariedade de M, mostre que
©(N) é uma subvariedade de M’ e que ¢|y : N — ¢(N) é um difeomorfismo
de classe O (sugestao: ¢|y : N — M’ é um mergulho).

Ezercicio 6.3. Sejam M um conjunto, M = |J;c; U; uma cobertura de M
e A; um atlas maximal no conjunto U;, de modo que todas as variedades
diferencidveis (U;, A;) tenham a mesma dimensao. Suponha que, para todos
i, € I, Uy N Uj seja aberto em U; com respeito a topologia definida pelo
atlas A;, que U; N U; seja aberto em U; com respeito a topologia definida
pelo atlas A; e que os atlas maximais induzidos em U; NU; por A; e por A;
sejam iguais (recorde Exercicio 2.2 para notacao):

(6.1) Ai|UmU]- = Aj|Uint7 1,7 €1.
Mostre que:
(a) existe um tunico atlas maximal A em M que faz de (U, A;) uma
subvariedade aberta de (M,.A), para todo ¢ € I (sugestdao 1: use
o resultado do item (a) do Exercicio 2.16 com N; = (U, A;) e ¢;
igual a aplicacao identidade de U;; sugestao 2: mostre que |J;c; A; é
um atlas em M e tome A como sendo o atlas maximal que contém
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esse atlas. Para mostrar a compatibilidade de ¢ € A; com ¢ € A;,
observe que as restrigoes de ¢ e de ¥ a Dom(p) NDom(¢)) pertencem
ao atlas (6.1). Note que, uma vez resolvido este exercicio usando a
segunda sugestao, vocé também poderia obter o resultado do item (a)
do Exercicio 2.16 como corolério!);

(b) a topologia 74 definida pelo atlas A do item (a) é a tnica que faz
de U; um subconjunto aberto de M e que induz a topologia 74, em
U;, para todo i € I (sugestao: para a unicidade, use o resultado do
item (a) do Exercicio 1.7).

FEzercicio 6.4 (localidade da nogao de subvariedade). Sejam M uma varie-
dade diferencidvel e N um subconjunto de M, munido da topologia induzida
por M. Mostre que:

(a) se N é uma subvariedade de M e U é aberto em N entao U é uma
subvariedade de N (sugestao: se A é o atlas maximal de N, considere
o atlas A|y);

(b) se N = ;¢ Ui, cada U; é aberto em N, cada U; é uma subvariedade
de M e todas as variedades U; tém a mesma dimensdo entdao N é
uma subvariedade de M (sugestao: use o resultado do item (a) do
Exercicio 6.3 para obter um atlas maximal em N e use o resultado
do item (b) do Exercicio 6.3 para mostrar que a topologia definida
por esse atlas coincide com a topologia induzida por M em N; para
mostrar que U; e U; induzem o mesmo atlas maximal em U; NUj, use
a unicidade do atlas maximal que faz de U; N U; uma subvariedade

de M).

Ezxercicio 6.5. Seja M uma variedade diferencidavel. Mostre que N é uma
subvariedade de M de dimensao k se e somente se existe uma familia (¢;)cr,
onde cada ¢; : A; — M é um mergulho de classe C'*° definido num aberto
A; de R, a imagem de cada ¢; é um aberto de N com respeito & topologia
induzida por M e N = {J,;c; ¢i(A4;) (sugestao: se N é uma subvariedade de
M, obtenha os mergulhos ¢; considerando inversas de cartas de N; se os
mergulhos ¢; sao dados, mostre que N é uma subvariedade de M usando o
resultado do item (b) do Exercicio 6.4).

Ezercicio 6.6. Sejam M uma variedade diferenciavel e N uma subvariedade
de M de dimensao k. Mostre que o atlas maximal de N consiste precisa-
mente das aplicacoes bijetoras ¢ : U — U tais que U é um aberto de N (na
topologia induzida por M), U é um aberto de R¥ e oL U — M éum
mergulho de classe C™° (sugestao: recorde do Exercicio 2.8 que o atlas ma-
ximal de N consiste precisamente dos difeomorfismos ¢ : U — U de classe
C*°, onde U ¢é aberto em N e U é aberto em R*; use também o resultado
do Exercicio 6.1).

Se (N, A) é uma subvariedade imersa de uma variedade diferenciavel M
entao, para cada x € N, a diferencial di, : T,N — T,M da aplicagao
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inclusao 7 : N — M é injetora, ja que ¢ é uma imersao. Usamos a aplicacdo
diz para identificar T,N com um subespaco de T, M.

Exercicio 6.7.

(a) Sejam M, N variedades diferencidveis, f : M — N uma aplicagao
de classe C™ e (P, A) uma subvariedade imersa de M. Mostre que
flp : P — N éde classe C* e que, para todo z € P, se identificamos
T, P com um subespago de T, M, entao d(f|p), é arestricao a T, P da
diferencial df, (sugestao: f|p é a composicao de f com a aplicagao
inclusdo de P em M).

(b) Sejam M, N variedades diferencidveis, (P,.A) uma subvariedade
imersa de N e f° : M — P uma aplicacdo de classe C>®. Seja
f: M — N aaplicacao que difere de fO apenas pelo contra-dominio.
Mostre que f é de classe C*° e que, para todo z € M, se identifica-
mos Ty, P com um subespago de Ty, N entao as diferenciais d fle
df, diferem apenas pelo contra-dominio (sugestao: f é a composigao
de fY com a aplicacdo inclusdo de P em N).

Ezxercicio 6.8. Sejam M, Ny variedades diferenciaveis e f : Ng — M um
mergulho de classe C*. Se N = f(Np), mostre que, para todo z € N,
o subespago de T'y(,)M que ¢é identificado com o espago tangente Ty, N é
igual & imagem da diferencial df; : T, No — T(yM (sugestao: f: No — N
¢ um difeomorfismo de classe C*°). Enuncie e mostre um resultado similar
a esse em que se supoe apenas que f é uma imersao injetora de classe C*°.

Exercicio 6.9. Sejam M, M’ variedades diferenciaveis e ¢ : M — M’ um
difeomorfismo de classe C'*°. Se N é uma subvariedade de M entao a imagem
N’ = ¢(N) de N por ¢ é uma subvariedade de M’ (Exercicio 6.2). Dado
z € N, mostre que o subespago de Ti,,;) M " que ¢é identificado com o espaco
tangente T, N " coincide com a imagem pela diferencial

do, : T, M — T@(x)M/

do subespaco de T, M que é identificado com o espaco tangente TN, i.e., a
menos das identificagoes apropriadas, temos:

Exercicio 6.10. Sejam M uma variedade diferencidvel e N uma subvariedade
de M. Dado z € N, mostre que o subespaco de T, M que ¢é identificado com
o espago tangente T, N coincide com o conjunto V, C T,M de todos os
vetores da forma +/(0), onde v : I — M é uma curva de classe C* tal que
I é aberto em R, 0 € I, v(0) = x e y(I) € N. Se (N, A) é apenas uma
subvariedade imersa de M, mostre que T, N esta contido em V, e que essa
inclusao pode nao ser uma igualdade (veja o que ocorre com as subvariedades
imersas que aparecem no Exercicio 5.12).

FEzercicio 6.11 (subvariedades de mesma dimensao). Sejam M, N variedades
diferencidveis com a mesma dimensao e f : N — M uma imersao injetora de
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classe C*°. Mostre que f(IN) é um aberto de M e que f|y : N — f(IN) é um
difeomorfismo de classe C*° (sugestdo: use o teorema da fungdo inversa).
Conclua que as subvariedades imersas de M que tém a mesma dimensao que

M sao (automaticamente mergulhadas e) sao precisamente as subvariedades
abertas de M.

Dadas variedades diferenciaveis M, N e uma aplicacao f : M — N de
classe C*°, recorde que x € M é um ponto regular (resp, ponto critico) de
f se f for (resp., nao for) uma submersao no ponto x. Dizemos que y € N
é um wvalor regular (resp., valor critico) de f se todo ponto x € f~1(y) for
regular para f (resp., se eziste um ponto z € f~!(y) que é critico para f).

FEzercicio 6.12 (imagem inversa de valor regular). Sejam M, N variedades
diferenciaveis, f : M — N uma aplicagdo de classe C*° e y € N um valor
regular para f. Mostre que f~!(y) é uma subvariedade de M com dimensao
dim(M)—dim(N) e que, para todo = € f~1(y), o espago tangente T [f ! (y)]
é (identificado com o seguinte subespaco de T, M ):

Tolf~(y)] = Ker(dfs)
(sugestao: use a forma local das submersoes).

Ezercicio 6.13. Dados niimeros reais nao nulos a;, ¢ = 1,...,n, mostre que
a quddrica:

{zeR" :a12] + - +apz) =1}
¢ uma subvariedade de R"™ com dimensao n — 1 e determine o seu espaco

tangente num ponto qualquer (sugestao: use o resultado do Exercicio 6.12).
Em particular, a esfera unitaria:

Sl={zeR":af+ - +a2=1}

é uma subvariedade de R” com dimensao n — 1. Nés sempre consideraremos
S™~! munida do atlas maximal que faz dela uma subvariedade de R™.

Sejam M uma variedade diferencidvel e N um subconjunto de M. Uma
carta ¢ : U C M — U C R"™ de M é dita uma carta de subvariedade
k-dimensional (ou, simplesmente, carta de subvariedade) para N se:

o(UNN) =UnNRF,
onde identificamos R* com R¥ x {0}"~* c R™.

Exercicio 6.14. Sejam M uma variedade diferencidvel e N um subconjunto
de M. Se ¢ : U C M — U C R" é uma carta de M tal que p(U N N) é
um aberto relativo a RF = R* x {0}"~*, mostre que existe um aberto U’
em M contido em U tal que UNN =U' NN e tal que ¢|yr : U — o(U’) é
uma carta de subvariedade k-dimensional para N (sugestdo: tome U’ igual
a o 1 (p(UNN)xR"F)).
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Ezercicio 6.15. Sejam M uma variedade diferencidvel e N um subconjunto
de M. Mostre que N é uma subvariedade de M com dim(N) = k se e
somente se todo ponto de N pertence ao dominio de uma carta de subvari-
edade k-dimensional para N (sugestdo: usando a forma local das imersoes
para a aplicacao inclusao de N em M, vocé obtém, para cada z € N, um
aberto V' 3 xz relativo a topologia definida pelo atlas de N e uma carta
p:UCM—UCR"de M tal que V C U e tal que (V) é um aberto
de R¥ = R* x {0}"*; usando o resultado do Exercicio 6.14 — com V no
lugar de N — voceé consegue substituir ¢ por uma carta “menor” de modo
a garantir que (V) = U N R*. Finalmente, vocé vai precisar usar o fato
que V é um aberto na topologia induzida por M em N para substituir ¢
por uma carta ainda “menor” tal que V.=U N N).

Ezercicio 6.16. Sejam M uma variedade diferencidvel e N uma subvariedade
de M. Sep:U C M — U C R"™ é uma carta de subvariedade k-dimensional
para N, mostre que:

@‘UﬂNUﬂNHﬁmRk

é uma carta de N. Mostre também que, para todo x € U N N, a diferencial
dyy : TyM — R"™ leva (o subespaco de T, M identificado com) TN sobre
o subespaco R¥ = R* x {0}"* de R" (sugestdo: use os resultados dos
Exercicios 6.2 € 6.9).

Ezercicio 6.17 (reciproca local do Exercicio 6.12). Sejam M uma variedade
diferencidvel de dimensao n e N uma subvariedade de M de dimensao k.
Dado x € N, mostre que existem um aberto U em M contendo z e uma sub-
mersdo f : U — R ¥ de classe C* (em particular, 0 € R™* é valor regular
de f) tal que f~1(0) = U N N (sugestdo: use uma carta de subvariedade
para N em torno de z).

Ezercicio 6.18 (gréaficos de aplicagoes). Sejam M, N variedades diferen-
cidveis e f : M — N uma aplicagdo de classe C*°. Mostre que o grafico de
f:

gr(f) ={(z, f(z)) 12 € M}
é uma subvariedade de M x N cujo espaco tangente num ponto (:c, f(x)), T
em M, é (identificado com) o gréfico da diferencial d f,, (sugestao: a aplicacao
x> (z, f(x)) é um mergulho).

Ezercicio 6.19. Sejam M, N, P variedades diferencidveis, ¢ : N — M um
mergulho de classe C*° e f : P — N uma fungdo. Mostre que f é um
mergulho de classe C'*° se e somente se ¢ o f é um mergulho de classe C*°.

M
¢V T‘b
PT>N
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Conclua que se N é uma subvariedade de M e P é um subconjunto de N
entao P é uma subvariedade de N se e somente se P é uma subvariedade de
M (sendo que o atlas maximal em P que faz de P uma subvariedade de N
é igual ao atlas maximal que faz de P uma subvariedade de M).

Exercicio 6.20. Sejam M, N, M', N’ variedades diferencidveise f : N — M,
f':+ N’ — M’ fungoes. Considere a fungao fx f': Nx N’ — M x M’ definida
por (f x f)(z,y) = (f(z), f'(y)), para todos € N, y € N'. Mostre que:

(a) se f e f’ sao imersdes (resp., submersoes) de classe C™ entao f x f’
¢ uma imersao (resp., uma submersao) de classe C*°;

(b) se f e f' sao mergulhos de classe C* entdo f x f’ é um mergulho
de classe C™° (para mostrar isso, vocé vai ter que verificar que a
topologia induzida por M x M’ em f(N) x f'(N’) coincide com a
topologia produto de f(N) x f'(N'));

(c) se N é uma subvariedade imersa (resp., mergulhada) de M e N’ é
uma subvariedade imersa (resp., mergulhada) de M’ entdo N x N’
¢ uma subvariedade imersa (resp., mergulhada) de M x M’.

Exercicio 6.21. Seja S € R? = C o circulo unitério e considere a aplicacdo:
q:R" > (01,...,0,) — (2701 20y ¢ (Sh)m,

Mostre que ¢ é uma submersao? sobrejetora de classe C™ e que a relacao de
equivaléncia definida por ¢ em seu dominio é a mesma relacao de equivaléncia
que o subgrupo aditivo Z" define em R", i.e.:

q0) =q(0) = 0-0 7",

para todos 0,6’ € R™. Conclua que g induz (por passagem ao quociente) uma
bijecdo de R"/Z" sobre (S')" e que se R"/Z" é munido do atlas maximal
que faz dessa bijecao um difeomorfismo de classe C'™° entao a aplicagao
quociente R™ — R"/Z" é uma submersao de classe C*°, i.e., R"/Z" é uma
variedade quociente de R que é difeomorfa ao toro n-dimensional (S*)".

Exercicio 6.22. Sejam dados r, R > 0 com 7 < R e defina f : R?> — R3
fazendo:

f(01,02) = R(cosby,senby,0) + rcosba(cosby,sen by, 0) + rsenby(0,0,1),

para todos 61,02 € R. Mostre que f é uma imersao de classe C'° e que
f define em seu dominio a mesma relagao de equivaléncia que a aplicacao
q: R? — (S1)? considerada no Exercicio 6.21, i.e.:

J(6) = J(¢) <00 € 22,

2Na verdade, ¢ é até mesmo um difeomorfismo local.
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para todos 0,0’ € R?. Conclua que existe uma tnica funcdo f : (S1)? — R3
tal que o diagrama:

R2

| N

(51)2 T) R?:

comuta, i.e., tal que foq = f. Mostre que f é um mergulho de classe C>
(sugestdo: para ver que a aplicagdo f é um homeomorfismo sobre sua ima-
gem, tenha em mente que (S 1)2 é compacto). Determine o espago tangente
a imagem de f num ponto f(01,62).

Ezercicio 6.23. Considere o subconjunto:

N = ({0} x [0,1[) U ([0,1] x {0})
de R2.

(a) Seja f:]—1,1] — R? definida por f(t) = (¢,0) para 0 <t < 1 e por
f(t) = (0,—t), para —1 < t < 0. Mostre que f é uma bijecao sobre
N e que se A é o atlas maximal em N que faz de f um difeomorfismo
de classe C* entdo A define em N a topologia induzida por R?, mas
a aplicagdo inclusdo de (N,.A) em R? nao é de classe C°°.

(b) Seja g : R — R? definida por g(t) = (ef%,O), para t > 0, por
g(t) = (O,e%), para t < 0 e por g(0) = (0,0). Mostre que g é uma
bijecao sobre N e que se A’ é o atlas maximal em N que faz de g
um difeomorfismo de classe C>° entao A’ define em N a topologia
induzida por R? e a aplicacdo inclusdo de (N, A’) em R? é de classe
C™, mas nao é uma imersao.

(c) Se vy : I — R? é uma funcdo derivavel definida num aberto I C R
com y(I) C N e se tg € I é tal que y(tp) = (0,0), mostre que
v (to) = 0 (sugestao: ambas as fungdes coordenadas de v assumem
um minimo em tp). Conclua que nao existe um atlas maximal em
N que faz de N uma subvariedade imersa de R? de dimensao 1 (no
entanto, podemos fazer de N uma variedade de dimensao zero e
nesse caso ela é uma subvariedade imersa de R?!).

Ezercicio 6.24. Se M é uma variedade diferencidavel, N é um subconjunto
de M e A, A’ sao atlas maximais em N que fazem de N uma subvariedade
mergulhada de M, entao vimos que A = A’. Se ambos os atlas fazem de
N uma subvariedade imersa de M, vimos que nao necessariamente ocorre
A= A'. E possivel que tenhamos atlas maximais distintos A, A’ em N, um
deles fazendo de N uma subvariedade mergulhada de M e o outro fazendo
de N uma subvariedade imersa de M7 Vamos analisar a questao neste
exercicio.

(a) Sejam A, A" atlas maximais em N, sendo que (N,.A) é uma sub-
variedade mergulhada de M e (N, A’) é uma subvariedade imersa
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de M. Mostre que, se dim(N, A) = dim(N,.A’), entdo A = A" (su-
gestdo: mostre primeiro que a aplica¢ao identidade de (N, A’) para
(N, A) é uma imersao de classe C*° e depois conclua que ela é um
difeomorfismo de classe C* usando o teorema da funcao inversa).

M

inclusao . 5
inclusao

(NvA/) T (Nv'A)

Sejam M = N = R?, A o atlas maximal usual de R? e A’ o atlas
maximal em R? obtido quando consideramos R? como o produto
de R munido de seu atlas maximal usual por R munido do atlas
maximal que faz de R uma variedade de dimensao zero. Note que
(R?, A") é uma variedade de dimensdo 1 e que R x {t} é aberto
com respeito & topologia definida por A’, para todo t € R. Mostre
que (N, A") é uma subvariedade imersa de (M, A) (sendo que, obvia-
mente, (N, A) é uma subvariedade mergulhada de (M, A)). Note que
(N, A") nao possui base enumerdvel de abertos! E possfvel mostrar
que esse fendmeno estranho nao poderia ocorrer se considerdssemos
apenas variedades com base enumeravel de abertos (veja o item (c)
do Exercicio 8.12).

Ezercicio 6.25. Seja q : R? — (S1)? a submerséo de classe C°° considerada
no Exercicio 6.21. Dado um ntmero real «, considere a aplicagao:

f:R>tr— q(t,at) € (SH2

Mostre que:

(a)
(b)

(c)

f é uma imersao de classe C*°;

se « é irracional entdao f é injetora e sua imagem, munida do atlas
maximal que faz de f : R — f(R) um difeomorfismo de classe C'*°,
é uma subvariedade imersa do toro (S1)? difeomorfa a R;

se @ = ¢, com a,b € Z, mdc(a,b) = 1, entdo f é periédica com
periodo b e induz por passagem ao quociente um mergulho de classe
C*> do circulo S' 22 R/(bZ) no toro (S*)2. Conclua que a imagem
de f é nesse caso uma subvariedade do toro (S')? que é difeomorfa

ao circulo S! (observagao: para identificar S' com R/(bZ) vocé vai
precisar usar a aplicacdo R 5 0 — e2mih € § h.

7. D1a 30/08

Ezercicio 7.1 (grupo ortogonal). Sejam M, (R) o espago vetorial das matri-
zes reais n X n e Sym(n, R) o subespago formado pelas matrizes simétricas.

(a)

Mostre que a fungao f : M, (R) — Sym(n,R) dada por f(A) = A'A4,
A € M,(R), estd bem definida e é de classe C*°, onde A' denota a
transposta da matriz A.
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(b) Mostre que a diferencial de f é dada por:
df(A)H = H'A+ A'H = A'H + (A*H)",

para quaisquer A, H € M, (R).

(c) Mostre que se A € M, (R) é invertivel entdao A é um ponto regular
para f, i.e., df(A) : M,(R) — Sym(n,R) é sobrejetora (sugestao:
dada S € Sym(n,R), tome H tal que A'H = %)

(d) Mostre que a matriz identidade I € Sym(n,R) é um valor regular
para f e conclua que o grupo ortogonal:

O(n)={A € M,(R): A'A =1}

é uma subvariedade de M, (R).

(e) Mostre que o espago tangente 710(n) a O(n) na matriz identidade
coincide com o espago das matrizes anti-simétricas n X n e que a
dimensdo de O(n) é in(n — 1).

(f) Dada A € O(n), mostre que o espago tangente 740(n) é igual a
LA(TIO(n)), onde Ly : M,(R) — M,(R) denota a translacdo a
esquerda definida por L4(X) = AX, X € M,(R) (sugestao: La
¢ um difeomorfismo de M,(R) que leva O(n) sobre O(n); use o
resultado do Exercicio 6.9).

(g) Mostre que O(n) é um subconjunto fechado e limitado (e portanto
compacto) de M, (R).

(h) Mostre que o grupo especial ortogonal:

SO(n) = {A € O(n) : det(A4) =1}

é um subconjunto aberto e fechado de O(n) e portanto também é
uma subvariedade compacta de M, (R) (sugestdo: a restrigao da
fungao determinante a O(n) toma valores em {—1,1}).

Ezercicio 7.2 (grupo ortogonal complexo). Repita tudo que vocé fez no
Exercicio 7.1 trocando R por C, i.e., mostre que o grupo ortogonal com-
plexo:

O(n,C) = {A € M,(C): A'A=1}
¢ uma subvariedade do espago vetorial M,,(C) das matrizes complexas n x n
(vocé deve pensar em M, (C) como um espaco vetorial real de dimensio 2n?)
e que o grupo especial ortogonal complexo:

SO(n,C) = {A € O(n,C) : det(A) =1}

é uma subvariedade aberta e fechada de O(n,C). A dimensao de O(n,C) é
n(n—1) em vez de in(n —1). Observe também que O(n, C) é fechado em
M, (C), mas nao ¢ limitado (por que?) e portanto nao é compacto.

FEzercicio 7.3 (grupo unitdrio). Dada uma matriz complexa A € M,(C),
denote por A* a sua matriz adjunta, i.e., o complexo conjugado da matriz
transposta A'. O grupo unitdrio é definido por:

U(n) = {A € M,(C): A*A=Tj}.
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Repita o que vocé fez no Exercicio 7.2 (trocando A por A*) para mostrar
que U(n) é uma subvariedade de M, (C) cujo espaco tangente T1U(n) na
matriz identidade é o espaco {H € M,(C) : H* = —H} formado pelas
matrizes anti-hermiteanas. Mostre que a dimensdo de U(n) é n? e que,
diferentemente de O(n, C), U(n) é compacto.

Ezercicio 7.4 (grupo especial linear). Denote por g;fjt_ (X) a derivada parcial

no ponto X € M, (R) da funcao determinante:
det : M,(R) — R
com respeito a entrada X;; da matriz. Mostre que:

(a) g)%f; (X) = C4(X), onde Cj;(X) é o cofator correspondente a entrada
X;; da matriz X, i.e., C;;(X) é (—1)""7 vezes o determinante da
matriz obtida de X pela remocao da linha i e da coluna j (sugestao:
escreva a férmula para det(X) usando expansao por cofatores ao
longo da i-ésima linha);

(b) X € M,(R) é um ponto regular da fungao determinante se e somente
se X tem posto maior ou igual a n — 1;

(¢) o tinico valor critico da funcio determinante é 0 € R (exceto® para
n =1, em que nem mesmo 0 é critico);

(d) o grupo especial linear:

SL(n,R) = {4 € M,(R) : det(A) =1}
é uma subvariedade (fechada, mas nao compacta) de M, (R) de di-
mensao n’? — 1;

(e) a diferencial da func¢ao determinante num ponto X € M, (R) é dada

por:

" ddet -
d(det)(X)H = e (X)Hij = Y Cy(X)Hyj, H e My(R),

ij=1 ij=1
e no ponto X = I a diferencial da funcao determinante é a funcao
trago tr : M,(R) — R;

(f) o espago tangente T1SL(n,R) a SL(n,R) na matriz identidade é
{H € My(R) : tr(H) = 0} e, para A € SL(n,R), o espago tan-

gente a SL(n,R) no ponto A é:
T4 SL(n,R) = La(TiSL(n, R)),
onde L4 denota a translagao a esquerda X — AX.
Ezercicio 7.5 (grupo especial linear complexo). Repita tudo que vocé fez
no Exercicio 7.4 trocando R por C para mostrar que o grupo especial linear

complexo:

SL(n,C) = {A € M,(C) : det(A4) =1}

3Na verdade, para n = 0, se convencionamos que o determinante da matriz vazia é
igual a 1, entd@o o unico valor critico para a func¢do determinante seria 1 € R.
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é uma subvariedade de M, (C) de dimensdo 2(n? — 1) cujo espaco tangente
na matriz identidade é {H € M,(C) : tr(H) = 0} (no caso complexo,
a igualdade g)%if; (X) = Cy;(X) significa o seguinte: quando consideramos a

fungao determinante como funcao apenas da entrada X;; da matriz, obtemos
uma funcao de € em C cuja diferencial num ponto X;; € C é a transformacao
linear dada por multiplicacdo pelo nimero complexo Cj;(X); note que a
diferencial d(det)(X) : M,(C) — C é, nao sé linear sobre R, mas também
linear sobre C, de modo que, para um dado X, essa diferencial é ou nula ou
sobrejetora, como no caso real).

FEzercicio 7.6 (grupo especial unitério).
(a) Dada A € U(n), mostre que o determinante det(A) tem médulo igual
al.
(b) Mostre que a funcdo determinante det : U(n) — S* ¢ C = R2 ¢ de
classe C*°.
(c) Dada A € U(n), considere o diagrama comutativo:

U(n) —4~ U(n)

det \L i det

1 .l
Lget(a)
onde Lg : X = AX e Lye(a) @ 2 + det(A)z denotam translacgoes a
esquerda. Diferencie o diagrama para mostrar que a funcao:

det : U(n) — S*

tem posto constante (sugestao: observe que as translacoes a esquerda
sao difeomorfismos).
(d) Mostre que det : U(n) — S! é uma submersio no ponto I € U(n) e
conclua, usando o resultado do item (c), que ela é uma submersao.
(e) Mostre que o grupo especial unitdrio:
1}

SU(n) = {4 € U(n) : det(A)
(C

é uma subvariedade compacta de M, (C) de dimensdo n? — 1 cujo

espaco tangente na matriz identidade é:
TiSU(n) = {H € M,(C) : H* = —H, tr(H) = 0}.

7.1. Observagdo. O grupo ortogonal (real) O(n) é formado pelas matrizes
que representam na base candnica de R" os operadores lineares em R™ que
preservam o produto interno candénico de R™. O grupo ortogonal complexo
O(n, C) é formado pelas matrizes que representam na base canoénica de C"
os operadores lineares (sobre C) em C" que preservam o produto bilinear
complexo:

(7.1) C"xC" > (z,w) — szwj e C.
j=1
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J& o grupo unitario U(n) é formado pelas matrizes que representam na base
canonica de C" os operadores lineares (sobre C) em C™ que preservam o
produto interno (sesqui-linear) candénico de C™:

n
C"xC" > (z,w) — szwj e C.
j=1
O grupo especial linear real SL(n,R) é formado pelas matrizes que repre-
sentam na base canonica de R"™ os operadores lineares em R que preservam
orientagao e volume. Os grupos O(n), SO(n) e SL(n,R) sao subgrupos do
grupo linear geral real:

GL(n,R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}

que é um subconjunto aberto de M,(R) e os grupos O(n,C), SO(n,C),
SL(n,C), U(n) e SU(n) sao subgrupos do grupo linear geral complezo:

GL(n,C) = {A € M,(C) : det(A4) # 0}
que é um subconjunto aberto de M, (C).

7.2. Definicao. Um grupo de Lie é um grupo G munido de um atlas maximal
(de modo que G é uma variedade diferenciavel) tal que a multiplicacao de
G:

(7.2) GxG>3(r,y)—zyelG

e a inversao:

(7.3) Gozr—a2'ed

sejam aplicacoes de classe C°.

Se um grupo G é munido apenas de uma topologia e se as fungoes (7.2) e
(7.3) sao continuas, diz-se que G' é um grupo topoldgico. Obviamente, grupos
de Lie (munidos da topologia definida pelo atlas) sao grupos topolégicos.

Ezxercicio 7.7. Mostre que:
O(n), SO(n), O(n,C), SO(n,C), SL(n,R), SL(n,C),
U(n), SU(n), GL(n,R), GL(n,C)
sao grupos de Lie. Mostre também que o circulo unitario S', munido da

estrutura de grupo induzida pela multiplicacao do plano complexo, é um
grupo de Lie.

Exercicio 7.8. A dlgebra dos quatérnios é o espaco vetorial real R* munido
do produto bilinear definido da seguinte forma: denotamos por 1, i, j, k a
base canonica de R* e fazemos:

jk=—kj=1i, ?=j2=kK=-1.
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A algebra dos quatérnios é uma &lgebra associativa com unidade 1. Vamos
denoté-la por H. A conjugacdao em H é a transformacao linear ¢ — ¢ que
fixa a unidade e troca o sinal de i, de j e de k. Para q1, g2 € H, vale que:

(7.4) 7192 = @2q1,
e para q € H, vale que:

(7.5) 99 = 49 = lqI*,
onde |g| denota a norma Euclideana usual de R*. Segue de (7.5) que H

é uma dlgebra com divisdo, i.e., todo elemento nao nulo de H possui um
inverso multiplicativo. Segue de (7.4) e de (7.5) que:

2| = |a1lle2|,  q1,¢2 € H.

Mostre que a esfera unitaria S3, munida da estrutura de grupo induzida pela
multiplicacao de H, é um grupo de Lie.

Ezercicio 7.9. Dado um grupo de Lie G e um elemento g € G, denotamos
por Ly : G — G, Ry : G — G respectivamente a translacao a esquerda
Ly :x— gx e a translagdo a direita Ry : x — xg.
(a) Mostre que L, e R, sdo difeomorfismos de classe C*°, para todo
g € G (sugestao: a inversa de Ly é L,-1 e a inversa de Ry é Rj,-1).
(b) Denote por m : G X G — G a fungao (7.2) e por 1 € G o elemento
neutro. Notando que:

m(z,y)=1l<y=a"" =2yeq,

use o resultado do item (a) e o teorema da funcao implicita para
mostrar que o fato que a fungao (7.3) é de classe C*° na verdade
seque do fato que a funcao (7.2) é de classe C*° (embora a maioria
dos textos exija que (7.3) seja de classe C°°, vemos que a exigéncia
é supérflual).

Ezercicio 7.10. Mostre que:

(a) se G é um grupo topoldgico tal que {1} é um subconjunto fechado
de G entdo G é Hausdorff (sugestdo: um espago topoldgico G é
Hausdorff se e somente se a diagonal é um subconjunto fechado de
G x G; a diagonal de G é a imagem inversa de {1} pela aplicacao
(z,y) = 2y~ );

(b) todo grupo de Lie é Hausdorff (sugestao: use o resultado do item (a)
do Exercicio 2.18).

Veja o Apéndice B para uma exposicao (e alguns exercicios) sobre Gras-
smannianas.

8. D1a 01/09
Ezxercicio 8.1. Mostre que a projegao radial:
(8.1) R\ {0} 5z ¢ gL

]
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é uma submersao de classe C° (sugestao: use o resultado do Exercicio 5.1;

note que, para todo R > 0, a funcdo x — Rz é uma secao da projecao
radial).

O espaco projetivo real RP™! de dimensdo n — 1 é a Grassmanniana
G1(R™) de subespagos unidimensionais de R™. Dado v € R"™, denotamos
por Rv o subespaco gerado por v, de modo que Rv € RP"™!, para v # 0.

Ezercicio 8.2. Dado i € {1,...,n}, mostre que a aplicagao:
R !> (.’El, - ,CEn,l) — R(Il, e T, LT, ,xn,l) e RP"!

é um difeomorfismo de classe C* sobre um subconjunto aberto de RP™ !
(sugestao: considere a carta ¢p, p, em G1(R"™) onde Ey = Re; e E; é gerado
por {e1,...,en}\{ei}, sendo ey, ..., e, a base candnica de R™). As inversas
dessas aplicacoes constituem portanto um atlas contido no atlas maximal de

RP" L.
Ezercicio 8.3. Mostre que a aplicagao:
(8.2) Sl sz +— Re e RPM?

é um difeomorfismo local (sugestao: considere a restrigdo dessa aplicagao a
conjuntos da forma {x e sl > O}, {ac e Sl < O} e use o atlas
em RP"! definido no Exercicio 8.2). Conclua, usando também o resultado
do Exercicio 8.1, que a aplicagao:

(8.3) R"\ {0} > 2 — Rz € RP"!

é uma submersao de classe C* (sugestao: observe que (8.3) é a composi¢ao
de (8.1) com (8.2)).

Ezxercicio 8.4. Seja R* o grupo multiplicativo dos niimeros reais nao nulos
e R4 o subgrupo de R* formado pelos niimeros reais positivos. Considere
a acao de R* em R" definida por (A\,z) — Az. No que segue, as agoes
consideradas sao todas restrigoes dessa acao de R* em R". Mostre que:

(a) a relagao de equivaléncia determinada pela projecao radial (8.1) em
seu dominio é a mesma relagdo de equivaléncia definida pela agao
de Ry em R™\ {0} e conclua que S"~! ¢ difeomorfa & variedade
quociente (R™\ {0})/R4;

(b) a relacao de equivaléncia determinada pela aplicacdo (8.3) em seu
dominio é a mesma relagao de equivaléncia definida pela agao de R*
em R™\ {0} e conclua que RP"~! ¢ difeomorfo & variedade quociente
(R"\ {0})/R";

(c) a relacao de equivaléncia determinada pela aplicacdo (8.2) em seu
dominio é a mesma relacao de equivaléncia definida pela acao de
{-1,1} em S™! e conclua que RP"! ¢ difeomorfo & variedade
quociente S"~1/{—-1,1}.

Ezxercicio 8.5. Mostre que:
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(a) a aplicacio S' 3 z — 22 € S! é um difeomorfismo local e conclua
que a variedade quociente S'/{—1,1} é difeomorfa a S*;

(b) o espaco projetivo real RP! é difeomorfo ao circulo S' (sugestdo:
use o resultado do item (c) do Exercicio 8.4).

O espaco projetivo complero CP"~1 é a Grassmanniana complexa G1(C")
de subespagos unidimensionais complexos de C". Dado v € C", denotamos
por Cv o subespaco gerado por v, de modo que Cv € CP™ !, para v # 0. A
dimensao* de CP"! é 2(n — 1) (veja Exercicio B.4).

Ezxercicio 8.6. Repita o que vocé fez no Exercicio 8.2 trocando R por C para
mostrar que, para todo j = 1,...,n, a aplicagao:

cls (215 2n—-1) —> C(zl,...,zj_l,l,zj,...,zn_l) ecpt

¢ um difeomorfismo de classe C™ sobre um subconjunto aberto de CP™ 1.
As inversas dessas aplicagoes constituem portanto (apés identificagdo de
€' com R2(™1) um atlas contido no atlas maximal de CP"~'.

Ezercicio 8.7. Vamos identificar C* com R?" (por exemplo, identificando
r+iy € C", x,y € R™, com (x,y) € R?"), de modo que a esfera unitaria de
C" identifica-se com S?"~!. Mostre que a aplicacio:

(8.4) "> 8" s CzeCcpP!

é uma submersdo de classe C™ (sugestdo: use o atlas em CP"~! definido
no Exercicio 8.6 e considere segoes locais de (8.4) definidas por Cz +— )\ﬁ,
onde A € C é um nimero complexo unitario fixado e o representante z do
espaco unidimensional Cz é escolhido de modo que sua j-ésima coordenada
seja igual a 1). Conclua, usando também o resultado do Exercicio 8.1, que
a aplicacao:

(8.5) C"\ {0} > z+— Czc CP"!
¢ uma submersao de classe C°.

Ezxercicio 8.8. Seja C* o grupo multiplicativo dos nimeros complexos nao
nulos. Considere a acao de C* em C" definida por (A, z) — Az. No que
segue, as agoes consideradas sdo todas restrigoes dessa acao de C* em C™.
Mostre que:

(a) a relagdo de equivaléncia determinada pela aplicagao (8.5) em seu
dominio é a mesma relacao de equivaléncia definida pela acdo de C*
em C™\ {0} e conclua que CP"! ¢ difeomorfo & variedade quociente
(C\ {0}) /"

(b) a relagao de equivaléncia determinada pela aplicacao (8.4) em seu
dominio é a mesma relacdo de equivaléncia definida pela acdo de
St em S?7~1 c C” e conclua que CP" ! é difeomorfo & variedade
quociente §?7~1/St.

4No entanto, CP™~! é também uma variedade compleza de dimensdo n — 1, mas néo
falamos em variedades complexas neste curso.
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Ezercicio 8.9 (plano com ponto no infinito). Seja oo um elemento qualquer
fora do plano complexo C e considere os sistemas de coordenadas g, s NO
conjunto C U {oo} definidos da seguinte forma: ¢q é a aplicacao identidade
de € para € = R* e o : (C\ {0}) U{oo} = € = R? ¢ definido por
Poo(z) =1, para z € €\ {0} e po(00) = 0. Mostre que:

(a) {¥0,Poc} ¢ um atlas em C U {oo};

(b) munido do atlas maximal que contém {g, poo }, 0 conjunto CU{oco} é
uma variedade diferencidvel difeomorfa & esfera S? (sugestdo: defina
uma bijecdo entre CU{oo} e S? usando uma projecdo estereografica;
voce vai ter que fazer um pouco de conta para checar que essa bijecao
é um difeomorfismo mesmo, especialmente em torno do ponto oo,

onde vocé vai ter que usar a carta o).

Ezercicio 8.10. Considere a aplicagio ¢ : C U {oo} — CP! definida por
¢(z) = C(z,1), para z € C e por ¢(c0) = C(1,0). Se CU {oco} é munido do
atlas definido no Exercicio 8.9, mostre que ¢ é um difeomorfismo de classe
C> (sugestdo: use o atlas em CP! definido no Exercicio 8.6). Conclua
que CP! ¢ difeomorfo & esfera S? e, usando o resultado do item (b) do
Exercicio 8.8, conclua também que a esfera S? é difeomorfa & variedade
quociente S3/St. A submersao S% — $3/S! = 52 ¢ conhecida como fibragdo
de Hopf.

Ezercicio 8.11. Seja E um espago vetorial (real ou complexo) de dimensao
finita, F' um subespaco de E e k£ um numero natural menor ou igual a
dimensao de F. Mostre que a Grassmanniana (real ou complexa, respecti-
vamente) Gi(F) é uma subvariedade da Grassmanniana Gg(E) (sugestao:
considere cartas ¢, g, em Gj(FE) associadas a decomposicoes £ = Ey @ Ey
tais que Ey C F'; qual é a imagem de G(F) por ¢, k7).

8.1. Observagdo. O plano projetivo real RP? é um modelo para a geometria
projetiva plana real. As retas projetivas em RP? sdo as subvariedades G (),
sendo 7 um subespaco bidimensional de R? (veja Exercicio 8.11). Obviamen-
te, a variedade G (7) é difeomorfa a G1(R?) = RP! e é portanto difeomorfa
ao circulo S! (veja Exercicio 8.5). A aplicacio (veja Exercicio 8.2):

(8.6) R? > (z,y) — R(x,y,1) € RP?

é usada para identificar o plano Euclideano R? com um subconjunto aber-
to do plano projetivo RP2. Os pontos de RP? que nio pertencem a (es-
se subconjunto de RP? que ¢ identificado com) R? sio chamados pontos
imprdprios. O conjunto de todos os pontos impréprios é a reta projetiva
G1 (]R2 X {0}), chamada de reta impropria. Uma reta projetiva que nao
é a reta imprépria é a unido de uma reta de R? (ou melhor, da imagem
de uma reta de R? pela aplicacdo (8.6)) com precisamente um ponto im-
préprio (o ponto no infinito correspondente aquela reta Euclideana). Duas
retas projetivas distintas se cortam em precisamente um ponto: duas retas
distintas nao impréprias que correspondem a retas Euclideanas nao para-
lelas cortam-se num ponto do plano Euclideano; duas retas distintas nao
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impréprias que correspondem a retas Euclideanas paralelas cortam-se num
ponto improéprio; toda reta nao impropria corta a reta imprépria num ponto
impréprio. A reta imprépria, sendo uma subvariedade nio aberta de RP?,
tem interior vazio e portanto o aberto de RP? identificado com R? é denso.
J4 que RP? é compacto (sendo um quociente da esfera S?), vemos que o
plano projetivo RP? é uma compactificacio de R?, i.e., RP? é um espaco
topoldgico compacto que contém uma cépia homeomorfa densa de R2.

Ezxercicio 8.12. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma
aplicagao de classe C*° que tenha posto constante (i.e., o posto de df(x)
nao depende de z € M), mas ndo seja uma submersao.

(a) Mostre que todo ponto de M possui uma vizinhanga U tal que f(U)
tem interior vazio em N (sugestdo: use o teorema do posto, i.e., o
resultado do Exercicio 4.5).

(b) Assuma que M tem base enumeravel de abertos e que NV é Hausdorff.
Use o teorema de Baire (Teorema C.1) e o resultado do item (a) para
mostrar que a imagem de f tem interior vazio em N.

(c) Conclua que se f : M — N é uma imersao de classe C*°, M tem
base enumeravel de abertos, N é Hausdorff e se dim(M) < dim(N)
entao a imagem de f tem interior vazio em N.

A hipétese de que N é Hausdorff é na verdade desnecessaria, mas facilita
a demonstracao (veja o Apéndice C para um roteiro da demonstracao que
nao usa a hipdtese de que N é Hausdorff).

Ezercicio 8.13. Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade diferencidvel
e:

GxM>(gx)—g-xeM
uma agao de classe C*°. Dado = € M, denote por 5, : G — M a aplicagao
g — g-x e, dado g € G, denote por 74 : M — M a aplicagao x — g - .
Dados g € G, x € M, considere o diagrama comutativo:

L
G—~G

S

M?M

onde Ly : h — gh denota a translacao a esquerda. Diferencie esse diagrama
para mostrar que a aplicagdo [, tem posto constante (sugestdo Ly e 74 sao
difeomorfismos).

Ezercicio 8.14. Sejam G um grupo de Lie com base enumeravel de abertos,
M uma variedade diferencidavel Hausdorff e:

GxM>(gx)—g-xeM

uma agao transitiva de classe C°. Mostre que, para todo x € M, a aplicagao
Bz :G>gr g-x € M éuma submersao de classe C*° (sugestao: use os
resultados dos Exercicios 8.12 e 8.13; como no Exercicio 8.12, a hipotese de
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que M é Hausdorff é na verdade desnecessaria). Conclua que, para todo
x € M, a variedade M é difeomorfa & variedade quociente G/G, formada
pelas coclasses a esquerda gG.., g € GG, do grupo de isotropia GG, de x definido
por:

Gr={9€eCG:g-v=ua}.

FEzercicio 8.15. Considere a agao canonica do grupo linear geral GL(n,R)
na Grassmanniana Gj(R"™) (veja Apéndice B). Mostre que tanto essa agao
como sua restrigao ao grupo ortogonal O(n) sao transitivas. Conclua que a
Grassmanniana G (R™) é compacta e é difeomorfa as variedades quociente:

GL(n,R)/GL(n,R;k), O(n)/(O(k) x O(n — k)),
onde GL(n,R; k) é o subgrupo de GL(n,R) definido por:

(8.7) GL(n,R:k) = { (6‘ g) . A€ GL(k,R), B € GL(n — k,R),

C € Myny(R)}
e O(k) x O(n — k) ¢ identificado com o subgrupo de O(n) definido por:

(88)  O(k) x O(n — k)= { <6‘ g) A €O(k), BEOm—k)}.

Ezercicio 8.16. Considere a acio do grupo ortogonal O(n) na esfera S™~!
definida por:

(8.9) O(n) x S" 1 5 (A,z) — Az € S 1.

Mostre que essa acdo é transitiva e conclua que S"~! é difeomorfa & variedade
quociente O(n)/ O(n — 1), onde O(n — 1) é identificado com o subgrupo de
O(n) formado pelas matrizes da forma:

(é g), BeOm—1).

Para n > 2, mostre que a restrigao da acao (8.9) ao grupo especial ortogonal
SO(n) também é transitiva e conclua que S"~! é difeomorfa & variedade
quociente SO(n)/SO(n—1), onde SO(n—1) é identificado com um subgrupo
de SO(n) como acima.

Ezercicio 8.17. Considere a agao canoénica do grupo linear geral complexo
GL(n, C) na Grassmanniana complexa G (C™). Mostre que tanto essa agao
como sua restrigdo ao grupo unitario U(n) sdo transitivas. Conclua que a
Grassmanniana complexa G (C™) é compacta e é difeomorfa as variedades
quociente:

GL(n, C)/ GL(n, C; k), U(n)/(U(k) x U(n — k)),

onde GL(n, C; k) é o subgrupo de GL(n, C) definido de modo analogo a (8.7)
e U(k) x U(n — k) é identificado com o subgrupo de U(n) definido de modo
andlogo a (8.8).
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8.2. Observagao. A agao do grupo ortogonal complexo O(n, C) na Grassman-
niana complexa G (C™) nao € transitiva em geral! De fato, se W é um subes-
pago complexo de C™ entao a restrigao do produto bilinear complexo (7.1)
a W é uma forma bilinear complexa cujo posto® r(W) depende de W. Se
W, W' € G(C") sao tais que (W) # r(W') entao a agdo de um elemento de
O(n, €) nao pode levar W sobre W'. Por exemplo, se W = C(1,i) € G1(C?)
e W = C(1,0) € G1(C?) entdao r(W) =0er(W') =1.

Ezercicio 8.18. Considere a acdo do grupo unitério U(n) na esfera S?7~!
(vista como um subconjunto de C™) definida por:

(8.10) U(n) x 2" 13 (A, 2) — Az € 2L,

Mostre que essa acio é transitiva e conclua que S?"~! é difeomorfa & varie-
dade quociente U(n)/ U(n—1), onde U(n—1) é identificado com o subgrupo
de U(n) formado pelas matrizes da forma:

<(1) g), BeU(n—1).

Para n > 2, mostre que a restrigdo da acao (8.10) ao grupo especial unitério
SU(n) também é transitiva e conclua que S?*~! & difeomorfa & variedade
quociente SU(n)/SU(n—1), onde SU(n—1) é identificado com um subgrupo
de SU(n) como acima.

Ezercicio 8.19. O resultado dos Exercicios 8.16 e 8.18 implicam que o circulo
St é difeomorfo a SO(2) e que a esfera S2 ¢é difeomorfa a SU(2). Na verdade,
algo mais forte pode ser mostrado. Mostre que:

(a) a aplicagao:

SO(2) 5 <Z _ab> —sa+bieS'cC

é um difeomorfismo de classe C*° e um isomorfismo de grupos;

(b) a aplicac@o (recorde Exercicio 7.8):

SU(2) 3 (5} _Zw> sz +jwe S CcH
é um difeomorfismo de classe C*° e um isomorfismo de grupos, onde

Z denota o conjugado do nimero complexo z (sugestao: a conta fica
mais facil se vocé usar a identidade zj = jz, z € C).

Ezercicio 8.20. Sejam G um grupo de Lie com base enumeravel de abertos,
M um conjunto e seja dada uma acgao transitiva G x M — M de G em M.
Se A, A’ sao atlas maximais em M que fazem dessa agao uma aplicacao de
classe C*°, mostre que A = A’ (sugestao: use o resultado do Exercicio 8.14).
Conclua que o atlas maximal que definimos na Grassmanniana (real ou

5Se B é uma forma bilinear num espago vetorial W entdo o nicleo de B é o subespago
Ker(B) de W formado pelos vetores w € W tais que B(w,u) = 0, para todo u € W. O
posto de B é a dimensao de W/ Ker(B).
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complexa) é o tinico que faz da agao canonica do grupo linear geral (real ou
complexo, respectivamente) uma aplicacao de classe C*° (veja Apéndice B).

9. D1a 13/09

Dada uma variedade diferencidvel M, entao seu fibrado tangente é o con-
junto:

™™ = | ({z} x T.M)
zeM
e a projecdo candnica de TM é a aplicacao m: TM — M definida por:

m(x,v) =z, xe€ M, veT,M.

Dadas variedades diferencidveis M, N e uma aplicacao f : M — N de classe
C°, entao a diferencial de f é a aplicacao df : TM — TN definida por:

df(z,v) =df(v), ze M, veT,M.

Se M é um aberto de um espago vetorial real de dimensao finita E entao
identificamos T, M com FE, para todo x € M, e portanto identificamos o
fibrado tangente TM com M x E. Dados um aberto M de um espaco
vetorial real de dimensao finita F, um aberto N de um espaco vetorial real
de dimensao finita F' e uma aplicacao f : M — N de classe C*° entao a
diferencial df : TM — TN (definida como acima) é a aplicagao:

(9.1) M x E 3 (z,v) — (f(z),dfz(v)) € N X F.

Observamos que, em cursos de Calculo no R", é usual denotar por df a
aplicagdo M > = — df, € Lin(E, F'), que nao coincide exatamente com a
aplicagao (9.1). Nés usaremos a notacao df tanto para a aplicacao:

E>M>z+— df, € Lin(E, F)

como para a aplicagao (9.1) e esperamos que o pequeno conflito de notagao
nao crie confusao.

Recorde que se N é uma subvariedade (possivelmente imersa) de uma
variedade diferenciavel M entao, para cada r € N, identificamos T, /N com
um subespaco de T, M, de modo que o fibrado tangente T'N é identificado
com um subconjunto de T'M. Em particular, se U é um aberto de M entao
identificamos T'U com um subconjunto de T'M; obviamente:

TU = n~1(U),
onde 7 : T'M — M denota a projecao canonica.
Ezercicio 9.1. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma

aplicagao de classe C'*°.

(a) Se P é uma subvariedade (possivelmente imersa) de M, mostre
que d(f|p) = df|rp (sugestao: use o resultado do item (a) do
Exercicio 6.7).
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(b) Se P é uma subvariedade (possivelmente imersa) de N, f(M) C P e
a aplicacao fo: M — P que difere de f apenas pelo contra-dominio
é de classe C*°, mostre que dfy : TM — TP edf : TM — TN
diferem apenas pelo contra-dominio (sugestao: use o resultado do
item (b) do Exercicio 6.7).

(c) Se P é uma variedade diferencidvel e g : N — P é uma aplicagao de
classe C°°, mostre que d(go f) =dgodf.

(d) Mostre que a diferencial da aplicagao identidade de M é a aplicagao
identidade de T'M.

(e) Se f é um difeomorfismo, mostre que df : TM — T'N é uma bijegao
cuja inversa é d(f~1).

Ezercicio 9.2 (atlas no fibrado tangente). Seja (M, .A) uma variedade dife-
renciavel. Mostre que:

(9.2) {dp:p e A}

é um atlas no fibrado tangente T'M (sugestao: para escrever a fungao de
transigdo entre dp e di, ¢,1 € A, use o resultado dos itens (c) e (e) do
Exercicio 9.1). A partir de agora, consideramos T'M sempre munido do atlas
maximal que contém (9.2).

Ezxercicio 9.3. Seja M uma variedade diferenciavel. Mostre que a projecao
canénica 7w : TM — M é uma submersao de classe C* (sugestao: considere

a representacao de 7 com respeito as cartas dy e ¢, onde ¢ é uma carta de

Ezercicio 9.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e U uma subvariedade
aberta de M. Mostre que TU é uma subvariedade aberta de T'M (observe
que vocé nao deve verificar apenas que TU é um subconjunto aberto de T'M
— o0 que segue diretamente da continuidade da projecao candnica — mas
também que o atlas maximal que TU possui por ser o fibrado tangente de
U coincide com o atlas maximal que TU herda de T'M).

Ezxercicio 9.5. Seja E' um espaco vetorial real de dimensao finita. Identifi-
cando o fibrado tangente T com E x E, mostre que o atlas maximal que
TFE possui por ser o fibrado tangente de F coincide com a estrutura dife-
rencidvel canonica do espago vetorial E' x E (sugestao: se ¢ : E — R™ é um
isomorfismo linear entao dy é uma carta do fibrado tangente T F; verifique
que dy é linear e conclua que dy define a estrutura diferencidvel canonica
do espago vetorial £ x E).

Ezxercicio 9.6. Seja M uma variedade diferencidvel. Mostre que:

(a) se M é Hausdorff entao T'M é Hausdorff (sugestao: dados v,w € T M
distintos, considere os casos 7(v) = m(w) e 7w(v) # w(w); no segundo
caso, use a continuidade de 7);
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(b) se M possui base enumeravel de abertos entao T'M possui base enu-
meravel de abertos (sugestao: observe que uma variedade diferen-
ciavel admite base enumeravel de abertos se e somente se seu atlas
maximal contém um atlas enumeravel).

Exercicio 9.7. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
aplicacao de classe C'°°. Dadas cartas:

p:UCM-—UCR™ ¢:VCN-—VCR"

tais que f(U) C V, seja f =)o fop ! arepresentacio de f. Mostre que
a representacao de df : TM — TN com respeito as cartas dp e dy é:

(9.3) df : U x R™ > (z,u) — (f(2),dfs(u)) € V x R"

(sugestao: use o resultado do item (c) do Exercicio 9.1). Conclua que df é
uma aplicacao de classe C*°.

Ezercicio 9.8. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N uma
aplicacao de classe C'*°. Mostre que:

(a) se f é uma imersao entao df : TM — T'N é uma imersao;

(b) se f é uma submersdo entao df : TM — TN é uma submersao

(sugestdo: considere uma representacio f de f usando cartas e a represen-
tagao (9.3) de df usando as cartas correspondentes nos fibrados tangentes.
Uma maneira de resolver o exercicio ¢ diferenciar (9.3) para verificar direta-
mente que se f é uma imersio entdo (9.3) é uma imersao e que se f é uma
submersao entdao (9.3) é uma submersao. Uma outra opgao é usar cartas
cuja existéncia é dada pelas formas locais das imersoes/submersoes).

Exercicio 9.9. Sejam M uma variedade diferencidvel e N uma subvariedade
imersa de M. Mostre que T'N é uma subvariedade imersa de T M (sugestao:
use o resultado do item (a) do Exercicio 9.8).

Exercicio 9.10. Sejam M uma variedade diferencidvel e N uma subvariedade
mergulhada de M. Seja ¢ : U C M — U C R™ uma carta de subvariedade
para N, i.e.:
@e(UNN)=Un (RF x {0}"*).
Mostre que:
dp(TU NTN) = (U x R") N (RF x {0}"7F x RF x {0}"7F).

Conclua que T'N é uma subvariedade mergulhada de T'M (note que nao
estamos afirmando apenas que o subconjunto T'N de T'M admite um atlas
maximal que faz da inclusao de TN em TM um mergulho, mas também
que tal atlas maximal coincide com aquele que T'IN possui por ser o fibrado
tangente de N).

Ezercicio 9.11. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N um
mergulho de classe C*°. Mostre que df : TM — TN é um mergulho de
classe C*° (sugestao: note que f(M) é uma subvariedade de N e que a
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aplicagao fo : M — f(M) que difere de f apenas pelo contra-dominio é um
difeomorfismo de classe C°°. Note também que df é a composicao de dfj
com a inclusao de T( f(M )) em TN, que dfy é um difeomorfismo e use o
resultado do Exercicio 9.10).

9.1. Observagio. E possivel obter o resultado do item (a) do Exercicio 9.8
como corolario do resultado do Exercicio 9.11, notando que uma aplicagao
¢ uma imersao se e somente se for localmente um mergulho.

Ezxercicio 9.12. Sejam M, N variedades diferencidveis e 7' : M x N — M,
72 M x N — N as projecoes. Mostre que a aplicacao:

(dzt,dn?) : T(M x N) — TM x TN

é um difeomorfismo de classe C* (sugestdao: em primeiro lugar, use o re-
sultado do Exercicio 3.7 para mostrar que (dr',dn?) é uma bijecio. Em
segundo lugar, mostre que (dr!,d7?) é um difeomorfismo local usando a se-
guinte estratégia: se ¢ é uma carta de M e ¢ é uma carta de N entao ¢ X
é uma carta de M x N, d(¢ x 1) é uma carta de T'(M x N) e (dy) x (dy) é
uma carta de TM x TN. Escreva a representacao da funcio (dn!,dn?) com
respeito as cartas d(p x ¥) e (dy) x (dv)).

Um campo vetorial numa variedade diferenciavel M é uma fungao:
X M—TM

tal que® X (x) € T, M para todo € M, i.e., tal que m o X é a aplicacdo
identidade de M, onde 7 : TM — M denota a projecao canonica. Note que
se M é um aberto de um espaco vetorial real de dimensao finita £ entao
(identificando T'M com M x E) um campo vetorial em M é uma aplicagao
da forma:

(9.4) M>z+— (z,X(z)) € M X E,

onde X : M — E é uma funcdo. Em cursos de Célculo no R", é a aplicagao
X : M — FE que é chamada de “campo vetorial” no aberto M de F, e
nao a aplicagdo (9.4). Quando M é um aberto de um espago vetorial real
de dimensao finita F, nds criaremos entao um novo pequeno conflito ter-
minoldgico, pois chamaremos de “campo vetorial” em M tanto a aplicagao
(9.4) como a aplicagao X : M — E.

Ezercicio 9.13. Sejam M uma variedade diferencidavel e X um campo vetorial
de classe C*° em M. Mostre que a aplicagao X : M — T'M é um mergulho
(sugestao: note que 7 é uma inversa a esquerda de classe C* para X. Para
mostrar que X é uma imersao, use o resultado do Exercicio 5.2).

9.2. Definigao. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
aplicagao de classe C*°. Se d¢y : TyM — T}y;)N € um isomorfismo para

6A rigor, X (z) estd em {z} x T, M, mas identificamos {z} x T, M com T, M, sempre
que nao houver perigo de confusdo.
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todo x € M (i.e., se ¢ é um difeomorfismo local) e se X é um campo vetorial
em N entao o pull-back ¢*X é o campo vetorial em M definido por:

(6°X)(2) = do; ' [X (6(x))], =€ M.
Se ¢ : M — N é um difeomorfismo e X é um campo vetorial em M, entao
o push-forward ¢+X é o campo vetorial em N definido por:

(0 X)(y) = dbg-1() [X (67 ()], yeN.

Note que o push-forward ¢,X é precisamente o pull-back (¢~ 1)*X de X
pela aplicacdo inversa ¢~ : N — M.

Se M é uma variedade diferenciavel, X : M — T'M é um campo vetorial
em M e U é um aberto de M entao X |y (com o contra-dominio alterado para
a subvariedade aberta TU de T'M) é um campo vetorial em U. Dada uma
outra variedade diferencidvel N e um difeomorfismo ¢ : U — N de classe
C™ entao nods escreveremos simplesmente ¢, X para denotar o push-forward

Ezercicio 9.14. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis e ¢ : M — N,
A : N — P difeomorfismos locais de classe C*°. Mostre que:
(a) se X é um campo vetorial em P entao (Ao ¢)*X = ¢*\*X;
(b) se ¢ e A sao difeomorfismos e X é um campo vetorial em M entao
(Ao @) X = Mg X.

Ezercicio 9.15. Sejam M uma variedade diferencidvel, X : M — T'M um
campo vetorial e ¢ : U C M — U C R"™ uma carta. Temos que o push-
forward ¢, X é um campo vetorial:

0 X U3 ur— (uj)?(u)) eU x R"

na variedade U. Mostre que a aplicagao ¢, X : U—UxR"é precisamente
a representagao da aplicacao X : M — T'M com respeito as cartas ¢ e dep.
Conclua que, dado um atlas A em M (contido no atlas maximal de M)
entao um campo vetorial X : M — T M é de classe C™ se e somente se @, X
é de classe C'°°, para qualquer ¢ € A.

Ezxercicio 9.16. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
aplicacao de classe C'*°. Mostre que:

(a) se ¢ é um difeomorfismo local e X é um campo vetorial de classe
C* em N entao ¢*X é um campo vetorial de classe C*° em M
(sugestao: considere a representacdo de ¢ com respeito a cartas e
use o resultado do Exercicio 9.15);

(b) se ¢ é um difeomorfismo e X é um campo vetorial de classe C*> em
M entao ¢.X é um campo vetorial de classe C*° em N (sugestao:
use o resultado do item (a) para ¢ 1).

Ezercicio 9.17. Seja M uma variedade diferenciavel. O conjunto de todas
as funcoes f: M — R é uma algebra comutativa com unidade, munida das
operacoes de soma e multiplicagdo de funcoes definidas ponto a ponto. O
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conjunto de todos os campos vetoriais em M é um espago vetorial real e
um médulo sobre a dlgebra das fungoes f : M — R, sendo as operagoes em
questao definidas ponto a ponto. Mostre que:

(a) o conjunto C*°(M) de todas as fungoes f : M — R de classe C*> é
uma subalgebra da dlgebra de todas as fungoes f : M — R (além
do mais, se £ é um espaco vetorial real de dimensao finita entao
o conjunto de todas as funcgoes f : M — E de classe C*° é um
subespaco do espaco vetorial real de todas as funcées em M a valores
em FE, com operagoes definidas ponto a ponto);

(b) o conjunto X(M) de todos os campos vetoriais em M de classe C*°
é um subespago do espago vetorial de todos os campos vetoriais em
M e o produto fX estd em X(M), se f € C*(M) e X € X(M).
Conclua que X(M) é um C°°(M )-médulo (sugestao: use o resultado
do Exercicio 9.15).

Ezxercicio 9.18. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ¢ : N — M uma
imersao de classe C*°. Seja X : M — T'M um campo vetorial de classe C'™®
e suponha que X(qb(x)) € d¢,(T,N), para todo z € N. Seja Xg: N — TN
0 unico campo vetorial tal que:

ez (Xo(2)) = X (6(2)),

para todo z € N. Mostre que Xy é de classe C*° (sugestao: seja U C N
um aberto tal que ¢|y seja um mergulho, de modo que também d¢|ry é um
mergulho, pelo resultado do Exercicio 9.11. Mostre que Xy|y é de classe
C* usando o fato que o diagrama:

M—>~TMm
¢|UT Td¢|TU
U IU

comuta). Conclua (considerando o caso particular em que ¢ é a aplicacao
inclusdo) que se N é uma subvariedade imersa de M e se X : M — TM
é um campo vetorial de classe C* tal que X(z) € T, N, para todo x € N,
entdo X |y : N — TN C TM é um campo vetorial de classe C*> em N.

10. D1a 15/09

Ezercicio 10.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e z € M um ponto.
Suponha que para cada carta ¢ : U C M — U C R" em M com x € U seja
dada uma aplicacdo bilinear B¥ € Liny(R",R). Mostre que as seguintes
condigOes sao equivalentes:
(a) o pull-back (dy,)*B¥ € Ling(T,M,R) de B¥ por dyy : T, M — R"
nao depende da carta (;
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(b) dadas cartas ¢ : U C M - U CR" ¢:V Cc M — V C R" com
x € UNV entdo, denotando por o = 1) 0 o~ ! a funcdo de transicio
de ¢ para 1, vale que (da@(m))*Bw = B¥

(sugestao: use o resultado do Exercicio D.2).

Ezxercicio 10.2. Sejam M uma variedade diferenciavel, f : M — R uma
funcao de classe C*° e x € M um ponto. Dada uma carta:

0:UCM-—UCR"

em M com x € U, denote por f? : U—Ra representacio ff = fop~lde f
com respeito a carta ¢ e denote por B¥ € Ling(R™, R) a aplicacao bilinear:

B? =d%f% (Lp(x))

Mostre que, dada uma carta ¢ : V C M — vV C R"™, se denotamos por
a =1 o~ ! afuncio de transicao de ¢ para 1 entdo as funcdes f# e f¥ o
coincidem sobre o dominio ¢(U NV de a. Diferenciando f¥ o a duas vezes
no ponto ¢(x), conclua que:

B¥ = (dayy))*BY + df¥ (¥ (z)) o c®a(p(2)).

Conclua também, usando o resultado do Exercicio 10.1, que a aplicacao
bilinear (d¢,)* B¥ é independente da carta ¢ se df(x) = 0 (na verdade, vale
também a reciproca dessa afirmagao, i.e., se (dp,)*B¥ é independente de ¢
entdo df(xz) = 0, mas a demonstragdo é um pouco mais dificill Vocé pode
tentar provar essa reciproca usando a seguinte sugestao: dada uma carta ¢
qualquer em torno de z, vocé pode escolher um difeomorfismo « qualquer e
definir uma nova carta 1 fazendo ¥ = « o . Mostre que o difeomorfismo «
pode ser escolhido de modo que d%z(cp(x)) seja uma forma bilinear simétrica
arbitraria; para isso, tome « como sendo a restricdo a uma vizinhanca de
() de um polindémio de grau 2).

10.1. Definigao. Se M ¢é uma variedade diferenciavel, f : M — R é uma
funcao de classe C*° e x € M é um ponto critico de f, i.e., um ponto tal
que df(x) = 0 entao a aplicacao bilinear (dy,)*B?¥ € Ling(T,M,R) cuja
independéncia da carta ¢ foi estabelecida no Exercicio 10.2 é chamada a
Hessiana (ou diferencial sequnda) de f no ponto critico x e é denotada por
d?f(z).
Ezxercicio 10.3. Sejam M uma variedade diferenciavel e x € M um ponto.
Suponha que para cada carta ¢ : U C M — UCR"em M com z € U seja
dado um operador linear L¥ : R® — R™. Mostre que as seguintes condigoes
sao equivalentes:
(a) o operador linear dp, ! o L? o dy, : T,M — T, M nio depende da
carta ; B _
(b) dadas cartas p : U C M - U CR", ¢p: VC M —V C R"” com
x € UNV entdo, denotando por a = 1) o o~ ! a funcio de transicio

de ¢ para v, vale que da,(;) o LY = LYo dag(g)-
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Ezercicio 10.4. Sejam M uma variedade diferenciavel, X : M — T'M um
campo vetorial de classe C*° e x € M um ponto. Dada uma carta:

0:UCM-—UCR"

denote por X¥ : U—R"o campo vetorial X¥ = ¢, X e denote por L¥ o
operador linear em R”™ definido por:

LY = dX?(p(2)).

Mostre que, dada uma carta ¢ : V C M — vV C R"™, se denotamos por
a =1 op ! afuncio de transicao de ¢ para 1 entdo:

(10.1) daz (X?(2)) = XV (a(2)),

para todo z no dominio (U NV) de a, i.e., ax X% é a restricio de XV &
imagem de « (sugestao: use o resultado do Exercicio 9.14). Diferencie (10.1)
no ponto ¢(x) para mostrar que:

H +daggy o LY = LYo dag(z)s
onde H : R — R"™ ¢ definido por:
H(v) = d2a¢(m) [v, X?(p(2))], veR™
Conclua, usando o resultado do Exercicio 10.3, que o operador linear:
(10.2) det o LY o dy,

nao depende da carta ¢ se X(x) = 0 (na verdade, vale também a reciproca
dessa afirmagao, i.e., se (10.2) é independente de ¢ entdo X (x) = 0, mas a
demonstragao é um pouco mais dificil! Veja a sugestao dada no enunciado
do Exercicio 10.2).

10.2. Definigao. Se M é uma variedade diferencidvel, X : M — TM ¢é
um campo vetorial de classe C* e x € M é uma singularidade de X, i.e.,
um ponto tal que X (z) = 0 entdo o operador linear (10.2) em T, M cuja
independéncia da carta ¢ foi estabelecida no Exercicio 10.4 é chamado a
linearizagdo do campo vetorial X na singularidade x.

11. Dia 13/10

Sejam M uma variedade diferencidvel e (Fy)zep uma familia de espagos
vetoriais reais de dimensao k < +oo. Uma trivializagao local (ou, abrevi-
adamente, uma trivializa¢ao) da familia (E;),ep consiste de uma familia
o = (g )zer, onde U é um aberto de M e o, : R¥ — E, é um isomorfismo
linear para todo x € U. O aberto U = Dom(«) é denominado o dominio da
trivializagao local . Dadas trivializagdes locais a = (az)zev € 8 = (Ba)zev
de (Ey)zenm, entdo a fungao de transicao de « para 3 é definida por:

9op : UNV 22+ a;' 0B, € GL(K,R).
As trivializagoes locais « e 8 sao ditas compativeis se a funcdo de transicao

gag € de classe C*°. Um atlas de trivializagoes de (E;)zepr € um conjunto A
de trivializagoes locais de (E;).ecnr, duas a duas compativeis, cujos dominios
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cobrem M. Um atlas de trivializacoes 2 de (Ey)zens € dito mazimal se nao
esta contido propriamente em nenhum atlas de trivializacoes de (Ey)zens-

Ezercicio 11.1. Mostre que se & = () zet, 8= (Bz)zev € 7 = (V2)zew sao
trivializacoes locais de (Ey)zenr entao:

gow(x) = gaﬁ(x) o 9,87(37),
paratodox e UNV NW.

Se 21 é um conjunto de trivializagoes locais de (E;),cn entao dizemos que
uma trivializacao local a de (Ey)zen é compativel com 2 se for compativel
com qualquer g € 2.

Ezercicio 11.2. Sejam «, [ trivializagoes locais de (Ey)zepr € 2 um con-
junto de trivializacoes locais de (Ey)qen tal que a unido dos dominios dos
elementos de 2 contém Dom(c«) N Dom(/). Mostre que se o e  sdo com-
pativeis com 2 entdo « é compativel com [ (sugestao: use o resultado do
Exercicio 11.1).

FEzercicio 11.3. Seja 2 um atlas de trivializagoes de (Ey)zenr-

(a) Mostre que uma trivializacao local o de (E;)zepn é compativel com
2 se e somente se AU {a} é um atlas de trivializagoes.

(b) Mostre que 2 é um atlas maximal de trivializagoes de (E;)zecns se e
somente se qualquer trivializagao local de (E;).cps compativel com
2 pertence a 2.

Ezercicio 11.4. Seja A um atlas de trivializagoes de (Ey)zens. Denote por
Amax 0 conjunto de todas as trivializagoes locais de (Ey)zen que sdo com-
pativeis com 2. Mostre que:

(a) Amax € um atlas de trivializagdes de (Ey)zen que contém 2 (su-
gestao: use o resultado do Exercicio 11.2);

(b) se A" é um atlas de trivializagoes de (E;)zen que contém 2 entdo
A C Appax (isto é, Amax € 0 maior atlas de trivializagoes de (Ey)zenm
que contém 2A);

(¢) Amax € 0 uUnico atlas maximal de trivializagoes de (Ey)zenm que
contém 2.

11.1. Definicao. Um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciavel M
consiste de uma familia (E)yen de espagos vetoriais reais de dimensao
k < 400 e de um atlas maximal 2 de trivializacoes de (E;)zen. A variedade
diferenciavel M é dita a base do fibrado vetorial, o espaco vetorial E, é dito
a fibra sobre o ponto x € M, a uniao disjunta:

E= ] ({z} x Ex)
xeM

¢é dita o espaco total do fibrado vetorial e a aplicacao 7 : E — M dada
por w(z,e) = x, x € M, e € E, é dita a projecio do fibrado vetorial. A
dimensao comum k das fibras é dita o posto do fibrado vetorial.
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Normalmente, identifica-se um fibrado vetorial ((Ex)me M,Ql) com o seu
espaco total ¥ ou com a projecao w : £ — M. Quando falamos de uma
“trivializacao local” (ou, abreviadamente, “trivializagdo”) de um fibrado
vetorial subentende-se que estamos falando de uma trivializacao local que
pertence ao atlas maximal dado 2. Também, em muitos casos, identificamos
a fibra F, com o subconjunto {x} x E, do espago total E.

Ezercicio 11.5 (fibrado tangente). Dada uma carta ¢ : U € M — U C R"
de uma variedade diferenciavel M, mostre que:

(11.1) of =dp, ' R" — T,M, zcU,
define uma trivializacao ¥ da familia (7, M),ecpr. Mostre que:
(11.2) {a¥: ¢ carta de M}

é um atlas de trivializagoes de (T, M )yenr (sugestao: se ¢ e ¥ sdo cartas de
M entdo a funcio de transicdo de a¥ para o¥ é dada por:

Jaea (.fL') = d((p © d}_l) (d)(gj))v
para todo x € Dom(y) N Dom(%)). A familia (7, M )zenr, munida do atlas
maximal que contém (11.2), é um fibrado vetorial sobre M que chamamos
o fibrado tangente de M. O espago total desse fibrado vetorial é denotado
por T'M e coincide justamente com o fibrado tangente definido na Secao 9.

Exercicio 11.6. Sejam ((Egg)xeM,Ql) um fibrado vetorial e a« = (v, )zev € 2.
Mostre que se V' é um aberto de M contido em U entao aly = (az)zev
pertence a 2 (sugestdo: mostre que aly é compativel com 2).

FEzercicio 11.7 (restricao de um fibrado vetorial a uma subvariedade). Sejam
((Ez)zem,2) um fibrado vetorial e N uma subvariedade (possivelmente
imersa) de M. Para cada a = (ag)zcy em 2, considere a trivializagao local:

alunn = (z)zecunn

da familia (E,).en. Mostre que a colegao:

QL‘N = {a|Dom(a)ﬂN HIOS Ql}
é um atlas de trivializagoes locais de (E,)zen. Dessa forma, a familia
(E;)zen munida do atlas maximal que contém 2|y é um fibrado vetori-
al sobre N cujo espaco total é denotado por:

Ely=n"'(N)= | J ({2} x Ex),

zeN
onde denotamos por E o espago total de (Ey)zen e por m 1 E — M a
projegdo. Mostre que se N é uma subvariedade aberta de M entao 2|y
consiste precisamente dos elementos de 2 que tém dominio contido em N
(sugestao: use o resultado do Exercicio 11.6) e que nesse caso 2|y é um
atlas maximal de trivializagoes de (E;),cn (Sugestdo: mostre que se uma
trivializagao local de (E,)zen é compativel com 2|y entdo ela é compativel
com 2).
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Ezercicio 11.8. Mostre que se U é uma subvariedade aberta de uma varie-
dade diferenciavel M entéao o fibrado vetorial T M|y (veja Exercicio 11.7) é
o fibrado tangente TU da variedade U (sugestao: verifique que se ¢ é uma
carta de U entao a trivializagdo local a¥ de TU pertence ao atlas maximal
de trivializacoes de TM|y).

Ezercicio 11.9. Dada uma trivializagao local o = (ay)zey de uma familia
(Ey)zenm entdo definimos:

(11.3) a:Ely 3 (z,e) — (z,a;'(e)) €U x R”,

onde Ely = e ({:c} X Ex) Mostre que a aplicacao & é uma bijecéo.
Dada uma outra trivializagao local f = (8;)zecv de (Ey)zen, mostre que a
€composicao:
aof L (UNV)xRF — (UNV) x RF
¢é dada por:
(@o B ") (@, h) = (%, 9ap(x) - h), z€UNV, heRF,

onde g, denota a funcao de transicao de a para 3. Conclua que « é
compativel com [ se e somente se & o B~1 é de classe C™° (sugestao: para
mostrar que se & o B_l é de classe C° entao a é compativel com [, tenha
em mente que para mostrar que a aplicacao g.g ¢ de classe C* ¢ suficiente

mostrar que as colunas da matriz que representa g, () sao fungoes de classe
C* de x).

Ezercicio 11.10 (estrutura de variedade no espaco total). Seja 7 : E — M
um fibrado vetorial. Use o resultado do item (a) do Exercicio 2.16 para
mostrar que existe um unico atlas maximal 4 (de cartas) no conjunto E que
faz de E|y um aberto de E e da aplicagao (11.3) um difeomorfismo de classe
C°, para qualquer trivializacao local a = (ag)zey de E. Mostre também
que, dado um atlas A de trivializagoes de 7 : E — M (contido no maximal)
entdo A é também o unico atlas maximal em E tal que E|y é um aberto
de E e tal que a aplicacao (11.3) é um difeomorfismo de classe C™ para
qualquer a = (ay)zev pertencente a 2. A partir de agora, consideramos o
espaco total de um fibrado vetorial sempre munido do atlas maximal A.

Ezercicio 11.11. Mostre que o atlas maximal (de cartas) definido no fibrado
tangente pelo Exercicio 11.10 coincide com aquele definido pelo Exercicio 9.2
(sugestao: se T'M é munido do atlas maximal definido pelo Exercicio 9.2, se
¢ é uma carta de M e a = a¥ é definida em (11.1), mostre que a aplicagao
& definida em (11.3) é um difeomorfismo com dominio aberto).

FEzercicio 11.12 (o fibrado trivial). Sejam M uma variedade diferencidvel e
Ey um espaco vetorial real de dimensao k < +o0o. Considere a familia cons-
tante (Ey)zenm tal que E, = Ey, para todo x € M. Dado um isomorfismo
linear o : R* — Ep, denotamos também por «y a trivializacio de (E.)zcar
que associa o isomorfismo «y : RF -5 E, = Ey a cada = € M.
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(a) Mostre que a colecao formada pelas trivializagdes o associadas a
isomorfismos lineares o : R¥ — FEy é um atlas de trivializacoes
de (E;)zem- O fibrado vetorial obtido pela consideragao do atlas
maximal que contém tal atlas de trivializagoes é chamado o fibrado
trivial com base M e fibra FEj.

(b) O espago total do fibrado trivial com base M e fibra Ey é M x Ej.
Mostre que o atlas maximal (de cartas) desse espago total (definido
como no Exercicio 11.10) coincide com aquele da variedade produto
M x Ey (sugestao: ag = Id x ozal : M x Ey — M x RF).

Ezxercicio 11.13. Seja m : E — M um fibrado vetorial. Mostre que para
qualquer x € M a fibra E, é uma subvariedade mergulhada do espaco total £
e que a estrutura de variedade que E, herda de FE coincide com a estrutura de
variedade canonica do espago vetorial F, (sugestao: se « é uma trivializacao
local de E cujo dominio U contém z entdo o difeomorfismo (11.3) leva E,
— ou melhor, {z} x E, — sobre a subvariedade mergulhada {z} x R¥ de
U x R*. Note que (11.3) restringe-se a uma bijecio de {z} x E, = E, em
{z} x R¥ = R¥ que é um difeomorfismo se F, estiver munido da estrutura
de variedade que herda de F e, sendo essa bijecdo um isomorfismo linear,
ela também é um difeomorfismo se E, estiver munido da sua estrutura de
variedade canonica).

Ezercicio 11.14. Mostre que a projecao w : F — M de um fibrado vetorial é
uma submersao de classe C* (sugestao: se a = (az)zer é uma trivializagao
de E entdo a restricdo de 7 ao aberto E|y é a composigao de & com a
primeira projeciao do produto U x RF).

Ezxercicio 11.15. Seja m : E — M um fibrado vetorial. Mostre que:

(a) se M é Hausdorff entdo também FE é Hausdorff (sugestao: se dois
pontos de F estao em fibras distintas entao suas projecoes em M
podem ser separadas por abertos disjuntos e se dois pontos de E
estdo na mesma fibra entao eles pertencem a um aberto do espaco
total E da forma E|;7, sendo U o dominio de uma trivializagao local
de E; note que E|y = U x RF é Hausdorff);

(b) se M tem base enumeravel de abertos entdao também E tem base
enumeravel de abertos (sugestao: pela propriedade de Lindeldf, M
pode ser coberta por uma quantidade enumeravel de dominios U
de trivializacgoes locais de F e dai cobrimos F com uma quantidade
enumerével de abertos F|y = U x R* que possuem base enumeravel
de abertos).

Ezercicio 11.16. Seja m : £ — M um fibrado vetorial. Se U é um aberto
de M, mostre que E|y é uma subvariedade aberta de E (note que vocé
nao deve mostrar apenas que E|y é um subconjunto aberto de E — o que
segue diretamente da continuidade da projecdo — mas também que o atlas
maximal que E|y herda de E coincide com aquele que E|¢ possui por ser o
espaco total de um fibrado vetorial sobre U).
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Ezercicio 11.17. Sejam w : E — M um fibrado vetorial e N uma subvarie-
dade imersa de M. Mostre que:
(a) ainclusao de E|y em E é uma imersao, de modo que E|y é uma sub-
variedade imersa de E (sugestao: se o = (a)zepy é uma trivializagao
de E e = a|ynn entao o seguinte diagrama:

E ’ UAN inclusao E| U
Bl J{d
(UNN)xRF ——— U x RF
inclusao

comuta);

(b) se N é mergulhada em M entdo a inclusao de E|y em E é um
mergulho, de modo que E|y é uma subvariedade mergulhada de E
(sugest@o: use o resultado do Exercicio 5.9 notando que E|ynn ¢é a
imagem inversa pela inclusao E|y — E do aberto E|y de E).

11.2. Defini¢ao. Uma se¢do de um fibrado vetorial # : £ — M é uma
aplicagdo s : M — E tal que s(z) € E,, para todo x € M, i.e., tal que mo s
¢ a aplicacao identidade de M. Se U é um abertode M e s : U — E é uma
aplicagao tal que s(z) € E, para todo x € U (i.e., s é uma se¢ao do fibrado
vetorial E|y) entao dizemos que s é uma secdo local de E.

Note que uma secao do fibrado tangente de uma variedade diferencidavel
é a mesma coisa que um campo vetorial nessa variedade diferencidvel.

Ezxercicio 11.18. Seja dada uma secao s : M — E de um fibrado vetorial
m: E — M de posto k e seja o = (a;)zecpy uma trivializagao local de E; a
aplicacao:
Usz+—a;'(s(z) € R”

é chamada a representa¢do de s com respeito a trivializagdo . Se 2 é um
atlas de trivializacoes locais de E (contido no maximal), mostre que uma
secao s : M — FE é de classe C*° se e somente se sua representagao com
respeito a qualquer a € 2 é uma aplicagao de classe C*° (sugestao: considere
a composi¢ao de s com o difeomorfismo (11.3)). Conclua que se @ = (az)zev
é uma trivializacdo local de E, v : U — RF é uma funcdo e s : U — E é a
secao local definida por:

s(z) = agp(v(z)), z€U

entao s é de classe C'° se e somente se v é de classe C*° (sugestao: o conjunto
unitério {a} é um atlas de trivializagoes de E|y e v é a representagao de s
com respeito a «).

Ezercicio 11.19. Seja m: E — M um fibrado vetorial. O conjunto de todas
as segoes de E é um espaco vetorial real e um modulo sobre a dlgebra das
funcoes f : M — R, sendo as operagoes em questao definidas ponto a ponto.
Mostre que o conjunto I'(E) de todas as secoes de classe C*° de E é um
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subespaco do espaco vetorial de todas as secoes de E e que o produto fs
estd em I['(F) se f € C®°(M) e s € I'(E); conclua que I'(E) é um C*(M)-
modulo (sugestao: use o resultado do Exercicio 11.18).

Ezercicio 11.20. Seja w : E — M um fibrado vetorial de posto k e denote por
(e;)%_, a base canénica de R*. Dada uma trivializacio local a = () zer de
E entao, em vista do resultado do Exercicio 11.18, as se¢oes locais s; : U — E
definidas por:

(11.4) si(x) =ag(e), zelU, i=1,...,k

~ . .y k .
sao de classe C™ e, além do mais, é claro que (Si(x))i:1 é uma base de F,,

para todo x € U. Reciprocamente, dados um subconjunto aberto U de M

e secoes locais s; : U — E, i =1,...,k, de classe C*™ tais que (si(x))le é
uma base de E, para todo x € U, mostre que a unica trivializacao local «
com dominio U satisfazendo (11.4) pertence ao atlas maximal 2 do fibrado
vetorial E (sugestao: mostre que v é compativel com 2; para isso, note que
se f € 2 entdo a i-ésima coluna da matriz de ggq(x) coincide com o valor

em z da representacao de s; com respeito a f3).

11.3. Observagao. Seja M uma variedade diferencidvel. Em vista do resulta-
do do Exercicio 11.20, uma trivializagao local do fibrado tangente T'M com
dominio num aberto U de M determina (e é determinada por) uma n-upla
de campos vetoriais X; : U — TM, 1 =1,...,n, de classe C*° em U tais
que (Xi(x))?zl é uma base de T, M, para todo = € U. Uma tal n-upla de
campos vetoriais é também chamada um referencial local em M. Como ve-
remos adiante, nem toda trivializacao local de T'M é determinada por uma
carta de M (como em (11.1)).

11.4. Definigao. Seja § uma regra que associa a cada espaco vetorial real
de dimensao finita E um espago vetorial real de dimensao finita §(F) e a
cada isomorfismo linear T' : & — F entre espagos vetoriais reais de dimensao
finita F, F', um isomorfismo linear §(7T) : F(F) — F(F). Assuma que, dados
espacos vetoriais reais de dimensao finita F, F', G e isomorfismos lineares
T:E—F,S:F— G entao":

(11.5) F(SoT)=5F(S)oF(T).

Uma tal regra § chama-se um funtor da categoria dos espacos vetorias re-
ais de dimensdo finita em si mesma® (os morfismos da categoria sendo os
isomorfismos lineares). Tal funtor é dito de classe C*° se, dados espagcos

vetoriais reais de dimensao finita F, F, entao a aplicacao T +— F(T'), defi-
nida no conjunto dos isomorfismos lineares de E para F', tomando valores

"Note que segue de (11.5) que se Id é a aplicagao identidade de um espago vetorial real
de dimenséo finita F entao §(Id) é a aplicacao identidade de F(F) (basta fazer S =T = 1d
em (11.5)). Segue também entdo que F(T~1) = F(T)~ .

8Na definigao geral de funtor é necessario incluir a condigdo de que o morfismo identi-
dade seja levado no morfismo identidade. No caso em questao isso nao foi necessério pois
estamos considerando uma categoria em que todo morfismo é um isomorfismo.
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no conjunto dos isomorfismos lineares de §(E) para §(F), é de classe C.
Nos usaremos simplesmente o termo “funtor de classe C°°” para se referir a
um funtor de classe C'°° da categoria dos espagos vetoriais reais de dimensao
finita em si mesma (sendo os morfismos da categoria como explicado acima).

FEzercicio 11.21 (aplicando um funtor a um fibrado vetorial). Seja § um
funtor de classe C* e seja w : E — M um fibrado vetorial de posto k;
denote por [ a dimensao de § (Rk) Mostre que, para cada trivializacao local
a = (az)zev de E e para cada isomorfismo linear i : R! — §(R*), a familia:

S(O‘;i) = (%'(Oéx) 0 Z.)Q;GU

é uma trivializagao local de:

(11.6) (3(Ez))$€M.

Mostre também que o conjunto de todas as trivializagoes locais da forma
F(a;i) (com a uma trivializacdo local de E e i : R! — F(R¥) um isomorfis-
mo) é um atlas de trivializagdes de (11.6). A familia (11.6), munida do atlas
maximal que contém tal atlas, é um fibrado vetorial sobre M cujo espago
total é denotado por §(E).

Ezercicio 11.22. No que segue, F sempre denota um espaco vetorial real de
dimensao finita e 7' um isomorfismo linear entre espagos vetoriais reais de
dimensao finita. Mostre que os seguintes sao funtores de classe C™° (veja
Apéndice D para notagoes):

(a) F(E) =Ling,o(E,R) = (Q, F*) @ (Q, E), (T) = T;

(b) §(E) =Ling(E,R) =\, E7, §(T) = Ti;

(c) $(E) =Ling(E*,R) = \ E, 3(T) = Ts;

(d) §(E) =Ling(E,R) =V, E*, §(T) = T;

(e) §(E) =Linj(E*,R) =V E, §(T) = Ts;

(f) §(E) = @, E (a soma direta de k cépias de E), F(T) = P, T

(sugestao para o item (a): dados espagos vetoriais reais de dimensao finita
E, F, tenha em mente que a aplicagao:

p: Lin(E, F)¥ — Lin(Liny(F, R), Lin,(E, R))
definida por:
[p(Tla S aTk)(t)] (3317 R 7xk’) = t(Tl(xl)v cee ,Tk(l’k)),
Ti,..., Ty € Lin(E, F), t € Ling(F,R), z1,...,2 € E,

¢ multilinear e portanto de classe C°°. Escreva a aplicagdo T — T, em
termos de uma aplicacao similar a p. Para os itens (b)—(e) tenha também
em mente que as aplicagoes:

T.: N\E* — \F*, T.:\/E"—\/F"
k k k k
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sao restrigoes da aplicagao T : @, E* — @, F* e que as aplicagdes:
T.: N\E— \F, T.:\/E—\/F
k k k k

sao restrigoes da aplicacao T, : @, £ — @, F. Para o item (f), note que a
aplicacao T'+— @, T ¢ linear).

11.5. Observagao. Em vista dos resultados dos Exercicios 11.21 e 11.22, dado
um fibrado vetorial m : E — M, obtemos novos fibrados vetoriais sobre M
que serao denotados por:

(11.7) (QRE) 2 (QRE),

k
Alguns casos particulares de (11.7) s@o notdveis (veja Exemplo D.2). Para
p=¢q =0, (11.7) é sempre o fibrado trivial M x R (veja Exercicio 11.12).
Para p =0, ¢ = 1, podemos identificar (11.7) com o préprio fibrado vetorial
E. Parap=1,q=0, (11.7) é o dual E* de E. O dual TM* do fibrado
tangente T'M é conhecido também como o fibrado cotangente de M.

g% 11.6. Observacdo. A rigor, dado um espaco vetorial real de dimensao
finita F, usando a construcao de (11.7) dada na Subsecao D.3, temos
que (11.7) é igual ao bidual E** se p = 0, ¢ = 1. Para um dado
fibrado vetorial F, o seu bidual E** é isomorfo a E. Ocorre que um
isomorfismo natural entre dois funtores §, & de classe C*° induz, para

cada fibrado vetorial F/, um isomorfismo entre os fibrados vetoriais

3(E) e 6(E).

Ezercicio 11.23. Sejam § um funtor de classe C*°, 7 : E — M um fibrado
vetorial e N uma subvariedade (possivelmente imersa) de M. Mostre que
os fibrados vetoriais §F(F)|ny e F(E|n) coincidem (sugestdo: se « é uma
trivializacdo local de F e i : R! — F(RF) é um isomorfismo, note que
§(o;0)|lunny = F(alunn; i), onde U = Dom(«)).

Ezercicio 11.24. Seja § um funtor de classe C* e seja 7 : £ — M um
fibrado vetorial de posto k. Dada uma trivializagao local o = (o) de
E, mostre que a aplicacio §(a) : §(E)|y — U x F(RF) definida por:

(11.8) S(a)(x,e) = (m,%(ax)_l(e)), xeU, €€ F(E,),

é um difeomorfismo de classe O (sugestdo: seja i : R! — F(RF) um iso-
morfismo e considere a trivializagao local 8 = §(«; i) de F(E). Considere o



EXERCICIOS PARA MAT5799 58

difeomorfismo S associado a 3 e note que o diagrama:

S(E)|u
P
U x R! e U x F(RF)

comuta).

Ezercicio 11.25. Seja § um funtor de classe C*° e seja 7 : £ — M um
fibrado vetorial de posto k. Dada uma sec¢ao € : M — F(F) de F(E) e um
atlas de trivializagoes 2 de E (contido no maximal), mostre que € é de classe
C™ se e somente se para qualquer a = (a;)zcy € A a aplicagao:

(11.9) Uz Flag) " (e(x)) € F(RY)

é de classe C*° (sugestao: considere a composicao de € com o difeomorfismo
(11.8)).

Ezercicio 11.26. Sejam §, & funtores de classe C™ tais que:

(i) (E) é um subespaco de §(FE), para todo espago vetorial real de
dimenséao finita E;

(ii) dados espagos vetoriais reais de dimensao finita E, F' e um isomor-
fismo linear 7' : E' — F entao &(T") é a restri¢ao de §(7T).

Mostre que, para todo fibrado vetorial 7 : E — M, o espaco total &(FE)
é uma subvariedade mergulhada do espaco total F(FE) (sugestdo: mostre
que a inclusdo de &(F) em F(F) é um mergulho usando o resultado do
Exercicio 5.9. Para isso, note também que se o = (a;)zecpy é uma triviali-
zagao local de F entao o diagrama:

(@)

S(E)|u U x §(R*)
inclusao T T inclusao
&(E)|y U x &(RF)

a

comuta e que B(E)|y é a imagem inversa do aberto §(E)|y pela inclusao

&(E) = §(E)).

Ezxercicio 11.27. Use o resultado do Exercicio 11.26 para mostrar que se
m: E — M é um fibrado vetorial entdo os espagos totais \, E* e \/, E*
sao subvariedades mergulhadas de @), E* (e, similarmente, os espacos totais
NAi E e \/}, E sdo subvariedades mergulhadas de @), F).

9As condigdes (i) e (ii) dizem que a inclusdo define uma transformagio natural do
funtor & no funtor J.
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12. Di1a 18/10

Um campo tensorial p vezes covariante e q vezes contravariante (ou, mais
abreviadamente, um (p, q)-campo tensorial ou, ainda mais abreviadamente,
um campo tensorial) sobre uma variedade diferencidvel M é uma secao:

t: M —s ((?TM*) ® <@TM>

do fibrado vetorial (@, TM*) ® (®,TM) (veja Observagio 11.5). Se t
é puramente covariante (i.e., se ¢ = 0) ou se t é puramente contravarian-
te (i.e., se p = 0), dizemos que t é simétrico (resp., anti-simétrico) se t(x)
for simétrico (resp., anti-simétrico) para todo = € M. Um campo tenso-
rial simétrico p vezes covariante é uma segao do fibrado vetorial \/p TM*
e um campo tensorial simétrico ¢ vezes contravariante ¢ uma secao do fi-
brado vetorial \/q TM; similarmente, um campo tensorial anti-simétrico p
vezes covariante é uma secao do fibrado vetorial /\p TM* e um campo ten-
sorial anti-simétrico g vezes contravariante é uma secao do fibrado vetorial
/\q TM. Em vista do resultado do Exercicio 11.27 (e também do resulta-
do do Exercicio 5.4), vemos que quando consideramos a propriedade de um
campo tensorial simétrico p vezes covariante t ser de classe C'*° nao faz dife-
renca se usamos ®p TM* ou \/p T M* como seu contra-dominio; observagoes
similares sao validas para campos tensoriais puramente contravariantes ou
para campos tensoriais anti-simétricos.

12.1. Definicao. Um campo tensorial anti-simétrico k vezes covariante sobre
uma variedade diferenciavel é também chamado uma k-forma diferencial.

12.2. Observagao. Campos vetoriais sobre uma variedade M podem ser iden-
tificados com (0, 1)-campos tensoriais sobre M e fungées f : M — R po-
dem ser identificadas com (0,0)-campos tensoriais sobre M (veja Obser-
vacao 11.5).

12.3. Observagao. Se E é um espago vetorial real de dimensao finita e M é um
aberto de F entao o fibrado tangente T'M identifica-se com o fibrado trivial
M x E e, para qualquer funtor § de classe C°, o fibrado vetorial §(T'M)
identifica-se com o fibrado trivial M x §(E) (verifique!). Em particular, um
(p, q)-campo tensorial t sobre M identifica-se nesse caso com uma aplicagao:

t:MCE— ((?E)@((%)E)

12.4. Definicao. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ¢ : M — N uma
aplicacao de classe C'**°. Se t é um campo tensorial puramente covariante so-
bre N entao seu pull-back por ¢ é o campo tensorial ¢*t sobre M (do mesmo
tipo que t) definido por (veja a defini¢ao de pull-back na Subsegao D.1):

(¢*0)(z) = doj[t(o(x))], z€ M.
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Se t é um campo tensorial qualquer em N (nao necessariamente puramente
covariante), definimos o pull-back ¢*t da mesma maneira, desde que ¢ seja
um difeomorfismo local (veja a definigao de pull-back para (p, ¢)-tensores na
Subsecao D.3). Se t é um campo tensorial qualquer em M e ¢ : M — N é
um difeomorfismo de classe C*°, entao definimos o push-forward de t por ¢
fazendo:

Pt = (¢ )"t

Se M, N sao variedades diferencidveis, U é um subconjunto aberto de M,
¢ : U — N é um difeomorfismo de classe C*° e t é um campo tensorial sobre
M, usamos também a notagao ¢.t para denotar o push-forward da restricao
t|y pela aplicacao ¢.

Ezxercicio 12.1. Mostre que um pull-back ou um push-forward de um campo
tensorial simétrico é ainda simétrico e que um pull-back ou um push-forward
de um campo tensorial anti-simétrico ¢ ainda anti-simétrico (sugestao: use
o resultado do item (b) do Exercicio D.24).

Ezercicio 12.2. Se campos vetoriais sobre uma variedade diferenciavel sao
identificados com (0, 1)-campos tensoriais sobre essa variedade, mostre que
as nogoes de pull-back e push-forward dadas na Definicao 12.4 coincidem com
aquelas dadas na Definigao 9.2 (sugestao: resolva primeiro o Exercicio D.8).

12.5. Observagao. Se f: N — R é um (0,0)-campo tensorial entdo o pull-
back de f por uma aplicacao ¢ : M — N de classe C* nada mais é que a
aplicagdo composta f o ¢. Similarmente, se f : M — R é um (0, 0)-campo
tensorial entao o push-forward de f por um difeomorfismo ¢ : M — N de
classe C* nada mais é que a aplicacdo composta f o ¢~ L.

Ezxercicio 12.3. Sejam M, N, P variedades diferencidveis e ¢ : M — N,
A: N — P fungoes de classe C°°. Dado um campo tensorial t em P, mostre
que:

(Ao g)*t=g"A"t,
onde devemos supor que ¢ e A sdao difeomorfismos locais caso t nao seja

puramente covariante. Se t é um campo tensorial em M e ¢, A sao difeo-
morfismos, mostre que:

(Ao @)t = Aot

(sugestao: use o resultado do Exercicio D.2 e sua reformulagao para (p, q)-
tensores dada na Subsecao D.3).

FEzercicio 12.4. Seja A um atlas (de cartas) de uma variedade diferencidvel
M (contido no maximal). Mostre que um campo tensorial t sobre M é de
classe C'™ se e somente se p,t é de classe C*°, para qualquer ¢ € A (sugestao:
use o resultado do Exercicio 11.25 com £ =TM e com A = {a“’ GRS A},
onde a¥ é a trivializacao local de T'M associada a carta ¢. Se € = t e
a = a¥, verifique que a aplicacao (11.9) é (p«t) o ).
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Ezxercicio 12.5. Sejam M, N variedades diferenciaveis, ¢ : M — N uma apli-
cacao de classe C°° e t um campo tensorial de classe C'>° sobre N. Mostre
que ¢*t é também de classe C'°°, onde devemos supor que ¢ é um difeomor-
fismo local se t nao for puramente covariante (sugestao: use os resultados
dos Exercicios 12.3 e 12.4. No caso em que ¢ é um difeomorfismo local é
conveniente tomar A4 como sendo um atlas formado por cartas de M da
forma ¢ o ¢|7, com U um aberto de M que é levado difeomorficamente por
¢ sobre um aberto ¢(U) que é o dominio de uma carta ¢ de N. No caso em
que t é puramente covariante e ¢ nao é necessariamente um difeomorfismo
local vocé precisara considerar a representagao de ¢ com respeito a cartas
de M, N e usar o resultado do Exercicio E.7). Enuncie e prove o resultado
analogo para o push-forward.

Se t é um (p, g)-campo tensorial sobre uma variedade diferencidvel M e
t' é um (p/, ¢')-campo tensorial sobre M entao definimos um (p + p', q + ¢')-
campo tensorial t®t sobre M, fazendo (veja a Subsegao D.3 para a defini¢ao
de produto tensorial de (p, ¢)-tensores):

(tet)(z) =tx)®t(z), xeM.

Similarmente, se t, t' sdo campos tensoriais simétricos (resp., anti-simétri-
cos), definimos um campo tensorial simétrico (resp., anti-simétrico) tV t'
(resp., tAt) fazendo (tV ) (x) = t(x) VE(z) (resp., {AY)(x) = t(z) At (1)),
para todo z € M.

Ezxercicio 12.6. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
aplicagao de classe C*. Se t, t' sdo campos tensoriais em N, mostre que:

P*(tat) = (¢"t) ® (¢7t),
onde devemos supor que ¢ é um difeomorfismo local se t e t' nao forem pu-
ramente covariantes (sugestao: use o resultado do Exercicio D.3 e sua refor-
mulacao para (p, q)-tensores dada na Subsecao D.3). Se t e t' sdo simétricos,
mostre também que:

Pr(tV ) = (o7t V (¢"Y)
e se t, t' sdo anti-simétricos mostre que:

P*(tAY) = (¢"t) A (87t
(sugestao: use o resultado do item (d) do Exercicio D.24). Enuncie e prove
os resultados andlogos para o push-forward.

Exercicio 12.7. Se t, t' sao campos tensoriais de classe C* sobre uma varie-
dade diferencidvel M, mostre que t®t’' é de classe C°. Se te t’ sao simétricos
mostre que tV t' é de classe C™ e se t e t' sao anti-simétricos mostre que
t At é de classe C™° (sugestao: use os resultados dos Exercicios 12.4 e 12.6).

Sejam t um (p, ¢)-campo tensorial sobre uma variedade diferencidvel M,
X1, ..., X, campos vetoriais sobre M e aq, ..., a4 1-formas sobre M.
Denotamos por t(X1,...,Xp, a1,...,04) : M — R a fungao definida por:

M 3z — t(z) (X1 (z),..., Xp(®),01(z),...,aq(z)) €R.
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Ezxercicio 12.8. Sejam M, N variedades diferenciaveis, ¢ : M — N um dife-
omorfismo local, t um (p, ¢)-campo tensorial sobre N, Xy, ..., X, campos
vetoriais sobre N e oy, ..., ag 1-formas sobre N. Mostre que:

qﬁ*(t(Xl,...,Xp,al,...,aq)) =tX1,..., Xp,a1,...,aq) 00
= (") (" X1,..., 0" Xp, 0 v, ..., P ).

Enuncie e prove o resultado analogo para o push-forward.

Ezercicio 12.9. Se t é um (p, q)-campo tensorial de classe C™° sobre uma

variedade diferenciavel M, X1, ..., X}, sao campos vetoriais de classe C'*
sobre M e aq, ..., ag sao 1-formas de classe € sobre M, mostre que a
funcao t(X1,..., Xp, aq,...,a4) é de classe C* (sugestao: use os resultados

dos Exercicios 12.4 e 12.8).

Se t é um campo tensorial p vezes covariante sobre uma variedade dife-
renciavel M e X é um campo vetorial sobre M entao o produto interior ixt
é o campo tensorial p — 1 vezes covariante sobre M definido por (recorde
Definigao D.3):

(ixt)(z) = ix@t(x), z€ M.
Evidentemente, se t é simétrico (resp., anti-simétrico) entdo também ixt é

simétrico (resp., anti-simétrico).

Exercicio 12.10. Sejam t um campo tensorial k vezes covariante e t' um
campo tensorial [ vezes covariante sobre uma variedade diferenciavel M.
Dado um campo vetorial X sobre M, mostre que:

(a) se t, t' sdo simétricos entao:
ix(tVHt)=(ixt) vVt +tV (ixt);
(b) se t, t' sdao anti-simétricos entao:
ix(EAY) = (ixt) A+ (=D)FEA (ixt)
(sugestao: use o resultado do Lema D.4).

Ezercicio 12.11. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N um
difeomorfismo local. Se t é um campo tensorial puramente covariante sobre
N e X é um campo vetorial sobre IV, mostre que:

¢*(ixt) = i(g=x)(0").
Enuncie e prove o resultado analogo para o push-forward.

Ezxercicio 12.12. Seja t um campo tensorial puramente covariante de clas-
se C*° sobre uma variedade diferenciavel M e seja X um campo vetorial
de classe C* sobre M. Mostre que ixt é de classe C™ (sugestao: use o
resultado dos Exercicios 12.4 e 12.11).
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Ezercicio 12.13. Sejam M uma variedade diferencidvel e w uma k-forma de
classe C*° sobre M. Dado um ponto z € M e cartas ¢ : U C M — U C R",
Yv:VCM—V CR"comaxeUnNV, mostre que:

0" d(p.w)](2) = [ d(.w) (2)] € Ling, (TM,R) = A\ T,M",
k+1
onde d denota diferenciagao exterior definida como no Apéndice E (sugestao:
use o resultado do item (e) do Exercicio E.12 sendo ¢ igual a funcao de
transicao entre as cartas p e ).

12.6. Definigao. Seja w uma k-forma diferencial de classe C* sobre uma
variedade diferencidavel M. A diferencial exterior de w é a (k + 1)-forma
diferencial dw sobre M definida por:

(12.1) dw(z) = [¢"d(puw)](2),

para todo z € M, onde ¢ é uma carta qualquer cujo dominio contém z e
d denota diferenciacdo exterior definida como no Apéndice E (o fato que o
lado direito de (12.1) nao depende da carta ¢ é precisamente o resultado do
Exercicio 12.13).

Ezercicio 12.14. Mostre que se w é uma k-forma diferencial de classe C*
sobre um aberto U de um espacgo vetorial real de dimensao finita E entao a
diferencial exterior dw dada pela Definicao 12.6 coincide com aquela definida
no Apéndice E (sugestao: considere uma carta ¢ em U — por exemplo, a
restricao de um isomorfismo linear entre £ e R™ — e use o resultado do
item (e) do Exercicio E.12 com ¢ = o).

Ezercicio 12.15. Mostre que a diferencial exterior de uma forma diferen-
cial de classe C'°° sobre uma variedade diferencidvel é ainda de classe C'*°
(sugestao: use o resultado do Exercicio 12.5).

Ezercicio 12.16 (propriedades da diferencial exterior). Seja M uma varie-
dade diferenciavel.

(a) Se f: M — R é uma 0-forma (i.e., uma funcao a valores reais) de
classe C'*°, mostre que a diferencial exterior de f coincide com a sua
diferencial comum.

(b) Mostre que a diferenciagdo exterior define uma aplicacao linear do
espago vetorial real das k-formas de classe C*° em M no espago
vetorial real das (k + 1)-formas de classe C* em M.

(¢) Se w é uma k-forma de classe C*° em M, mostre que d(dw) = 0.

(d) Se w é uma k-forma de classe C* em M e \ é uma I-forma de classe
C* em M, mostre que:

d(wAN) = (dw) AX+ (=1)Fw A (dN).

(e) Se N é uma variedade diferencidvel, ¢ : M — N é uma aplicacao de
classe C° e w é uma k-forma de classe C™° em N, mostre que:

d(¢*w) = ¢*dw



EXERCICIOS PARA MAT5799 64

(sugestao: use cartas e os resultados correspondentes que aparecem no enun-
ciado do Exercicio E.12).

Quando se trabalha com campos tensoriais em variedades, é costumeiro
usar as seguintes notagoes: sejam M uma variedade diferenciavel e:

0:UCM-—UCR"

uma carta em M. Denota-se por x; : U — R, ¢ = 1,...,n, as fungdes coor-
denadas de ¢, de modo que ¢ = (x1,...,x,). Os campos vetoriais de classe
C> em U obtidos pelo pull-back por ¢ da base canonica de R™ (pensamos
nos vetores da base canonica de R™ como campos vetoriais constantes em
R™) sao denotados por:

0 0

12.2 e,
( ) ax17 781_”

As diferenciais (exteriores ou comuns) das funcoes z; : U — R nos dao
1-formas de classe C°:

(12.3) dzq,...,dzy,

sobre o aberto U. Note que dxi(%) =lsei=7je dxi(%) =0sei #j,
de modo que a avaliagdo num ponto z € U das 1-formas (12.3) nos dao a
base dual da base de T, M obtida pela avaliagao em x dos campos vetoriais
(12.2). O push-forward das 1-formas (12.3) por ¢ nos dao a base dual da
base canonica de R™ (pensadas como 1-formas constantes em R™).

Usando os campos vetoriais (12.2) e as 1-formas (12.3) nés podemos cons-
truir as seguintes familias de campos tensoriais de classe C*° sobre o dominio
U da carta ¢ (identificamos, como sempre, campos vetoriais com (0,1)-
campos tensoriais):

0 0
12.4 de;, @ - @de;, ® — Q-+ Q@ —
(12.4) Tip @ ® x2p®8%® ®aqu,
il,...,ip,jl,...,jq:1,...,’)?,,
(12.5) da:il\/---\/dxip, 1< << <im,
0 0
12.6 VeorVo—, 1<j5 < <j; <
( ) ale 6$jq’ S s — ]q =N,
(12.7) dzyy Ao Adag,, 1<idp <.+ <ip <,
0 0
12.8 Ao Ay 1< j1 <o < jog <1
( ) 833]1 aqu > .]q =n

Em vista dos resultados dos Exercicios D.6, D.28 e D.29, as familias (12.4),
(12.5), (12.6), (12.7) e (12.8), quando avaliadas num ponto = € U, nos dao
bases dos espagos (®p T,M*) ® (®q M), V, TeM*, \ , ToM, N\, T M*
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e A\ q T, M, respectivamente. Usando novamente os resultados de tais exer-
cicios, obtemos que:

t = t<77“'777dlh7”.7dx‘)
. Z . Z axil Iz " "
Zl,‘..,lpzl ]17-~~7Jq:1 !

0 0
doy, @ @dr), ® — @+ ® :
895]-1 aqu

se t é um (p, ¢)-campo tensorial sobre U, que:

1 0 0

1<i1 <-<ip<n

se t é um (p,0)-campo tensorial simétrico sobre U, que:

1 0 0
1< < jg<n
se t é um (0, ¢)-campo tensorial simétrico sobre U, que:

) )
(129) t= > t(axll,...,ﬁ>dxil/\---/\dxip,
i ip

1<i) <-<ip<n

se t é um (p,0)-campo tensorial anti-simétrico sobre U e que:

0 0
1<j1<<jg<n 7 Ja

se t é um (0, ¢)-campo tensorial anti-simétrico sobre U.

FExercicio 12.17. Se uma k-forma w de classe C°° no dominio de uma carta
v =(x1,...,z,) é dada por:

w = Z Wiq..ig, dSEil FANCIIRIVAN dl’ik,

1<t << <n

onde w;, . 4, sao fungoes (automaticamentelo de classe C'*°) sobre o dominio
de ¢, use os resultados dos itens (a)—(d) do Exercicio 12.16 para mostrar
que:

dw = Z dwh--.ik ANdxi A A dxik
1<i1 < <ip<n

(sugestao: note que o produto de uma fungao escalar por uma k-forma pode
ser pensado como o produto exterior de uma 0-forma por uma k-forma).

1ONote que Wi, ..., = w(L e use o resultado do Exercicio 12.9.

)
Om;y 777 Bzik
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13. D1a 25/10

Exercicio 13.1.
(a) Seja f :[a,b[ = R uma funcao continua, derivavel em |a, b]. Mostre
que se o limite lim;_,, f'(¢) existe entdao f é derivavel no ponto a e:

f'(a) = lim f'(t)

(sugestao: reescreva o quociente w usando o teorema do
valor médio).

(b) Seja f :]0,+00[ = R uma fun¢ao da forma:

~—

8~

= p(—xe_ x
f(iL‘) - q(a:) ) > 07

onde p, ¢ sdo polinémios e ¢ nao tem raizes em )0, +00[. Mostre que
lim, 0 f(z) =0 e que:

onde p1, q1 s@o polindmios e ¢; ndo tem raizes em |0, +o0.
(c) Mostre que a fungao f : R — R definida por f(x) = e 7 paraz > 0
e f(z) =0 para x < 0 é de classe C°.

Exercicio 13.2.

(a) Mostre que existe uma fungdo de R em R néo negativa, nao iden-
ticamente nula, de classe C™ e com suporte!! compacto (sugestao:
seja f a funcdo definida no item (c) do Exercicio 13.1. Considere o
produto de f por uma funcao cujo grafico é a reflexdao do grafico de
f numa reta paralela ao eixo das ordenadas).

(b) Mostre que para quaisquer ntmeros reais a, b com 0 < b < a existe
uma fungao f: R — R de classe C*° que vale 1 no intervalo [—b, b,
que tem suporte contido no intervalo |—a,a| e cuja imagem estd
contida no intervalo [0, 1] (sugestdo: primeiro use o resultado do
item (a) para mostrar que existe uma funcdo g : R — R de classe
C*° com suporte contido em |—a, a], que vale zero em [—b, b], que é
nao negativa em |—oo, 0], ndo positiva em [0, +o00[ e tal que:

0 a
/ g=1, /gz—l-
—a 0

Depois, defina f(z) = [*__ g(t) dt).

(c) Mostre que para quaisquer nimeros reais a, b com 0 < b < a existe
uma funcao f: R™ — R de classe C* que vale 1 na bola fechada de
centro na origem e raio b, que tem suporte contido na bola aberta
de centro na origem e raio a e cuja imagem estd contida no intervalo

e suporte de uma fungao é o fecho do conjunto dos pontos nos quais a fungao é
diferente de zero.
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[0,1] (sugestao: se f é a funcdo do item (b), considere a funcao
x — f(||z|]), onde ||z|| denota a norma Euclideana de x).

FEzercicio 13.3 (funcao de corte). Sejam M uma variedade diferencidvel
Hausdorff, U um subconjunto aberto de M e p um ponto de U. Mostre
que existe uma funcao ¢ : M — R de classe C'°° que tem suporte contido
em U, vale 1 numa vizinhanga de p e tem imagem contida no intervalo [0, 1]
(sugestao: seja ¢ uma carta em M cujo dominio estd contido em U, cuja
imagem é uma bola aberta de centro na origem e raio a e tal que ¢(p) = 0.
Seja f uma funcao como aquela dada pelo item (c) do Exercicio 13.2. Defina
¢ como sendo f o ¢ no dominio de ¢ e como sendo zero fora do dominio
de ¢. Para mostrar que ¢ é de classe C*°, escreva M como unidao de dois
abertos restrita aos quais a fungao ¢ é de classe C'°, a saber, o dominio de
¢ e o complementar em M de ¢~ !(supp f), onde supp f denota o suporte
de f. Note que ¢~ !(supp f) é compacto e portanto fechado, tendo em vista
que M ¢é Hausdorff!).

FEzercicio 13.4. Seja M a variedade diferencidvel (ndo Hausdorft!) definida
no Exercicio 2.20 com A = R\ {0}. Mostre que para qualquer funcao
continua ¢ : M — R vale que gb(q(0,0)) = gb(q(O, 1)) (sugestao: a fungao
¢poq:Rx{0,1} - R é continua e (¢ o q)(x,0) = (¢ o ¢)(x,1) para todo
x # 0). Conclua que se p = ¢(0,0) e U é o aberto q(IR X {O}) entao nao
existe uma funcdo ¢ como aquela cujo resultado do Exercicio 13.3 afirma
existir (sugestao: ¢(0,1) € U).

Exercicio 13.5. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff e p € M
um ponto.

(a) Mostre que se U é um subconjunto aberto de M contendo p e se
fo : U — R é uma funcao de classe C*° entao existe uma funcao
f M — R de classe C*° que coincide com fy numa vizinhanga
de p (sugestao: pelo resultado do Exercicio 13.3 existe uma fungao
¢ : M — R de classe C* que vale 1 numa vizinhanca de p e tem
suporte contido em U. Seja f tal que f é igual a fopp em U e f é
igual a zero fora de U).

(b) Mostre que dados ¢ € R e um funcional linear o« € T,M* entao
existe uma funcao f : M — R de classe C* tal que f(p) = c e
df(p) = a (sugest@o: primeiro use uma carta ¢ cujo dominio é uma
vizinhanca aberta U de p para obter uma funcao fy : U — R de classe
C™ tal que fo(p) = c e dfp(p) = «; por exemplo, faca com que a
representacao de fy com respeito a ¢ seja a soma de um funcional
linear com uma constante. Use entdo o resultado do item (a)).

13.1. Definigao. Sejam M uma variedade diferenciavel, X : M — TM
um campo vetorial em M e f: M — E uma funcao de classe C*° tomando
valores num espaco vetorial real de dimensao finita . Denotamos por X (f)
a funcao:

X(f): M3z —df(X(z)) € E.
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Ezercicio 13.6. Sejam X : M — TM um campo vetorial numa variedade
diferenciavel M e E um espaco vetorial real de dimensao finita.

(a) Mostre que a aplicacao f +— X (f) definida no espago vetorial real
das funcgoes f : M — FE de classe C'° e tomando valores no espago
vetorial real das fun¢bes em M a valores em FE é linear.

(b) Mostre que se f : M — R, g : M — R sao fungoes de classe C*
entao:

X(fg9) = X(H)g + fX(g)-

(c) Mostre que se N é uma variedade diferencidvel, ¢ : N — M é um

difeomorfismo local e f : M — E é uma funcao de classe C'"*° entao:

X(f)od = (¢"X)(f 0 9).
Enuncie e mostre um resultado andlogo para o push-forward.

(d) Mostre que se X e f : M — E sao de classe C*™ entao também
X (f) é de classe C*° (sugestao: use o resultado do item (c) para um
difeomorfismo que é uma carta de M).

(e) Mostre que se f : M — E ¢é de classe C*°, E' é um espaco vetorial
real de dimensao finita e L : E — E’ é uma aplicagao linear entao:

X(Lo f)=LoX(f).

Ezercicio 13.7. Seja X : M — TM um campo vetorial numa variedade
diferencidvel M. Se M é Hausdorffe X (f) € C°°(M) para toda f € C>*(M),
mostre que X é de classe C* (sugestao: sejam p € M e:

e=(p1,...,pn): UCM—UCR"
uma carta em M tal que p € U. Use o resultado do item (a) do Exercicio 13.5
para encontrar uma funcao f; € C*°(M) que coincide com ¢; numa vizi-
nhanga aberta V; de p; seja V = (', V;. Mostre que (¢, X)o¢:U — R"
e (X(fl), . ,X(fn)) : M — R™ coincidem sobre V' e conclua que X |y é de
classe C™).

13.2. Definigao. Seja A uma &lgebra (i.e., A é um espago vetorial munido de
uma multiplicagdo A x A 3 (a,b) — ab € A que é bilinear). Uma deriva¢do
de A é um operador linear D : A — A tal que:

D(ab) = D(a)b+ aD(b),
para quaisquer a,b € A. Denotamos por Der(A) o conjunto das derivagoes
de A.

Evidentemente, Der(A) é um subespago do espago vetorial dos opera-
dores lineares em A. Em vista dos resultados dos itens (a), (b) e (d) do
Exercicio 13.6 temos que, para qualquer campo vetorial X de classe C'°
numa variedade diferencidvel M, a aplicagao:

(13.1) C®(M)> f— X(f) e C(M)
¢ uma derivagao da algebra C*°(M).

O objetivo do restante desta secao é mostrar o seguinte:
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13.3. Teorema. Se M ¢ uma variedade diferencidvel Hausdorff e D é uma
derivagao da dlgebra C°(M) entdo existe um tnico campo vetorial X em
M tal que D(f) = X(f), para toda f € C*(M). O campo vetorial X € de
classe C°.

Ezxercicio 13.8. Sejam X, Y campos vetoriais numa variedade diferencidvel
Hausdorff M. Mostre que se X (f) = Y (f) para qualquer f € C°°(M) entao
X =Y (sugestao: use o resultado do item (b) do Exercicio 13.5 para concluir
que a(X(p)) = a(Y(p)) para todo p € M e todo a € T,M*). Conclua que
é vélida a afirmacao do enunciado do Teorema 13.3 a respeito da unicidade
do campo X.

Ezercicio 13.9. Sejam A uma algebra com unidade 1 € A (i.e., al = la = q,
para todo a € A) e D uma derivacao de A. Mostre que D(1) = 0 (sugestao:
quanto é D(1-1)?). Conclua que se M é uma variedade diferencidvel e D é
uma derivagao de C*°(M) entao D(f) = 0 para qualquer fungao constante
f:M—R.

Ezercicio 13.10. Seja U um subconjunto aberto de R™ estrelado em torno
de um ponto x° € U (i.e., para todo = € U temos que o segmento ligando z°
a z estd contido em U). Se f: U — R é uma funcado de classe C°°, mostre
que existem funcoes a; : U — R, ¢ =1,...,n de classe C*° tais que:

f(x) = fa) + ) ai@)(w; — ),
i=1

para todo x € U e tais que a;(2°) = aai, (2°), i = 1,...,n (sugestdo: note
que:

1
f(a:):f(xo)+/0 %[f((l—t)xo—i-tx)]dt, reU.

Expanda o integrando em termos das derivadas parciais de f usando a regra
da cadeia. Para mostrar que a funcao a; é de classe C'*° vocé vai precisar
do seguinte resultado dos cursos de Célculo no R™: se a : W — R é uma
fungao de classe C*° num aberto W de R x R™ que contém |[a,b] x U, onde

U é um aberto de R", entao a funcao U > z — fab a(t,x) dt é de classe C™).

Ezercicio 13.11. Mostre que o Teorema 13.3 vale se M é um subconjunto
aberto convexo de R" (sugestao: sejam;: M — R, i =1,...,n a restrigao a
M da i-ésima projecao de R" e defina um campo vetorial X = (X1,...,X,)
em M fazendo X; = D(m;),i=1,...,n. Dada f € C®°(M) e 2° € M, use
o resultado do Exercicio 13.10 para escrever:

F=ra®+> ai(m —af),
=1

com ay,...,a, € C°(M). Aplique D aos dois lados dessa igualdade e avalie
o resultado no ponto z¥. Use também o resultado do Exercicio 13.9).
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Exercicio 13.12. Sejam M, M’ variedades diferencidveis difeomorfas. Mostre
que se o Teorema 13.3 vale para M entao ele também vale para M’ (sugestao:
use o resultado do item (c¢) do Exercicio 13.6. Tenha em mente que se
¢ : M — M’ é um difeomorfismo entao f — f o ¢ define um isomorfismo da

algebra C°°(M') na dlgebra C*°(M)).

Exercicio 13.13. Sejam M uma variedade diferenciavel Hausdorff e D uma
derivacao de C°°(M). Mostre que D é local, i.e., se f,g € C°°(M) coincidem
sobre um subconjunto aberto U de M entao também D(f) e D(g) coincidem
sobre U (sugestao: se h = f — g, mostre que D(h) se anula sobre U. Dado
p € U, use o resultado do Exercicio 13.3 para obter uma fungao ¢ € C*°(M)
com suporte contido em U tal que ¢(p) = 1 e calcule D(¢h) no ponto p.
Note que ¢h = 0).

Ezxercicio 13.14. Sejam M uma variedade diferenciavel Hausdorff, D uma
derivagao de C*°(M) e U um subconjunto aberto de M. Mostre que existe
uma derivagio DY da dlgebra C°°(U) tal que:

(13.2) DY(flv) = D(Hlv,
para qualquer f € C°°(M) (sugestao: para fo € C*°(U) e p € U, defina:

DY(fo)(p) = D(f)(p),

onde f € C°°(M) coincide com fp numa vizinhanca de p; a existéncia de
f ¢é dada pelo resultado do item (a) do Exercicio 13.5 e o fato que D(f)(p)
nao depende da escolha de f segue do resultado do Exercicio 13.13. Para
mostrar que DY(fy) é de classe C*, note que DY(fy) e D(f) coincidem
sobre todo o interior da vizinhanga de p onde f e fy coincidem).

Ezercicio 13.15. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff e:

M=JU
veud

uma cobertura aberta de M. Mostre que se o Teorema 13.3 vale para qual-
quer U € U entao o Teorema 13.3 vale para M (sugestao: dada uma deri-
vacdo D de C*°(M), escolha para cada aberto U € U uma derivacio DV de
C>=(U) satisfazendo (13.2) e seja XY o campo vetorial de classe C*° em U
tal que XY (f) = DY(f), para toda f € C°°(U). Mostre que para U,V € U
os campos vetoriais XY e XV coincidem sobre U N V; para isso, escolha
peUNV,aeT,M* fcomono enunciado do item (b) do Exercicio 13.5 e
compare XY (f|y) com XV (f|y) no ponto p. Seja X o campo vetorial em M
que coincide com XY em U, para cada U € U, e mostre que X (f) = D(f)
para toda f € C*(M)).

Demonstracdo do Teorema 13.3. A afirmacio sobre unicidade foi demons-
trada no Exercicio 13.8. A afirmacao sobre existéncia segue dos resultados
dos Exercicios 13.11, 13.12 e 13.15, tendo em mente que M pode ser coberta
por abertos que sao difeomorfos a abertos convexos de R". U
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Ezercicio 13.16. Em vista do Teorema 13.3 temos, para uma dada variedade
diferenciavel Hausdorff M, uma aplicacao bijetora:
(13.3) X(M) — Der(C>™(M))

que associa a cada campo vetorial X € X(M) a derivagao (13.1) de C*>°(M).
Mostre que a aplicacao (13.3) é um isomorfismo de espagos vetoriais reais.

Ezxercicio 13.17. Se A é uma algebra associativa e comutativa, mostre que
se D é uma derivacao de A e a € A entao:

aD:AB(w—)a(D(b)) €A
é uma derivagao de A. Conclua que o espago vetorial Der(A), munido da

operacao definida acima, é um A-mdédulo.

Ezercicio 13.18. Seja M uma variedade diferenciavel Hausdorff. Se o espago
vetorial Der(C°°(M)) ¢ munido da estrutura de C° (M )-médulo definida pe-
lo Exercicio 13.17, mostre que (13.3) é um isomorfismo de C*° (M )-médulos
(recorde o Exercicio 9.17 para a estrutura de C°°(M)-médulo de X(M)).

14. Dia 27/10

Exercicio 14.1. Sejam A uma algebra e D1, Dy derivages de A. Mostre que
o comutador [D1, D] = Dy 0 Dy — D 0 D também é uma derivagiao de A.

Ezxercicio 14.2. Seja M uma variedade diferencidvel Hausdorff. Dados cam-
pos vetoriais X, Y em M de classe C°°, mostre que existe um tinico campo
vetorial Z em M tal que:

Z(f) = X(Y(f) - Y (X(f)),
para qualquer f € C°°(M) e mostre que o campo vetorial Z é de classe C™

(sugestao: use o Teorema 13.3 e o resultado do Exercicio 14.1).

14.1. Definigao. Se M é uma variedade diferencidvel Hausdorff e X, Y sao
campos vetoriais de classe C*° em M entao o campo vetorial Z em M de
classe C* definido pelo resultado do Exercicio 14.2 é denotado por [X,Y] e
é chamado o Colchete de Lie de X por Y.

Temos:
(14.1) (X Y(f) = X (Y () - Y(X(f)),
para todos X,Y € X(M) e toda f € C*(M).
Ezxercicio 14.3. Seja A uma &algebra. Mostre que a aplicacao:
Der(A) x Der(A) 5 (Dq, D) — [D1, D3] € Der(A)

é bilinear (sobre o corpo de escalares da édlgebra) e anti-simétrica. Conclua
usando o resultado do Exercicio 13.16 que, dada uma variedade diferenciavel
Hausdorff M, entao a aplicacao:

X(M) x £(M) 3 (X,Y) — [X,Y] € X(M)

é bilinear (sobre o corpo de escalares R) e anti-simétrica.
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Exercicio 14.4. Seja A uma &lgebra associativa e comutativa e considere
Der(A) munido da estrutura de A-médulo definida no Exercicio 13.17. Mos-
tre que:

[D1,aDs] = D1(a)Ds + a[D1, D2,
para quaisquer a € A, Dy, Dy € Der(A). Conclua usando o resultado do
Exercicio 13.18 que, dada uma variedade diferencidvel Hausdorff M, entao:

(X, fY] = X(H)Y + fIX, Y],
para quaisquer X,Y € X(M), f € C*(M).

Ezxercicio 14.5. Sejam M uma variedade diferencidavel Hausdorff, X, Y cam-
pos vetoriais de classe C*° em M e E um espago vetorial real de dimensao
finita. Mostre que a igualdade (14.1) vale também se f : M — E é uma
aplicagao de classe C* a valores em E (sugestao: seja a € E* um funcional
linear arbitrario, use o fato que (14.1) vale se trocamos f por ao f: M — R
e use o resultado do item (e) do Exercicio 13.6).

14.2. Definicao. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
aplicacao de classe C*°. Um campo vetorial X em M é dito ¢-relacionado
com um campo vetorial Y em N quando:

Y(¢(x) = dos (X (2)),
para todo x € M.

Ezercicio 14.6. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ¢ : M — N um
difeomorfismo local. Dados um campo vetorial X em M e um campo vetorial
Y em N, mostre que X e Y sao ¢-relacionados se e somente se X = ¢*Y.

Ezercicio 14.7. Sejam M, N variedades diferenciaveis e ¢ : M — N uma
aplicacao de classe C*°. Suponha que N seja Hausdorff. Dados um campo
vetorial X em M e um campo vetorial Y em N, mostre que X é ¢-relacionado
com Y se e somente se:

(14.2) Y(f)o¢p=X(fo0),
para qualquer f € C°°(N) (sugestao: assumindo (14.2), mostre que:

alY (¢(x))] = a[dé. (X(2))],
para todo x € M e todo a € Ty(,)N*, usando o resultado do item (b) do
Exercicio 13.5).

Ezercicio 14.8. Sejam M, N variedades diferencidveis Hausdorff, X', Y’
campos vetoriais em M e X, Y campos vetoriais em N. Se ¢ : M — N é
uma aplicacao de classe O, X’ é ¢-relacionado com X e Y’ é ¢-relacionado
com Y, mostre que [X',Y'] é ¢-relacionado com [X,Y] (sugestdao: use o
resultado do Exercicio 14.7). Conclua usando o resultado do Exercicio 14.6
que se ¢ é um difeomorfismo local entéo:

(14.3) ' [X,Y] = [9p" X, ¢"Y].
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14.3. Observagdo. Um caso particular interessante de (14.3) é o seguinte: se
¢ ¢é a aplicacao inclusao de um subconjunto aberto entao o pull-back por ¢
nada mais é que restricao a esse aberto, de modo que:

Xv,Yvl = [X,Y]lu,

se X, Y sao campos vetoriais de classe C*° numa variedade diferencidvel
Hausdorff M e U é um subconjunto aberto de M. Mais geralmente, se
N é uma subvariedade (possivelmente imersal?) de M e X(z) € T.N,
Y (z) € T, N para qualquer x € N entao X|y, Y|y (com o contra-dominio
alterado para TN C T'M) sdo campos vetoriais de classe C> em N (veja
Exercicio 9.18) e, tomando ¢ como sendo a aplicac¢ao inclusao de N em M,
o resultado do Exercicio 14.8 nos da que [X,Y](x) € T, N para todo z € N
e que:
[(X|n, Y|n] = [X, Y]|N.

Ezercicio 14.9. Sejam U um aberto de um espago vetorial real de dimensao
finita Fe X : U — E,Y : U — E campos vetoriais de classe C*° em U.
Dada uma funcao f : U — R de classe C°°, mostre que:

X(Y(H)(x) = d*fo(X(2),Y (2)) + dfa[d¥a (X ()],

para todo 2 € U (sugestdo: calcule a derivada direcional de z — d f, (Y (z))
num ponto x na diregdo de X (x) usando o resultado do Exercicio E.2 e
tendo em mente a bilinearidade da aplicacdo E* x E 5 (a,v) — a(v) € R).
Usando a simetria de d?f,, conclua que:

X(Y(f)) = Y (X()] (@) = df [V, (X (2)) — dX, (Y ()],
para todo x € U e que o colchete [X,Y] é dado por:
(X, Y](z) = dY,(X(2)) —dX,(Y(z)), zeU,
ou seja13:
(14.4) (X, Y] =X(Y)-Y(X).
Ezercicio 14.10. Sejam M uma variedade diferenciavel e:
p:UCM-—UCR"
uma carta em M. Denote por:

0
aﬂii ’

(14.5) i=1,...,n,

120 fato que a aplicagdo inclusdo de N em M é continua garante que N é automatica-
mente Hausdorff se M o for.

13Quando escrevemos X (V) estamos pensando em X como campo vetorial na variedade
U e em Y como uma funcdo a valores no espago vetorial fixo F definida na variedade U.
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o campo vetorial em U que é o pull-back por ¢ do campo vetorial constante

e igual ao i-ésimo vetor da base canénica de R"™. Mostre que'*:
g 0
220
8331' 8:cj

para todos i, = 1,...,n (sugestao: use (14.3) e (14.4)).

Ezxercicio 14.11. Sejam M, N variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
submersao sobrejetora de classe C*°. Um campo vetorial X em M é dito
projetdvel por ¢ se:
dg (X () = dgy (X (v)),

para quaisquer x,y € M tais que ¢(z) = ¢(y). Mostre que X é projetavel
por ¢ se e somente se existe um campo vetorial Y em N que é ¢-relacionado
com X e que tal campo Y é tnico se existir. Mostre também que Y é de
classe C™ se X for de classe C*° (sugestao: note que Y o ¢ = d¢p o X e use
o resultado do Exercicio 5.3).

Ezercicio 14.12 (campos canoénicos do toro). Considere o toro n-dimensional
(S1H)™ e o difeomorfismo local ¢ : R® — (S1)" definido no Exercicio 6.21.
Mostre que um campo vetorial X : R® — R™ em R"™ é projetavel por ¢ se e
somente se:

X(9) = X(¢),
para quaisquer 0,6 € R" tais que 6 — 0’ € Z" (sugestao: note que:
dge(v) = 2m(ie¥™ 01y, . .., ie2 0y,

para quaisquer 6, v € R™, de modo que dgy = dgg se § — ¢’ € Z™). Conclua
que o campo vetorial constante e igual ao j-ésimo vetor da base canonica de
R™ é projetavel por ¢ e denote por:
0
%7
0 unico campo vetorial no toro que é g-relacionado com tal campo constante
(veja Exercicio 14.11). Mostre que:

j=1...,n,

[i i} _0
00;" 00,1 7
para todos j,k = 1,...,n (sugestdo: uma opcao é usar o resultado do

Exercicio 14.8. Outra opcao é notar que se U é um aberto de R™ onde o dife-
omorfismo local g é injetor entao os campos %, quando restritos ao aberto
J

q(U) do toro, sdo os campos (14.5) associados & carta (q|y)~ ! : ¢(U) — U).

N30 precisamos supor que M seja Hausdorff pois certamente U é Hausdorff, sendo
homeomorfo a U.
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Ezercicio 14.13. O Teorema 13.3 nao vale em geral para variedades
que nao sdo Hausdorff e ndo se generaliza para variedades de dimensao
infinita e nem mesmo para variedades de classe C* com k < 400, de
modo que é importante ter uma forma de definir o colchete de Lie sem
usar o Teorema 13.3. Mostre o seguinte:

14.4. Lema. Se M € uma variedade diferencidvel e X, Y sao campos
vetoriais de classe C®° em M entdo existe um unico campo vetorial
Z em M tal que:
Z(f) = X(Y(f)) - Y (X(f),

para qualquer fun¢do f : Dom(f) — R de classe C™ definida num
subcongunto aberto Dom(f) de M (estamos usando a notac¢ao X (f)
mesmo quando X e f ndo tém o mesmo dominio e estamos suben-
tendendo, obviamente, que tanto X quanto f devem ser restritos ao

dominio comum de X e f). Além do mais, o campo vetorial Z é de
classe C°.

Define-se entdo [X,Y]| = Z. Para demonstrar o Lema 14.4, siga o
seguinte roteiro:

(a) o lema vale se a variedade M é um aberto de R"™ (proceda
como no Exercicio 14.9);

(b) se M e M’ sao difeomorfas e o lema vale para M entao
ele também vale para M’ (use o resultado do item (c) do
Exercicio 13.6);

(c) se M = Upey U é uma cobertura aberta de M e o lema vale
para qualquer aberto de M que estd contido em algum U € U
entao o lema vale para M,

(d) por (a), (b) e (c), o lema vale para qualquer variedade dife-
renciavel M.

Vocé também pode adaptar o resultado do Exercicio 14.7 para varie-
dades nao Hausdorff (exigindo que (14.2) seja valida para fungoes de
classe C*° em subconjuntos abertos de N) e demonstrar o resultado
do Exercicio 14.8 também para variedades nao Hausdorff.

15. Di1a 03/11

15.1. Definicao. Sejam M uma variedade diferencidvel e X um campo ve-
torial em M. Uma curva integral de X é uma funcao v : I — M de classe
C®°, definida num intervalo aberto I C R, tal que:

V() = X ((1)),
para todo t € I.

Note que, se M é um aberto de R”, entdao a condicao de que v seja
uma curva integral de X é nada mais que uma equacao diferencial ordinaria
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para . Assumiremos o seguinte resultado demonstrado em alguns cursos
de equacées diferenciais ordinarias:

15.2. Teorema (existéncia, unicidade e dependéncia C*° das condigoes inici-
ais). Seja X : U — R"™ uma funcdo de classe C* definida num subconjunto
aberto U de R™ (i.e., X € um campo vetorial de classe C* em U ).

(a) Dados ty € R, xg € U entao existem € > 0, uma vizinhanga aberta
V de xg em U e uma funcgdo v : [tg —e,to + e[ x V. — U de classe
C tal que y(tg,z) = x para todo x € V e tal que:

Jto —e,to+e[2t— v(t,x) €U

é uma curva integral de X, para todo x € V.
(b) Se I C R € um intervalo aberto, v : I — U, p: I — U sao curvas
integrais de X e se y(t) = u(t) para algum t € I entao v = p.

Ezxercicio 15.1. Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma
aplicacao de classe C°, X um campo vetorial em M e Y um campo vetorial
em N. Se X e Y sao ¢-relacionados e v : I — M ¢é uma curva integral de
X, mostre que ¢ oy é uma curva integral de Y.

FEzercicio 15.2 (existéncia de curvas integrais). Sejam M uma variedade
diferencidvel e X um campo vetorial de classe C*° em M. Dados ty € R,
xg € M, mostre que existem € > 0, uma vizinhanga aberta V de x¢g em M
e uma fungao vy : Jto —e,tp + [ x V.— M de classe C* tal que y(to,z) =z
para todo x € V e tal que:

lto—e, to+e[2t— v(t,x) e M
é uma curva integral de X, para todo = € V' (sugestao: seja:
0:UCM-—UCR"

uma carta em M com z¢p € U e use o item (a) do Teorema 15.2 para o

campo vetorial ¢, X no aberto U e o resultado do Exercicio 15.1, tendo em
mente que p.X e X sdo ¢~ !-relacionados).

Ezercicio 15.3 (unicidade de curvas integrais). Sejam M uma variedade
diferenciavel Hausdorff, X um campo vetorial de classe C*° em M e:

vyl —M, pu:J—M

curvas integrais de X. Se existe t € I N J tal que v(t) = p(t), mostre que
Y|1ns = plins (sugestdo: considere o conjunto C = {t € INJ : y(t) = pu(t)}
e mostre que C é aberto e fechado em I N J. Para mostrar que C é aberto,
dado t € C, use uma carta ¢ cujo dominio contém ~(t) = u(t) e o item (b)
do Teorema 15.2 para o campo vetorial ¢, X, tendo em mente também o
resultado do Exercicio 15.1. Para mostrar que C é fechado em I N J, use a
continuidade de 7 e p e o fato que M é Hausdorff).
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Ezercicio 15.4. Sejam A um subconjunto aberto de R e M a variedade
diferenciavel definida no Exercicio 2.20. Consideramos a identificagao:

Twiy (R x {0,1}) 2 T,R x T;{0,1} = R x {0} =R, (i) € R x {0,1},

de modo que campos vetoriais (resp., de classe C*°) em R x {0,1} sdo
identificados com fungoes (resp., de classe C*°) a valores reais em R x {0, 1}.

(a) Mostre que para todo z € A temos dg(; o) = dg(,,1) (sugestdo: para
i € {0,1}, a diferencial da aplicacdo A; : R > z — (z,7) € R x {0,1}
em qualquer ponto de R é a aplicacao identidade de R. As aplicagoes
go Mg e go )\ coincidem sobre o aberto A e portanto suas diferenciais
em qualquer ponto de A sdo iguais).

(b) Mostre que um campo vetorial X : R x {0,1} - R em R x {0,1} é
projetével por ¢ se e somente se X (x,0) = X (z,1), para todo x € A
(recorde Exercicio 14.11; tenha em mente que ¢ é uma submersao
sobrejetora de classe C'*° ja que é até mesmo um difeomorfismo local
sobrejetor).

(c) Considere o campo vetorial X : R x{0,1} 3 (z,7) — 1 em R x{0,1}
e seja Y o unico campo vetorial (de classe C*) em M tal que X e Y
sao g-relacionados. Use o resultado do Exercicio 15.1 para concluir
que v; : R >t — q(t,i) € M, i = 0,1, é uma curva integral de Y.
Note que vo(t) = v1(t) quando ¢t € A e vo(t) # 71(t) quando t & A,
de modo que se A # ) e A # R (justamente o caso em que M nao
é Hausdorff!) entao vy e 71 coincidem em algum instante e nao sao
iguais.

FEzercicio 15.5 (invariancia por translagdo temporal). Sejam M uma vari-
edade diferencidvel e X um campo vetorial em M. Se v : I — M é uma
curva integral de X e s € R, mostre que a translacdo temporal de v por s
definida por:

I—s>tr—y({t+s)eM

¢ uma curva integral de X, onde I — s = {t— s:te I}.

Dado um campo vetorial X numa variedade diferenciavel M, conside-
ramos no conjunto das curvas integrais de X a relacao de ordem parci-
al < definida por v < u se e somente se p é uma extensao de v (i.e.,
Dom(y) € Dom(u) e v é a restricao de p a Dom()). Uma curva integral
mazximal de X é um elemento maximal do conjunto das curvas integrais de
X, i.e., uma curva integral v de X que nao se estende a uma curva integral
wde X tal que p # .

Ezercicio 15.6. Se X é um campo vetorial numa variedade diferencidvel
M, mostre que uma translacao temporal de uma curva integral maximal
de X é uma curva integral maximal de X (sugestao: use o resultado do
Exercicio 15.5).
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FEzercicio 15.7 (existéncia e unicidade para curvas integrais maximais). Se-
jam M uma variedade diferenciavel Hausdorff e X um campo vetorial de
classe C*° em M.

(a) Se I' é um conjunto nao vazio de curvas integrais de X tal que existe
t em [, Dom(v) com ~(t) = p(t) para quaisquer v, u € I', mostre
que a uniao'® UweF'V é uma curva integral de X (sugestao: use o
resultado do Exercicio 15.3).

(b) Sevy:I — M e p:J — M sao curvas integrais maximais de X e
existe t € I N J tal que v(t) = u(t), mostre que v = u (sugestao:
pelo resultado do item (a), v U 4 é uma curva integral de X).

(c) Dados ty € R, 29 € M, mostre que o conjunto das curvas integrais
de X tais que tg € Dom() e vy(tg) = o possui um maior elemento,
i.e., existe uma curva integral v de X satisfazendo ty € Dom(v),
~v(to) = zo e que estende qualquer curva integral de X satisfazendo
essa condicao (sugestao: considere a unido de todas as curvas inte-
grais p de X tais que to € Dom(u), u(tg) = xo e use o resultado
do item (a)). Mostre que « é a tnica curva integral maximal de X
satisfazendo ty € Dom(y) e vy(t9) = zp. Conclua que toda curva in-
tegral de X se estende de modo tinico a uma curva integral maximal

de X.

Ezercicio 15.8. Sejam M uma variedade diferencidavel Hausdorff e X um
campo vetorial de classe C*° em M. Se v e p sdo curvas integrais maxi-
mais de X e se as imagens de v e de p nao sao disjuntas, mostre que u é
uma translacao temporal de v e conclua que v e p possuem a mesma ima-
gem (sugestao: use o resultado do item (b) do Exercicio 15.7 e o resultado
do Exercicio 15.6). Conclua também, usando o resultado do item (c) do
Exercicio 15.7, que as imagens das curvas integrais maximais de X consti-
tuem uma particao da variedade M.

Ezercicio 15.9. Sejam M uma variedade diferenciavel Hausdorff e X um
campo vetorial de classe C* em M. Seja 7 : Ja,b] — M uma curva integral
maximal de X com —oco < a < b < +00. Se (ty)p>1 ¢ uma seqiiéncia
em |a, b tal que lim,,~t, = b, mostre que a seqiiéncia (”y(tn))n>1 nao
converge em M (sugestdo: suponha por absurdo que: -

nll)I_}_loo’y(tn) =z M

e sejam € > 0, V uma vizinhanca aberta de zop em M tais que para todo
x € V existe uma curva integral u : |—e,e[ - M de X tal que p(0) = z;
a existéncia de € e V ¢é garantida pelo resultado do Exercicio 15.2. Seja
n > 1 tal que t, > b — ¢ e tal que ¥(t,) € V; sejam p : |—¢,e[ - M uma
curva integral de X tal que p(0) = ~v(t,) e A\ a translagdo temporal de

L5 Egtamos pensando aqui em uma fungdo como um conjunto de pares ordenados. Note
que se F é um conjunto de fungdes e se f e g coincidem em Dom(f) N Dom(g) para
quaisquer f,g € F entdo UfeF f é uma funcéo cujo dominio é Ufe}' Dom(f).
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tal que A(t,) = p(0). Use o resultado do item (a) do Exercicio 15.7 para
concluir que v U A é uma extensao de v definida num intervalo que contém
la,t, + €[ 2 ]a, b, o que contradiz a maximalidade de ). Conclua que para
todo subconjunto compacto K de M existe ¢ > 0 tal que v(t) ¢ K para todo
t € ]b—0,b] (isso significa que lim;,,y(¢) é igual ao ponto no infinito do
compactificado de Alezandroff de M). Enuncie e prove resultados andlogos
para o caso em que a > —00Q.

15.3. Definicao. Seja X um campo vetorial de classe C'*° numa variedade
diferencidvel Hausdorff M. O fluzo (ou fluzo mdzimo) de X é a fungao:

FX :Dom(FX) CRx M — M

definida da seguinte forma: o dominio Dom(F¥) de FX é o conjunto dos
pares (t,x) € R x M tais que t pertence ao dominio da tnica curva integral
maximal 7, de X tal que v,(0) = x; o valor FX(¢,2) de FX no ponto (¢, )
é Ya(t).

Ezercicio 15.10. Seja X um campo vetorial de classe C*° numa variedade
diferencidvel Hausdorff M. Dados s,t € R e x € M, mostre que se (¢, )
pertence a Dom(F™X) entdo:

(S,FX(t,x)) € Dom(F¥X) <= (s +t,z) € Dom(F¥)
e que se uma dessas duas condigoes equivalentes for satisfeita entao:
FX (s, FX(t,z)) = F*(s + t,z)
(sugestao: se vy é a curva integral maximal de X tal que v(0) = z entao,

pelo resultado do Exercicio 15.6, a translacao temporal p : u +— y(t + u) de
7y é a curva integral maximal de X tal que u(0) = FX(t,2)).

O objetivo dos préximos exercicios é demonstrar o seguinte:

15.4. Teorema (do fluxo). Se FX ¢ o fluvo de um campo vetorial X de
classe C*° numa variedade diferencidvel Hausdorff M entdo o dominio de
FX ¢ aberto em R x M e FX ¢ de classe C™.

Ezercicio 15.11. Seja X um campo vetorial de classe C'°° numa variedade
diferenciavel Hausdorff M. Seja A C Rx M a uniao de todos os subconjuntos
abertos B de R x M tais que B C Dom(FX) e FX|p é de classe C*. Mostre
que:
(a) A é um subconjunto aberto de R x M, A C Dom(FX) e FX|4 é de
classe C'°°;
(b) {0} x M C A (sugest@o: use o resultado do Exercicio 15.2);
(c) dados t,s € Rex € M, se (t,z) € Ae (s,F*(t,x)) € A entdo
(s +t,x) € A (sugestao: seja:
B={(u,z) eRxM:(t,x)eAe (u—t,FX(t,x)) €A}
Mostre que B é aberto em R x M e use o resultado do Exercicio 15.10

para mostrar que B C Dom(FX) e que FX|p é de classe C*°. Note
que (s+t,z) € BC A).
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Ezercicio 15.12. Demonstre o Teorema 15.4 seguindo os seguintes passos:
seja A como no enunciado do Exercicio 15.11. Vocé deve demonstrar que
A = Dom(FX). Para isso, seja * € M, denote por I, o dominio da curva
integral maximal v : I, — M de X com v(0) = x e seja:

Je={teR:(t,x) € A} C L.

Mostre que J, é aberto e fechado em I,. Para mostrar que J, é fechado em
1., seja u € I, pertencente ao fecho de J,. Sejam £ > 0 e V uma vizinhanca
aberta de y(u) em M tais que |—¢,[ x V' C A; observe que existe t € J,, tal
que y(t) € Ve Ju—t| < e. Aplique o resultado do item (c) do Exercicio 15.11
com s = u — t para concluir que (u,z) € A.

Seja X um campo vetorial de classe C*° numa variedade diferencidvel
Hausdorff M. Para cada t € R, sejam:

Dom(F;¥) = {z € M : (t,z) € Dom(F)}

FX :Dom(F) >z — FX(t,x) € M.
Pelo Teorema 15.4, o dominio Dom(F;X) de F;X é aberto em M e a aplicagio

FtX é de classe C°°. O resultado do Exercicio 15.10 nos diz que, dados
s,t € R e € Dom(F/X) entdo:

F{*(z) € Dom(F;") <= x € Dom(F}},)
e se uma dessas duas condig¢oes equivalentes for satisfeita temos:
(15.1) F (z) = FX (FX(2)).

Note que Dom(FOX) = M e que FOX é a aplicagao identidade de M. O campo
vetorial X é dito completo se toda curva integral maximal de X estiver
definida em R, i.e., se Dom(F¥X) = R x M. Nesse caso, as observagoes
acima nos dizem que o fluxo FX define uma acéo de classe C* do grupo de
Lie (R, +) na variedade diferencidvel M.

Ezercicio 15.13. Seja X um campo vetorial de classe C*° numa variedade
diferencidvel Hausdorff M. Mostre que, para qualquer ¢t € R, a imagem de
FX éigual ao dominio de FX, e que F/X, FX, sdo difeomorfismos mutuamente
inversos de classe C'*.

15.5. Definigao. Seja M uma variedade diferenciavel. Um campo vetorial
dependente do tempo em M é uma aplicagao:

X : Dom(X) C R x M — TM,

tal que X (t,z) € T, M para todo (t,z) € Dom(X), onde Dom(X) é um
subconjunto aberto de R x M. Se X é um campo vetorial dependente do
tempo em M entao uma curva integral de X é uma aplicacao v : I — M de
classe C™ tal que (t,7(t)) € Dom(X) e:

V(1) = X (A1),
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para todo t € I, onde I C R é um intervalo aberto. Como no caso em que X
é um campo vetorial comum (independente do tempo), uma curva integral
mazimal de X é um elemento maximal do conjunto das curvas integrais de
X, i.e., uma curva integral v de X que nao se estende a uma curva integral
ude X tal que p # .

Ezercicio 15.14. Sejam M uma variedade diferencidvel e X um campo ve-

torial dependente do tempo de classe C*° em M. Seja X o campo vetorial

na variedade Dom(X) (que é uma subvariedade aberta de R x M) definido
16

por-":

(15.2) X(t,x) = (1, X(t,x)) € Ty (R x M) = R x T, M,
(t,z) € Dom(X).

Dado (tp,zp) € Dom(X), mostre que se v : Dom(y) — M é uma curva
integral de X satisfazendo ty € Dom(y) e v(tg) = xo entao:

(15.3) 7 :Dom(y) = Dom(y) —tg > t — (¢t +to,y(t +to)) € R x M

6 uma curva integral de X satisfazendo 0 € Dom(5) e 5(0) = (to,0).
Reciprocamente, se 4 : Dom(5) — R x M é uma curva integral do campo
vetorial X satisfazendo 0 € Dom(3) e 5(0) = (to,x0), mostre que existe
uma (obviamente unica) curva integral v : Dom(y) — M de X satisfazendo
to € Dom(y) e v(to) = o tal que 4 é dada por (15.3).

FExercicio 15.15.

(a) Mostre que o resultado do Exercicio 15.3 vale se X é um campo ve-
torial dependente do tempo de classe C*° (sugestao: use o resultado
do Exercicio 15.14).

(b) Mostre que o resultado do Exercicio 15.7 vale se X é um campo ve-
torial dependente do tempo de classe C°°, onde no item (c¢) daquele
exercicio deve-se acrescentar a hipdtese de que (tg,xg) pertenca a
Dom(X) (sugestao: siga o mesmo roteiro que vocé usou para resol-
ver o Exercicio 15.7. Para resolver o item (c), vocé precisard usar
o resultado do Exercicio 15.14 para mostrar que existe uma curva
integral p de X satisfazendo u(tg) = xo).

(c) Se X é um campo vetorial dependente do tempo de classe C*° numa
variedade diferencidvel Hausdorff M, (t9,z9) € Dom(X) e v é a
curva integral maximal de X tal que tg € Dom(y) e v(t9) = =o,
mostre que a curva 7 definida em (15.3) é a curva integral maximal
satisfazendo 5(0) = (¢, o) do campo vetorial X definido em (15.2).

Diferentemente do que ocorre com campos vetoriais comuns (independen-
tes do tempo), uma translagdo temporal (veja Exercicio 15.5) de uma curva
integral de um campo vetorial dependente do tempo nao é em geral uma

16Note que para mostrar que X : Dom(X) — T(Dom(X)) C T(R x M) é de classe
C*° pode-se usar o resultado do Exercicio 9.12.
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curva integral desse campo. Em virtude disso, para definir uma nocao de
fluxo de campos vetoriais dependentes do tempo que encapsule todas as cur-
vas integrais maximais do campo, nao é suficiente (como no caso de campos
vetoriais comuns) se restringir a condigoes iniciais da forma v(0) = =.

15.6. Definigao. Seja X um campo vetorial dependente do tempo de classe
C* numa variedade diferencidvel Hausdorff M. O fluzo (ou fluzo mdzimo)
de X é a funcao:

FX:Dom(FX) CRxRx M — M
definida da seguinte forma: o dominio Dom(F¥) de FX é o conjunto das
trincas (t,tg,z) € R x R x M tais que (tp,z) € Dom(X) e t perten-
ce ao dominio da unica curva integral maximal 7, ,) de X satisfazendo
Y(to,z)(to) = ; o valor FX(t,tg,x) de FX no ponto (t,tg,z) é Vto,z)(t)-
FEzercicio 15.16 (teorema do fluxo para campos dependentes do tempo). Seja

X um campo vetorial dependente do tempo de classe C™ numa variedade
diferencidvel Hausdorff M. Se X é definido como em (15.2), mostre que:

Dom(FX) = {(t,t0,7) € R x R x M : (t — to, (to,z)) € Dom(F¥)}
e que:
(t, FX (¢, t0, ) = FX (t — to, (t0, 7)),
para todo (¢,tg,r) € Dom(FX) (sugestdo: use o resultado do item (c) do

Exercicio 15.15). Conclua que Dom(F¥) é aberto em R x R x M e que FX
¢ de classe C°.

Exercicio 15.17. Seja X um campo vetorial de classe C° numa variedade
diferencidvel Hausdorff M e defina um campo vetorial dependente do tempo
Xo : Rx M — TM fazendo X(t,x) = X(z), para todo (t,z) € R x M.
Mostre que:

Dom(F¥°) = {(t,tp,z) € R x R x M : (t — to,z) € Dom(F*¥)}
e que:
FXo(t,tg,2) = FX(t — to, x),
para todo (t,tg, ) € Dom(FX0) (sugestdo: X e X, possuem as mesmas

curvas integrais; use o resultado do Exercicio 15.6).

Ezercicio 15.18 (generalizacao do resultado do Exercicio 15.10 para campos
dependentes do tempo). Seja X um campo vetorial dependente do tempo
de classe C*° numa variedade diferenciavel Hausdorff M. Dados tg,t,s € R
e dado x € M, mostre que se (t,tg, z) pertence a Dom(F~) entdo:

(s,t,FX(t,to,x)) € Dom(FX) < (s,tg,z) € Dom(F™¥)
e que se uma dessas duas condi¢oes equivalentes for satisfeita entao:

FX (s,t, FX(t,to,:U)) = FX(s,t9, ).
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Se X é um campo vetorial dependente do tempo de classe C°° numa
variedade diferencidvel Hausdorff M entao, para todos tg,t € R, definimos:

F, : Dom(Ffy ) 3 2 — FX(t,t0,2) € M,
onde:
Dom(Ft)iO) ={z € M: (t,tp,z) € Dom(F*)}.
Segue do resultado do Exercicio 15.16 que Dom(Fyy,) ¢ aberto em M e que

thgo ¢ de classe C*°. O resultado do Exercicio 15.18 nos diz que, dados
to,t,s € R e z € Dom(Fy},) entéo:

thgo () € Dom(Fﬁi) =z € Dom(Fé‘;O)
e se uma dessas duas condi¢Oes equivalentes for satisfeita temos:
FY (@) = FN(FS, (2).
Note também que:
Dom(F; ) = {x € M : (to, ) € Dom(X)}

X

e que F{X, é a aplicagao identidade de Dom(Fz ;).

Ezercicio 15.19 (generalizacao do resultado do Exercicio 15.13 para campos
dependentes do tempo). Seja X um campo vetorial dependente do tempo
de classe C'*° numa variedade diferenciavel Hausdorff M. Mostre que, para
quaisquer tg,t € R, a imagem de Ft)ﬁo ¢ igual ao dominio de Ft)O{ ;€ que Ffjo,
Ft)(i ; sao difeomorfismos mutuamente inversos de classe C*°.

FEzercicio 15.20 (teorema do fluxo com parametro). Sejam M, A variedades
diferencigveis Hausdorff'” e:
X :Dom(X)CRXxMxA—TM
uma aplicagao de classe C'*° tal que:
X(t,x,\) € T, M,

para todo (t,z,A) € Dom(X), onde Dom(X) é um subconjunto aberto de
R x M x A. Assim, para cada A € A, temos que:

Xy :Dom(X)) > (t,z) — X(t,z,\) e TM
¢ um campo vetorial dependente do tempo de classe C*° em M, onde:
Dom(X)) = {(t,z) € Rx M : (t,x,A) € Dom(X)}.

Defina:
FX :Dom(F*) CRxRx M x A — M

17A conclusdo do exercicio (de que F*X tem dominio aberto e é de classe C*°) pode na
verdade ser demonstrada sem a hip6tese de que A seja Hausdorff, pois podemos escrever
A como uma unido A = |J,.; A de abertos A; que sdo Hausdorff (dominios de cartas, por
exemplo), considerar a restrigdo X; de X a Dom(X) N (R x M x A;) e depois observar
que F* =J,., F*i.
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fazendo:
FX(t,to, 2, ) = F*(t, 19, 2),
para todo (t,tg,z,\) € Dom(FX), onde:
Dom(FX) = {(t,t0,z,A) € R x R x M x A : (t,to, ) € Dom(F**)}.

Seja XA o campo vetorial dependente do tempo de classe C™ na variedade
M x A definido por:

X :Dom(X) 3 (t,z,A) — (X(t,2,)),0) € Tiuny (M x A) 2 T, M x TyA.
Mostre que o dominio do fluxo de X* é Dom(F¥X) e que:
FXA(t7 to, x, /\) = (FX(t7 lo, z, )‘)7 )‘)7

para todo (t,to,x,\) € Dom(F¥X) (sugestdao: as curvas integrais de X sao
precisamente as curvas da forma ¢t — (’y(t), A), onde X € A e v é uma curva
integral de X)). Conclua que Dom(F%X) é aberto em R x R x M x A e que
FX é de classe C°.

16. D1a 08/11

Ezercicio 16.1 (generalizacao do resultado do Exercicio 11.18 para segoes
com parametros). Sejam 7 : E — M um fibrado vetorial de posto k, A uma
variedade diferenciavel e:

s:Dom(s) CAx M — E

uma funcao tal que s(\,z) € E,, para todo (A, x) € Dom(s), onde Dom(s)
é um subconjunto aberto de A x M. Se 2 é um atlas de trivializagGes de
E (contido no maximal), mostre que s é de classe C™° se e somente se a
aplicagao:

Dom(s) N (A xU) 3 (A z) — ot (s(\,z)) € R*
é de classe C*°, para qualquer a = (ay)zey € 2A (sugestao: considere a

composicao de s com o difeomorfismo (11.3)).

Ezercicio 16.2 (generalizacao do resultado do Exercicio 11.25 para segoes
com parametros). Sejam § um funtor de classe C*°, 7 : E — M um fibrado
vetorial de posto k e A uma variedade diferencidvel. Seja:

€:Dom(e) CAx M — F(E)

uma funcao tal que €(\, x) € §(E;), para todo (A, z) € Dom(e), onde Dom(e)
é um subconjunto aberto de A x M. Dado um atlas de trivializaces 2 de
E (contido no maximal), mostre que € é de classe C™ se e somente se para
qualquer a = (ag)zev € A a aplicagao:

(16.1) Dom(e) N (A x U) 3 (\,2) — Flag) (e, 2)) € F(RF)

é de classe C'™° (sugestao: considere a composicao de € com o difeomorfismo
(11.8)).
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Ezercicio 16.3 (generalizacao do resultado do Exercicio 12.4 para campos
tensoriais com parametros). Sejam M, A variedades diferenciaveis e:

7:Dom(r) C A x M —» (®TM*) ® <®TM)

uma funcao tal que 7(\,z) € (®p T,M*) @ (®q T, M), para todo (A, z)
em Dom(7), onde Dom(7) é um aberto de A x M. Para cada A € A, denote
por:

7x : Dom(7y) 3 z +— 7(\,z) € ®TM* (®TM)

o campo tensorial definido sobre o aberto:
Dom(7y) = {z € M : (\,z) € Dom(7)}.

Seja A um atlas de M (contido no maximal). Mostre que a fungao 7 é de
classe C™° se e somente se a fungao:

(16.2) (Id x ¢)[Dom(7) N (A x Dom(¢))] 3 (A, u) —> (pu7r)(w)

é de classe C'*°, para qualquer ¢ € A, onde Id denota a aplicacao identidade
de A (sugestao: use o resultado do Exercicio 16.2 com E = TM e com
A= {a“’ T € A}, onde a¥ € a trivializagao local de T'M associada a carta
. Se e =T e a = ¥, verifique que a aplicagao (16.1) é igual & composigao
de (16.2) com Id x ¢).

Ezercicio 16.4 (Exercicio 12.5 com parametros). Sejam A, ©, M, N varie-
dades diferenciaveis, seja ¢ : Dom(¢) C A x M — N uma funcao de classe
C* definida num subconjunto aberto Dom(¢) de A x M e seja:

7:Dom(r) C © x N —» <®TN*> ® (@TN)

uma funcao de classe C*° definida num subconjunto aberto Dom(7) de © x N
tal que 7(6,y) € (®, TyN*) @ (®, TyN), para todo (,y) € Dom(r). Para
cada A € A considere a aplicacao de classe C'*:

ox : Dom(py) > v — ¢\, z) € N
definida sobre o aberto:
Dom(¢y) = {z € M : (\,z) € Dom(¢)}

e para cada # € © considere o campo tensorial de classe C°:
79 : Dom(1g) > y — 7(0,y) € <®TN*)®<®TN)
q

definido sobre o aberto:

Dom(rg) = {y € N : (6,y) € Dom(7)}.
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Se g # 0, assuma que ¢y é um difeomorfismo local, para todo A € A. Mostre
que a aplicacao:

(A.0,2) — (8370) (@ (®TM*>®<®TM>

definida sobre o aberto:
{(X\,0,2) e Ax O x M:(\z)€Dom(¢) e (,6(\ z)) € Dom(r)}

é de classe C* (sugestao: use cartas nas variedades M, N e o resultado do
Exercicio 16.3 — com A x © no lugar de A — para reduzir o problema ao
caso em que M é um aberto de R™ e N é um aberto de R"; evidentemente,
m=mnse q#0. O caso em que M é um aberto de R™ e N é um aberto de
R™ pode ser resolvido de modo similar ao Exercicio E.7).

16.1. Definigao. Se FE ¢é um fibrado vetorial sobre uma variedade diferen-
cidvel M entao uma secao dependente do tempo de E é uma aplicacao:

s:Dom(s) CRx M — E

tal que s(t,z) € E,, para todo (¢,z) € Dom(s), onde Dom(s) é um subcon-
junto aberto de R x M. Para cada t € R, temos que a aplicagao:

st : Dom(st) > v +— s(t,x) € E
é uma secao local de E definida sobre o aberto:
Dom(s;) = {# € M : (t,z) € Dom(s)}.

Se s é uma secao dependente do tempo de classe C*° de E, denotamos
por %st a secao local de E definida por:

d
ot Dom(s;) 3 x — a[st(a:)] €E.

Tenha em mente que, para x € M, a aplicagao ¢t — s;(z) (definida num
subconjunto aberto de R) é uma curva de classe C* no espago vetorial real
de dimensao finita E, (usamos aqui o resultado do Exercicio 11.13), de modo
que sua derivada num dado instante é um elemento de E,.

Ezercicio 16.5. Se s é uma secao dependente do tempo de classe C'*° de um
fibrado vetorial E de posto k sobre uma variedade M, mostre que:

Dom(s) 3 (t,x) —> <%st> (x) = %[st(m)] €FE

é uma secao dependente do tempo de classe C>° de E (sugestdo: use o
resultado do Exercicio 16.1 tendo em mente que, se a é uma trivializagao
local de E entao:

(16.3) a;l(%[st(x)D = a7 (s:(2)] € BY,

para todo (¢,z) € (R x Dom(c)) N Dom(s)).
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Ezercicio 16.6. Sejam X um campo vetorial dependente do tempo de classe
C* numa variedade diferencidvel M e f € C*°(M). Para cada t € R,
considere o campo vetorial:

X¢:Dom(Xy) 32— X(t,2) € TM
definido sobre o aberto:
Dom(X;) = {z € M : (t,x) € Dom(X)}.
Mostre que a fungao:
Dom(X) 3 (t,z) — (X¢(f))(z) e R
é de classe C* e que:

) = (%) 0

Ezercicio 16.7. Sejam M uma variedade diferenciavel, X um campo vetorial
de classe C* em M e f:Dom(f) C R x M — R uma funcao de classe C*
definida num subconjunto aberto Dom( f) de R x M; para cada t € R, denote
por f; a funcao f; : Dom(f;) > z — f(t,x) € R definida sobre o aberto:

Dom(f;) = {# € M : (t,x) € Dom(f)}.

(a) Mostre que a fungdo Dom(f) 3 (¢t,z) — X (ft)(x) € R é de classe C*°
(sugestao: uma opgao é simplesmente usar uma carta em M. Outra
opcao é usar o resultado do item (d) do Exercicio 13.6, notando
que X (fi)(z) = Xo(f)(t,z), onde Xy é o campo vetorial em R x M
definido por Xo(t,z) = (0, X (z)), para todo (t,z) € R x M).

(b) Mostre que $[X(f;)] = X(&f;) (sugestdo: use uma carta em M
para reduzir o problema ao caso em que M é um aberto de R" e
nesse caso use o teorema de Schwarz).

Ezercicio 16.8. Sejam M uma variedade diferenciavel e w uma k-forma di-
ferencial dependente do tempo de classe C*° em M, i.e., w é uma secao
dependente do tempo de classe C*° do fibrado vetorial A, TM*. Para cada
t € R, denote por w; a k-forma diferencial:

¢+ : Dom(wi) 3 2 — w(t,x) € /\TM*

definida sobre o aberto:
Dom(w;) = {z € M : (t,x) € Dom(w)}.

Mostre que:
d

q ) = d(c(iit wt)

onde d denota diferenciacao exterior (sugestdo: use uma carta em M para
reduzir o problema ao caso em que M é um aberto de R" e nesse caso use
o teorema de Schwarz).
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Ezercicio 16.9. Sejam M, N variedades diferenciaveis, ¢ : M — N uma
aplicagao de classe C*° e 7 um (p, ¢)-campo tensorial dependente do tempo
de classe C*° em N, i.e., 7 é uma secao dependente do tempo de classe C'°
do fibrado vetorial (®p TN*)® (®q TN). Para cada t € R, denote por 7

o (p, q)-campo tensorial:
¢+ : Dom(ry) 3 x — 7(t,2) € (®TN*>®<®TN>
q

definido sobre o aberto:
Dom(r) = {z € N : (t,2) € Dom(7)}.

Se ¢ # 0, assuma que ¢ é um difeomorfismo local. Mostre que:

%(Gﬁ*ﬁ) = ¢" <% Tt)

(sugestdo: para x € M, a expressao d(z)*[1(¢(x))] € linear em ¢ (¢(x))).

Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff, X um campo vetorial de
classe C*° em M e 7 um (p, q)-campo tensorial de classe C*° sobre M. Em
vista do teorema do fluxo (Teorema 15.4) e do resultado do Exercicio 16.4,
temos que:

R x M > Dom(FX) 3 (t,z) — [(FY) (®TM*) ® <®TM)

é um (p, ¢)-campo tensorial dependente do tempo de classe C*° em M (note
também que, em virtude do resultado do Exercicio 15.13, F/X é um dife-
omorfismo, de modo que o pull-back por FtX estd sempre bem definido).
Assim, em vista do resultado do Exercicio 16.5, temos que:

R x M > Dom(FX) 5 (t,2) [;[(th) ) (@)

é também um (p, ¢)-campo tensorial dependente do tempo de classe C*° em
M. A deriwada de Lie LxT é o (p,q)-campo tensorial de classe C*° em M
definido por:

Lyr= LIF

)

t=0

i.e., o valor de Lx7 num ponto  de M é o valor de & [(F{¥)*7] no ponto =
em t = 0.

Ezercicio 16.10. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C*° em M e 7 um (p, q)-campo tensorial de classe
C*® em M. Suponha que p = 0 ou ¢ = 0. Mostre que se 7 é simétrico entao
Lx7 também é simétrico e que se 7 é anti-simétrico entao também Lx7 é
anti-simétrico (sugestao: os tensores simétricos e os tensores anti-simétricos
num espaco vetorial fixado constituem subespacos do espago de todos os
tensores e a derivada de uma curva num subespaco estd nesse subespaco).
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Ezercicio 16.11 (derivada de Lie de uma funcao escalar). Sejam M uma
variedade diferenciavel Hausdorff, X um campo vetorial de classe C*° em
M e f: M — R uma fungao de classe C*° (que pode ser pensada como um
(0,0)-campo tensorial em M ). Mostre que:

Lxf=X(f)

(sugestao: tenha em mente a Observagao 12.5).

FEzercicio 16.12 (derivada de Lie de um campo vetorial). Sejam M uma
variedade diferenciavel Hausdorff e X, Y campos vetoriais de classe C*° em
M (pensamos em Y como um (0, 1)-campo tensorial em M ). Mostre que:

LxY = [X,Y]

(sugestao: em primeiro lugar, use o resultado do Exercicio 16.6 para concluir
que, para f € C*°(M), temos:

d X\ % _ d X\ *
S (EY)] () = S [(FEY))-
Depois, use o resultado do Exercicio 14.7 — tendo em mente que (F;X)*Y

e Y sdo F/X-relacionados — e também o resultado do Exercicio 15.13 para
obter:

(16.4) (FY)() = (Y(foFY))o B

Para calcular a derivada com respeito a ¢ da expressao que estd no lado
direito da igualdade (16.4), observe que o valor dessa expressao num ponto
x € M é ¢(t,t), onde:

Pt ta) = [(Y(f o FX))) o FX](2).
O resultado do item (a) do Exercicio 16.7 garante que ¢ é de classe C* (o
dominio de ¢ é um subconjunto aberto de R? que contém os pares (t,t) tais
que x estd no dominio de F;X). Tenha em mente que:
_ 99 9¢

d
a¢(t,t) T 871(0’0) + 872(0’0)'

O resultado do item (b) do Exercicio 16.7 nos ensina a calcular %(0’ 0)).

Ezercicio 16.13. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff e X um
campo vetorial de classe C* em M. Mostre que a aplicagao 7 — Lx7 é um
operador linear no espago vetorial real dos (p,¢)-campos tensoriais em M
de classe C'*°.

Ezercicio 16.14 (regras do produto para derivada de Lie). Sejam M uma

variedade diferencidvel Hausdorff e X um campo vetorial de classe C'™° em
M.

(a) Se 7 é um (p,q)-campo tensorial de classe C®° em M e 7/ é um
(p', ¢')-campo tensorial de classe C* em M, mostre que:

Lx(r®7)=(Lx7) @7 +7® (Lx7).
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Sep=p =00ouq=¢ =0e T, 7" sao simétricos, mostre que:
Lx(rv7)=(Lxt)Vt +7V(Lx7)

esep=p =0ouqg=¢q =0e T, 7" sao anti-simétricos, mostre que:
Lx(r A7) = (Lx7m)AT +7A(Lx7)

(sugestao: use o resultado do Exercicio 12.6 e o fato que as operagoes
®, V e A em espagos de tensores num espaco vetorial fixado sao

bilineares).
(b) Se 7 é um (p, ¢)-campo tensorial de classe C* em M, Yy, ..., Y], sdo
campos vetoriais de classe C* em M e aq, ..., ag sao 1-formas de

classe C'° em M, mostre que:
LX(T(Yl,...,Yp,al,... aq)) = (Lx7)(Y1,..., Y, a1,...,0q)

p
+ E TYl,... i— 1,ILXY1,YH1,...,Y},,al,...,aq)
1=1

q
+ E TYl?" }/Zg,al,--.,Oéifl,LXOéi,Oéi+1,...,aq)
i=1

(sugestao: use o resultado do Exercicio 12.8, mais o fato que a ope-
racao de avaliacdo de tensores em vetores e funcionais lineares de
um espago vetorial fixado é multilinear).

(c) Se 7 é um campo tensorial puramente covariante de classe C*° em
M e Y é um campo vetorial de classe C*° em M, mostre que:

]Lx(’in) = i(LXY)T +iyLxT
(sugestao: use o resultado do Exercicio 12.11, mais o fato que o

produto interior define uma operacao bilinear entre vetores e tensores
de um espaco vetorial fixado).

Ezercicio 16.15. Sejam M uma variedade diferencidavel Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C*° em M e 7 um (p, q)-campo tensorial de classe
C em M. Sejam também dados campos vetoriais Y7, ..., Y}, de classe C°
em M e l-formas aq, ..., oy de classe C°° em M. Use os resultados dos
Exercicios 16.11, 16.12 e do item (b) do Exercicio 16.14 para escrever uma
férmula para (Lx7)(Y1,...,Y), a1,...,0q) em termos da operagao introdu-
zida na Definicdo 13.1, dos colchetes de Lie [X,Y;] e das derivadas de Lie
Lxa;. Observe também que se Y é um campo vetorial de classe C*° em M
entdo vocé também pode escrever uma férmula para (Lxa;)(Y) em termos
da operacao introduzida na Defini¢ao 13.1 e do colchete de Lie [X,Y].

Ezercicio 16.16. Sejam M uma variedade diferenciavel Hausdorff e 7 um

(p, q)-campo tensorial de classe C>° em M. Mostre que a aplicagao:
X(M)> X — Lx7

é linear sobre R (sugestao: nao tente usar a definigdo de derivada de Lie!

Use as férmulas que vocé obteve no Exercicio 16.15).
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Ezercicio 16.17. Sejam M uma variedade diferencidavel Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C°° em M e w uma k-forma diferencial de classe
C* em M. Mostre que:

Lydw = dLxw,
onde d denota diferenciagao exterior (sugestao: use o resultado do item (e)
do Exercicio 12.16 e o resultado do Exercicio 16.8).

Ezercicio 16.18. Sejam M, N variedades diferencidveis Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C*° em M, Y um campo vetorial de classe C*° em
N, ¢ : M — N uma aplicacdo de classe C*> e 7 um (p, g)-campo tensorial
de classe C* em N. Assuma que X e Y sejam ¢-relacionados e, se g # 0,
assuma que ¢ seja um difeomorfismo local. Mostre que:

¢* Ly =Lx(¢*1)

(sugestdo: use o resultado do Exercicio 15.1 para concluir que FY o ¢ e
¢ o F/X coincidem sobre o dominio de F;¥. Use também os resultados dos
Exercicios 16.9 e 12.3).

16.2. Observagdo. Um caso particular notavel do resultado do Exercicio 16.18
ocorre quando ¢ é a aplicacao inclusao de um subconjunto aberto. Nesse
caso, o resultado do exercicio nos diz que a derivada de Lie comuta com
restricoes a abertos, i.e.:

Lx, (tlo) = (Lx7)|u,
onde X é um campo vetorial de classe C°° numa variedade diferencidvel

Hausdorff M, 7 é um (p, ¢)-campo tensorial de classe C*° em M e U é um
subconjunto aberto de M.

FEzercicio 16.19 (derivada de Lie de formas diferenciais). Sejam M uma
variedade diferencidvel Hausdorff, w uma k-forma de classe C*° em M e X
um campo vetorial de classe C*° em M. Demonstre a féormula:

]LXw = dixw + ixdw
seguindo o seguinte roteiro:

(a) se a féormula vale para wy e wy entdo ela vale para wy + ws (sugestao:
use o resultado do Exercicio 16.13 e do item (b) do Exercicio 12.16);

(b) se a férmula vale para w; e wo entdo ela vale para w; A wy (su-
gestao: use o resultado do item (a) do Exercicio 16.14, do item (d)
do Exercicio 12.16 e do item (b) do Exercicio 12.10);

(c) se a férmula vale para uma certa w entao ela vale também para
dw (sugestao: use o resultado do Exercicio 16.17 e o resultado do
item (c) do Exercicio 12.16);

(d) a férmula vale se k = 0 (sugestao: use o resultado do Exercicio 16.11
e o resultado do item (a) do Exercicio 12.16);

(e) conclua que a férmula vale em geral, observando que podemos trocar
M por um dominio de carta e que, num dominio de carta, qualquer
forma diferencial de classe C*° é obtida a partir de O-formas de
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classe C*° usando diferenciacao exterior, produto exterior e somas
(sugestao: veja (12.9) e tenha em mente que o produto de uma
funcao escalar por uma forma diferencial é um caso particular do
produto exterior. Tenha em mente também a Observagao 16.2).

Ezercicio 16.20 (férmula de Cartan). Sejam M uma variedade diferencidvel,
w uma k-forma de classe C>*° em M e Xi, ..., Xiy1 campos vetoriais de
classe C*° em M. Mostre que:

k+1
dw (X1, Xpp1) = > (D)X (w(Xq, . Xy, X))
=1
+ Y DM o([XG X)L X X X X)),
1<i<j<k+1

onde o chapéu indica que o termo foi omitido da seqiiéncia (sugestao: pode-
mos trocar M por um dominio de carta, de modo que nao hé perda de genera-
lidade em se assumir que M é Hausdorff. Use inducao em k e a férmula para
derivada de Lie de formas diferenciais que vocé provou no Exercicio 16.19
para expressar 7y, dw em termos de dix,w e Lx,w. Use também a férmula
para derivada de Lie que vocé obteve no Exercicio 16.15).

Ezercicio 16.21. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C*° em M e 7 um (p, q)-campo tensorial de classe
C* em M. Mostre que:

SR = () Ly

(sugestao: em primeiro lugar, observe que:

d
—(FX)*r = —(F )T
dt ! M

e que, por (15.1), Ft)O( e FXo Ft)O( coincidem sobre o dominio de Ft)o( . Use
também os resultados dos Exercicios 12.3 e 16.9).

Ezercicio 16.22. Sejam M uma variedade diferencidvel Hausdorff, X um
campo vetorial de classe C*° em M e 7 um (p, q)-campo tensorial de classe
C> em M. Dizemos que 7 é invariante pelo fluvo de X se (FX)*T e T coin-
cidem sobre o dominio de FtX , para todo t € R. Mostre que 7 é invariante
pelo fluxo de X se e somente se Lx7 = 0 (sugestao: use o resultado do
Exercicio 16.21 e tenha em mente que FOX é a aplicagao identidade de M).
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16.3. Observag¢ao. Na verdade, o desenvolvimento da teoria da deriva-
da de Lie nao depende da hipétese de que a variedade seja Hausdorff.
Em primeiro lugar, o teorema do fluxo nao é realmente necessario, pois
para se definir a derivada de Lie L x 7 poderiamos ter usado, em vez do
fluxo F;X, uma aplicacdo F} tal que Fy(x) = z e % (Fy(z)) ‘t:O = X(z),
para todo z € M. Em segundo lugar, poderiamos usar as férmulas
que vocé obteve no Exercicio 16.15 para definir a derivada de Lie.
E, finalmente, como toda variedade diferencidvel é localmente Haus-
dorff, podemos definir a derivada de Lie (usando o fluxo, por exemplo)
nos abertos que sdo Hausdorff e ai, observando que as derivadas de
Lie obtidas nesses abertos coincidem sobre as intersecoes dos mesmos,
definir a derivada de Lie na variedade toda.

APENDICE A. A RETA LONCA

Neste apéndice pressupomos que o leitor tem uma familiaridade minima
com ordinais.

Seja (X, <) um conjunto totalmente ordenado, i.e., a relagao < é reflexiva,
anti-simétrica, transitiva e quaisquer dois elementos de X sao compardveis.
Como ¢ usual, escrevemos a < b quando a < b e a # b; escrevemos também
a > b (resp., a > b) quando b < a (resp., b < a). Um subconjunto de X é
dito um intervalo aberto se for vazio, igual a X, ou de uma das formas:

{:L"EX::c<b}, {xGX:x>a}, {:L“GX:CL<:C<b}7

com a,b € X. E facil ver que a intersecao de dois intervalos abertos é um
intervalo aberto e portanto os intervalos abertos em X constituem uma base
para uma topologia em X, chamada a topologia da ordem.

Exercicio A.1. Mostre que a topologia usual da reta R coincide com a to-
pologia definida pela ordem usual.

Ezercicio A.2. Se X é um conjunto totalmente ordenado e Y é um sub-
conjunto de X entao a ordem total de X induz uma ordem total em Y.
Infelizmente, a topologia da ordem em Y pode nao coincidir com a topo-
logia induzida por X em Y (por exemplo, seja X = R, munido da ordem
usual, e Y = {0} U {1+ L :n =1,2,...}; note que {0} é aberto em Y
com respeito a topologia induzida por X, mas nao é aberto com respeito
a topologia da ordem em Y'). Mostre que a topologia induzida por X em
Y ¢é mais fina do que a topologia da ordem em Y e que as duas topologias
coincidem se Y for um intervalo aberto em X (cuidado: o resultado nao é
tao imediato quanto parece, pois nao é evidente a priori que um intervalo
aberto de X que esteja contido em Y seja um intervalo aberto relativamente
ayY).

Ezxercicio A.3. Mostre que a topologia da ordem num conjunto totalmente
ordenado é sempre Hausdorff.
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Ezxercicio A.4. Se X, Y sdo conjuntos totalmente ordenados, munidos das
respectivas topologias da ordem, e se h : X — Y é uma bijecao crescente
(i.e., 1 < mg implica h(x1) < h(xe2), para quaisquer x1,x2 € X), mostre
que h é um homeomorfismo.

Considere o primeiro ordinal nao enumeravel Ry e o produto cartesiano
Ny x [0, 1] munido da ordem lexicogrifica definida por:

(,t) < (B,s) <= a<pPou(a=pet<s),
para todos «, 5 € Xy, t, s € [0,1[. Considere o conjunto:

L= (R x[0,1[) \ {(0,0)}
obtido de ®; x [0, 1] pela remogao do ponto inicial (0,0). O conjunto L,
munido da ordem induzida por Ry x [0, 1] e da correspondente topologia da
ordem ¢ a reta longa.

Exercicio A.5. Mostre que a reta longa L nao possui base enumeravel de
abertos e nao é nem mesmo separavel, i.e., nao admite subconjunto enu-
meravel denso (sugestdo: considere os abertos {a} x 0,1 C L, a € Ny).

O objetivo deste apéndice é mostrar que existe um atlas diferencidvel em
L que define a topologia de L, fazendo de L uma variedade diferenciavel
Hausdorff de dimensao 1 conexa, porém sem base enumeravel de abertos
(segue entao de resultados padrao de topologia geral que L nao é nem pa-
racompacta nem metrizavel).

A estratégia a ser usada é a seguinte: para cada ordinal nao nulo o € Wy,
consideramos o intervalo aberto I, formado por todos os elementos de L que
sao menores do que (a,0), i.e.:

In={(B,t)e L:B<a}.
Vamos construir por recursao transfinita uma familia de bijegoes crescentes:
ho : I — |—00,0[, «€Ry\ {0},

de modo que os sistemas de coordenadas hq, o € X; \ {0}, sejam dois a dois
compativeis. Como:
L= L,

aENg
a#0

obteremos entao que {ha ta €Ny, a # 0} é um atlas diferencidvel em
L. Como I, é aberto em L e, em vista dos resultados dos Exercicios A.2 e
A.4, h, é um homeomorfismo, segue que esse atlas define a topologia de L.
Note que, dados ordinais a, 8 com 0 < o < 8 < ¥y entao, como I, C Ig,
o domfnio da funcdo de transi¢io hg o h,! é todo o intervalo ]—oo, 0[; além
do mais, como hg é uma bijecao crescente, a imagem hg(I,) da funcao de
transigao hg o hy! é o intervalo |—o0, hg(a, 0)[ & ]—00,0[. Assim, a fungao
de transi¢do hg o hy! é um homeomorfismo crescente:

hg o hyt i ]—00,0] — ]—00, hg(a, 0)[ & ]—o0,0].
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A compatibilidade entre h,, e hg significa que esse homeomorfismo é também
um difeomorfismo de classe C"°. Observe que, dados ordinais «, £, v com
0 < a < B < v <N entao, j4 que o dominio Ig de hg contém o dominio
1, de hq, segue que se h, é compativel com hg e hg é compativel com h
entao h, ¢ compativel com h.,.

FEzercicio A.6 (base da recursao). Mostre que existe uma bijecao crescente
hi: 11 — ]—00,0[ (sugestao: note que Iy = {0} x ]0,1]).

Ezercicio A.7 (passo da recursao). Seja a € Ny, a # 0, um ordinal e seja
dada uma bijecao crescente hy, : I, — ]—00,0[. Denote por a+ 1 o sucessor
de a e defina hot1 @ In41 — |—00, 0[ fazendo:

ha+1(/87t) = ha(/Bat) -1,
se (B,t) € I e
hat1(B,t) =t —1,
e (a,0) < (B,t) < (a«+1,0) (i.e.,se 5 =aete[0,1]). Mostre que hgy1
¢ uma bijecao crescente compativel com h,. Conclua que, se sao dadas
bijegoes crescentes hg : I3 — |—00,0[ para 0 < § < «, todas compativeis
com h,, entdao todas sao compativeis com hq41 também.

Para completar a construcao por recursao das aplicacoes h,, precisamos
mostrar o seguinte:

A.1l. Lema. Dado um ordinal limite o com 0 < o < Ny, e dadas bijecoes
crescentes hg : Ig — ]—00,0[, 0 < f < «, duas a duas compativeis, entdo
existe uma bijecdo crescente hy : I, — ]—00,0[ que € compativel com hg,
para todo B com 0 < B < «.

A demonstracdo do Lema A.1 depende de outros resultados, que sao dei-
xados como exercicio.

Exercicio A.8. Seja o um ordinal limite com 0 < o < Ny. Mostre que existe
uma seqiiéncia (ay,)p>0 de ordinais tal que oy, < ap41, para todo n > 0, e
tal que sup,~¢ @, = a (sugestao: seja n — (3, uma enumeracao do ordinal
« e defina 047:+1 como sendo o sucessor do maximo entre o, e f3,).

FEzercicio A.9. Seja u : |—00,a] — |—00,b[ um difeomorfismo crescente de
classe C* com a < 0. Dados a < a e r > u(a), mostre que existe um
difeomorfismo crescente v de classe C*° de |—o0,0[ sobre um intervalo da
forma, ] —00, l_)[ que coincide com u em |—o0, a] e tal que v(a) = r (sugestao:
seja m tal que @ < m < a e tal que u(m) < r. Considere'® uma funcio
A ]—00,0[ — [0, 1] de classe C*° que vale 1 em |—o0,a] e vale 0 em [m,0].
Escolha k > 0 e defina w sobre o intervalo |—o0, 0 fazendo w = v/ A+k(1—\),
onde v’ denota a derivada de u e entende-se que o produto u/\ vale 0 onde u
nao estd definida. Tome v como sendo a primitiva de w tal que v(a) = u(a).
Mostre que é possivel escolher k£ > 0 de modo que v(a) =1).

183 vocé ndo sabe construir uma fungdo assim, dé uma olhada nos Exercicios 13.1 e
13.2.
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Ezercicio A.10. Para cada inteiro n > 0, seja ¢,, : |—00,0[ = |—00, a,[ um
difeomorfismo crescente de classe C*°, onde a,, < 0. Mostre que:

(a) existe uma seqiiéncia (gn)n>1, onde g, é um difeomorfismo crescente

de classe C*° de |—o00,0[ sobre um intervalo da forma ]—oo, by,[, tal

que gn+1 © ¢ coincide com g, sobre |—o0,a,_1], para todo n > 1

e tal que sup,>; gn(an—1) = 0 (sugestdo: obtenha g,,1 a partir
de g, usando o resultado do Exercicio A.9 com u = g, o ¢! e
a = (bn(anfl));

(b) existe uma seqiiéncia (fy,)n>0, onde f, é um difeomorfismo crescente
de classe C*° de |—o0, 0] sobre um intervalo da forma |—o0, ¢, [, tal
que fp41 0 ¢p = fn, para todo n > 0, e tal que sup,>gcn = 0
(sugestdo: tome g, como no item (a) e defina f, = gni1 0 én).

Ezxercicio A.11. Demonstre o Lema A.l seguindo o seguinte roteiro: seja
(atn)n>0 uma seqiiéncia de ordinais como no Exercicio A.8 e defina:

@bn = han+1 o hgi, n Z 0
Sejam fy,, n > 0, como no item (b) do Exercicio A.10 e defina h,, fazendo:
ha|-[o¢n :fnohocn, nZO

Conclua a demonstragao provando que hy, : I, — |—00, 0] estd bem definida,
¢ uma bijecao crescente e é compativel com hg, para todo § com 0 < § < «
(sugestao: basta mostrar a compatibilidade de h, com h,,,, para todo n).

Ezercicio A.12. Mostre que a reta longa L é conexa (sugestao: dois pontos
de L pertencem a I, para algum a € N; \ {0}).

APENDICE B. A GRASSMANNIANA

Sejam E um espaco vetorial real de dimensao n < 400 e k um ntmero
natural menor ou igual a n. A Grassmanniana Gy (E) é o conjunto de todos
os subespacos k-dimensionais de . O objetivo deste apéndice é construir
um atlas maximal em G (E) que faga da a¢do candnica:

(B.1) GL(E) x Gi(E) 3 (A, W) — A(W) € Gx(E)

do grupo linear geral GL(E) (i.e., o grupo dos isomorfismos lineares de E)
em G (FE) uma aplicagao de classe C™.

Dada uma decomposicao em soma direta £ = Ey ¢ E; entao, para cada
transformagao linear T : Ey — F1, o gréafico de T

gr(T) ={z+T(z): 2 € Ep}
é um subespagco de E que tem a mesma dimensao que Ey (ja que a aplicagao
x +— = + T'(z) define um isomorfismo de Ej sobre gr(7")). Denotando por
Lin(Ey, E1) o espago vetorial das transformacgoes lineares de Ej para E; e
assumindo dim(Fy) = k, temos que a aplicagao:
(B.2) Lin(Ey, E1) 2 T +— gr(T) € G(F)

¢ injetiva.
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Ezercicio B.1. Sejam E um espaco vetorial e E = Fy® F1 uma decomposicao
em soma direta de F. Denote por my : E — FEy, m1 : E — FEq as projegoes
correspondentes. Dado um subespagco W de E, mostre que as seguintes
afirmacoes sdo equivalentes:

(a) E=W @ Ey;

(b) molw : W — Ej é um isomorfismo;

(c) existe uma transformagao linear T : Ey — Ej tal que W = gr(T).

Para demonstrar que (b) implica (c¢), mostre que 7' é dada por:
T = (m|w) o (molw) ™"

Em vista do resultado do Exercicio B.1, a imagem da aplicacao injetiva
(B.2) é o subconjunto:

Gi(E;E1)={W € GL(E): E=W & E }
da Grassmanniana Gi(E). A inversa de (B.2) define entdao uma bijegao:
¢E0,E1 : Gk(E, El) — Lin(E(), El)

dada por:
0.z (W) =T,

onde W = gr(T), T € Lin(Ey, Eq). Noés definiremos um atlas em Gy(E)
considerando todas as aplicagoes ¢, g,, onde Ey, Eq sao subespacos de
tais que £ = Ey® Ey e dim(Ey) = k. Estritamente falando, ¢, g, nao é um
sistema de coordenadas em G (FE), j4 que nao toma valores num espago RV,
para se obter um sistema de coordenadas em Gy (FE), é necessario escolher um
isomorfismo entre Lin(Ey, F7) e RY (aqui N = dim(Ep) dim(E1) = k(n—k))
e compo-lo com ¢, g,. No entanto, é mais elegante e prético obter um atlas
maximal em Gy (FE) usando o resultado do Exercicio 2.16, que nos permite
usar “sistemas de coordenadas” a valores em outras variedades diferencidveis
(que podem ser, por exemplo, espagos vetoriais reais de dimensao finita) para
definir um atlas maximal em um conjunto.

Nos precisamos mostrar que, dadas decomposicoes E = Eg®E = Ey®E],
com dim(Ep) = dim(Ej) = k, entdo a funcdo de transicao by, B © ¢;J;,E1
¢ um difeomorfismo de classe C*° de um aberto de Lin(Ey, E1) sobre um
aberto de Lin(Ej, EY). Nosso plano é o seguinte: sejam W € Gy(E; Eq)
e T = ¢, 5 (W), de modo que W = gr(T"). Dado um isomorfismo linear
A FE — E, nés escreveremos, em termos de T e A, uma condi¢do necessédria
e suficiente para que A(W) pertenca ao dominio Gy (E; E7) de ¢y gy e nés
escreveremos uma férmula explicita para ¢ Bl E, (A(W)) em termos de A e
T. Isso nos permitird resolver dois problemas ao mesmo tempo: tomando A
igual & aplicacao identidade de E, obteremos uma expressao explicita para a
funcao de transicao de ¢g, g, para ¢ BB (que nos permitird mostrar que ela
¢ um difeomorfismo de classe C* entre abertos); considerando A € GL(E)

arbitrario, nés obteremos também uma prova de que a agao candnica (B.1)
¢ de classe C*°.
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Denote por n, : E — E{, ©} : E — E} as projegoes correspondentes &
decomposicao E = E| @ E]. Em vista do resultado do Exercicio B.1, A(W)
pertence a Gi(E; EY) se e somente se 7(, leva A(W) isomorficamente sobre
E{; nesse caso, a aplicacao T = PRy B, (A(W)) ¢ dada por:

~1
T" = (mtagw)) © (molagw))
Considere o isomorfismo j : Ey — A(W) definido por j(z) = A(z + T'(z)),
x € Ey. Temos entdo que A(W) pertence a Gi(FE;E{) se e somente se
(molagwy) 0+ Eg — Ej é um isomorfismo e, nesse caso, 7" é dada por:
. -1
T" = [(m1]awn) 03] o (7ol agwy) o]
Para descrever T” de forma mais explicita, consideramos a decomposicao do
operador linear A : £ — F nas componentes:

Aoo:Eo—)E(/], A()l : Fq —)E(/], A102E0—>E1, All By —>Ei,
definidas por:

A =mpo Alg,, Ao =m0 Alg, Aio=m0A|g, Au=mni0Alg.
Se representamos A por uma matriz, usando bases em F compativeis com
as decomposicoes E = Ey @ Ey ¢ E = E| & E{, entdo as representacoes
matriciais das aplicacoes lineares A;;, 7,5 = 0,1 correspondem precisamente
a blocos da matriz que representa A, como esquematizado abaixo:

Ao Ao1
A= .
<A10 An)
E f4cil ver que:

(milagwy) o) = Ao+ Ao T, (mplaw)) ©j = Aoo + Ao o T.
Mostramos entao que, para W = gr(T'), T € Lin(Ey, E1), temos que:
A(W) € Gx(E; E}) <= Ago + A1 o T é invertivel

e que:
bp; R (AW)) = (Ao + A1 0T) o (Agg + Apr o T) 1.

J& que o conjunto dos isomorfismos lineares é aberto no conjunto de todas

as aplicacoes lineares e as operacgoes de soma, composicao e inversao de

aplicacoes lineares sao de classe C'°°, vé-se que o conjunto:

{T € Lin(Ey, 1) : A(gr(T)) € Gi(E; EY)}
¢é aberto em Lin(Ep, E1) e que a funcao:
T +— ¢ [Aler(T))] € Lin(Ey, E7)
definida sobre esse conjunto é de classe C*°. Tomando A igual & aplicagao
identidade de F, vemos em particular que a funcao de transicao:
-1
(;SE(/):Ei © ¢E0,E1

tem dominio aberto e é de classe C*° (o mesmo vale, obviamente, para sua
inversa, de modo que essa funcao de transicao é entao um difeomorfismo
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de classe C° entre abertos). Como os dominios Gi(E; E;) das fungoes
®E,,E, obviamente cobrem Gj(E) (ja que todo subespago vetorial de E é
um somando direto), nés provamos a seguinte:

B.1. Proposigao. Eziste um unico atlas mazimal na Grassmanniana Gy(E)
que faz de Gi(E; E1) um aberto de Gi(E) e da aplicagao
¢E07E1 : Gk(E, El) — Lin(Eg, El)

um difeomorfismo de classe C™, para qualquer decomposicio E = Fy @ F1,
com dim(Ey) = k. A dimensao de Gi(E) € k(n—k), onde n = dim(E). O

As aplicagoes GL(E) 5 A — A;j € Lin(E;, EY), i,j = 0,1, sdo (restrigdes
ao aberto GL(E) de) aplicacoes lineares e portanto sao de classe C*°. Segue
entao que o conjunto:

{(A,T) € GL(E) x Lin(Ey, E1) : A(gr(T)) € Gy(E; EY)}
é aberto em GL(E) x Lin(Eyp, E1) e que a funcao:
(A, T) — ¢ g [A(er(T))] € Lin(Eg, Ey)
definida nesse conjunto é de classe C*°. Isso prova também a seguinte:

B.2. Proposigao. Se Gi(FE) é munido do atlas maximal dado pela Propo-
si¢ao B.1, entao a ac¢ao canonica (B.1) de GL(E) em Gi(FE) € uma aplicagao
de classe C™. O

Ezercicio B.2. Seja E um espaco vetorial real de dimensao finita e sejam
E =Ey® E,, E = Ej® E| decomposicoes de E com dim(Ep) = dim(E).
Mostre que o conjunto:
{(T,T") € Lin(Ey, E1) x Lin(Ey, EY) : gr(T) = gr(T") }

é fechado em Lin(Ey, Eq) x Lin(E(, E{) (sugestao: esse conjunto é igual a:

() {(T.T") € Lin(Ey, E1) x Lin(Ey, BY) : 2 + T(x) € gr(T")},

zeFEy
sendo que, para (T,71") € Lin(Ey, E1) x Lin(E{, E]) e x € Ey, temos:
v+ T(z) €gr(lT) <= m(z+T(2)) =T [y (x + T(x))],

onde ,, 7] denotam as projecoes da decomposicao E = E{ & Ej).
Ezxercicio B.3. Use o resultado do Exercicio B.2 para mostrar que a Grass-

manniana Gy(E) é Hausdorff.

Ezercicio B.4. Se E é um espago vetorial complexo de dimensaon < +ooe k
¢ um numero natural menor ou igual a n, podemos considerar a Grassmanni-
ana complexa Gi(E), que é o conjunto de todos os subespagos complexos de
FE de dimensao k. Repita o que foi feito neste apéndice para obter um atlas
maximal em Gy (E) que faz de Gi(F) uma variedade diferencidvel Hausdorft
de dimensao!® 2k(n — k) tal que a acdo canénica de GL(E) (o grupo dos

19No entanto, a Grassmanniana complexa Gi(E) é também uma variedade complexa
de dimensao k(n — k), mas nao falamos em variedades complexas neste curso.
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isomorfismos de E que sao lineares sobre C) em G (FE) é uma aplicacao de
classe C*° (observe que se E = Ey @ Fj, com Ey, E; subespacos comple-
xos de E e se dim(Ep) = k entdo o espaco Lin(Ey, Fq) das transformagoes
T : Ey — FEp que sao lineares sobre C é um espaco vetorial complexo de
dimensao k(n — k) e um espago vetorial real de dimensao 2k(n — k)).

Ezercicio B.5. Se E é um espaco vetorial complexo de dimensao n < 400,
denote por E® o espaco vetorial real subjacente a E (i.e., ER ¢ obtido de E
pela restricao da operagao de multiplicacao por escalares de E aos ntimeros
reais), que é um espago vetorial real de dimensdo 2n. Dado um ntdmero
natural & menor ou igual a n, entdo a Grassmanniana complexa Gy (E)
estd contida na Grassmanniana real Gop(ER). Mostre que Gi(E) é uma
subvariedade de Gao(ER) (sugestdo: se E = Ey ® E; é uma decomposigao
de E, com Ey, E; subespacos complexos de E e dim(Ey) = k, considere
a correspondente carta ¢g, g, em Gor(ER), que toma valores no espaco
Lin(EE, ER) das aplicagoes T : Ey — E; que sio lineares sobre R. Qual é
a imagem de G (E) por ¢gy g, 7).

APENDICE C. ESPAGOS DE BAIRE

Seja X um espaco topolégico. Um subconjunto A de X é dito raro (em
inglés, nowhere dense) se seu fecho possui interior vazio (ou, equivalente-
mente, se A estd contido num subconjunto fechado de X que tem interior
vazio). Dizemos que A é magro se A pode ser escrito como uma uniao enu-
meravel de conjuntos raros. Evidentemente, todo conjunto raro é magro,
todo subconjunto de um conjunto raro (resp., magro) é raro (resp., magro)
e a uniao enumeravel de conjuntos magros é magra. Diz-se que X é um
espaco de Baire se todo subconjunto magro de X possui interior vazio.

O seguinte resultado é demonstrado em muitos cursos de topologia:

C.1. Teorema (Baire). Todo espaco topoldgico completamente metrizavel
(i.e., cuja topologia pode ser definida por uma métrica completa) é um es-
paco de Baire e todo espaco topoldgico localmente compacto Hausdorff € um
espaco de Baire. O

Segue dai que toda variedade diferencidvel Hausdorff (sendo localmente
compacta Hausdorff) é um espago de Baire. No entanto, a hip6tese de que a
variedade seja Hausdorff é na verdade desnecessaria, em vista dos resultados
que enunciamos a seguir na forma de exercicios.

Ezercicio C.1. Sejam X um espago topoldgico e Y um subespago de X.
Dado um subconjunto A de Y, mostre que:

(a) se A éraroem Y entdo A é raro em X (sugestdo: se U é um aberto
em X ndao vazio contido no fecho de A em X entdo U corta Y, pois
corta A, e UNY estd contido no fecho de A relativo a Y);

(b) se A é magro em Y entao A é magro em X;

(c) se Y é aberto em X e A é raro em X entdo A é raro em Y
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(d) se Y é aberto em X e A é magro em X entao A é magro em Y.

FEzercicio C.2 (localidade da nogao de espago de Baire). Seja X um espago
topolégico. Mostre que:

(a) se Y é aberto em X e X é um espago de Baire entdo Y é um espago
de Baire (sugest@o: use o resultado do item (b) do Exercicio C.1);

(b) se X = J;c; Ui é uma cobertura aberta de X e cada U; é um espaco
de Baire entao X é um espaco de Baire (sugestao: use o resultado
do item (d) do Exercicio C.1).

Ezercicio C.3. Use o resultado do Exercicio C.2 para mostrar que toda
variedade diferencidvel (e toda variedade topolégica) é um espago de Baire
(mesmo sem a hipétese de que sua topologia seja Hausdorff).

Vejamos agora que o resultado do Exercicio 8.12 vale sem a hipétese de
que N seja Hausdorft.

Exercicio C.4. Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma
aplicacao de classe C'° que tenha posto constante, mas nao seja uma sub-
mersao.

(a) Mostre que todo ponto de M possui uma vizinhanga U tal que f(U)
é raro em N (sugestdo: usando o teorema do posto, obtem-se que
f(U) é raro relativamente ao dominio V' de uma certa carta de N;
use entao o resultado do item (a) do Exercicio C.1).

(b) Se M tem base enumerével de abertos, mostre que a imagem de f é
magra em N e (em vista do resultado do Exercicio C.3) tem interior
vazio.

Exercicio C.5. Sejam X um espago de Baire e Y um subconjunto de X cujo
complementar é magro. Mostre que Y é um espago de Baire (sugestao: se
A é magro em Y, use o fato que a unido de A com o complementar de Y é
magra em X).

Ezercicio C.6. Diferentemente do que possa parecer, um subespago fecha-
do de um espaco de Baire nem sempre é um espaco de Baire. Seja X o
complementar em R? do conjunto (R \ Q) x {0}.

(a) Mostre que o complementar de X em RR? é raro e use o resultado do
Exercicio C.5 para concluir que X é um espaco de Baire.

(b) Mostre que @ x {0} é um subespago fechado de X que nao é um
espaco de Baire.

Exercicio C.7. Seja X um conjunto infinito enumeravel munido da topolo-
gia cofinita, i.e., os abertos de X sao o conjunto vazio e os conjuntos de
complementar finito.

(a) Mostre que todo subconjunto de X é compacto e, em particular, X
é localmente compacto.

(b) Mostre que X é T1, mas nao é Hausdorff.

(¢) Mostre que X nao é um espago de Baire (sugestao: os subconjuntos
unitdrios de X sao raros).
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APENDICE D. TENSORES

Este apéndice contém um curso expresso sobre tensores (apresentado na
forma de uma grande lista de exercicios). O que é um tensor? Para um
fisico, um tensor é uma hipermatriz (i.e., uma matriz com varios indices)
que estd associada a um certo sistema de coordenadas (uma base de um
espaco vetorial) e que se transforma, apés uma mudanga de base, por uma
certa lei um tanto complicada. A forma matematicamente civilizada de se
apresentar esse conceito é através de aplicacoes multilineares: tais aplicagoes
sao representadas, com respeito a uma escolha de bases, por hipermatrizes
e tais hipermatrizes se transformam, apés uma mudanca de base, de acordo
com a lei considerada pelos fisicos. Por outro lado, do ponto de vista de
um algebrista, produtos tensoriais de espagos vetoriais (ou, mais geralmen-
te, de mddulos) sao definidos através de uma certa propriedade universal
e tensores sao elementos de tais produtos tensoriais. Para espacos vetorais
de dimenséo finita, os produtos tensoriais definidos através da propriedade
universal podem ser identificados com certos espagos de aplicagoes multili-
neares.

O apéndice estd organizado da seguinte forma: na Subsecao D.1 estuda-
mos propriedades de aplicacoes multilineares e certas operacoes com apli-
cagoes multilineares (o produto tensorial de aplicagoes multilineares, o pull-
back e o push-forward). Na Subsecao D.2 apresentamos a propriedade uni-
versal que os algebristas usam para definir produtos tensoriais de espagos
vetoriais e mostramos que, para espacos vetoriais de dimensao finita, certos
espagos de aplicagoes multilineares satisfazem justamente essa propriedade
universal. Na Subsecao D.3 consideramos um tipo particular de aplicagao
multilinear, os chamados (p, ¢)-tensores, que sao particularmente importan-
tes. Na Subsecao D.4 estudamos a acao de permutagoes sobre aplicagoes
multilineares e definimos os conceitos de aplicacoes multilineares simétricas
e anti-simétricas e certas operagoes com tais tipos de aplicagoes multilinea-
res (os produtos simétrico e exterior e o produto interior). Finalmente, na
Subsecao D.5, mostramos que espacos de aplicagoes multilineares simétricas
e anti-simétricas, no caso de espagos vetoriais de dimensao finita, também
podem ser definidos em termos de propriedades universais (que definem os
chamados produto simétrico e exterior de espagos vetoriais).

Em todo o apéndice trabalhamos apenas com espacos vetoriais reais, mas
o corpo de escalares R poderia ser substituido por um corpo arbitrario de
caracteristica zero, sem qualquer dificuldade. Muitas consideracoes poderi-
am ser generalizadas para corpos de escalares arbitrarios (ou mesmo anéis
comutativos de escalares), mas isso geraria algumas complicacoes que que-
remos evitar. Na maior parte do tempo, nao ha nenhuma necessidade de se
assumir que a dimensao dos espagos vetoriais seja finita. Assim, a dimensao
dos espagos vetoriais nao é assumida finita, a menos que tal hipétese seja
colocada explicitamente. Excepcionalmente, na Subse¢ao D.3 assumimos o
tempo todo que a dimensao dos espagos vetoriais seja finita.
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D.1. Aplicagoes multilineares. Sejam F1, ..., Ej, F' espagos vetoriais e
seja t: By X -+ X By — F uma funcao. Dizemos que t é multilinear (ou
k-linear) se for linear em cada varidvel, i.e., se dado i € {1,...,k} e vetores
xj€ FE;, j=1,...,k, j # i, entao a aplicagao:

E;>xv—t(z1,..., 01,2, Ti41,...,2k) € F
é linear. Denotamos por:
Lin(Ey,...,Ei F)

o espaco de todas as aplicagoes multilineares t : 4 X --- X B, — F, o qual é
um subespago do espaco vetorial de todas as fungoes t: Fy X --- X F — F.
Denotamos também por:
Ling(E, F)

o espago das aplicagoes k-lineares t: E' X --- x ' — F (sendo k cépias de E
no produto cartesiano E x - - - x E). O espaco Ling(E, F) é identificado® com
o espago F' e o espago Lin; (E, F') é igual ao espago Lin(E, F') das aplicagoes
lineares de F para F.

Ezercicio D.1 (aplica¢oes multilineares ficam determinadas por seus valores
em bases). Sejam Ei, ..., Ej, F' espacos vetoriais e (e} )yepi Uma base para
o espaco vetorial F;, i = 1,...,k. Dada uma funcao:

fiA' x- xAF— F,

mostre que existe uma unica aplicagao multilinear t: Fy X --- X F — F' tal
que:

t(en,,---re5,) = F(A1, .-, M),
para todos A\; € A', ..., A\, € AF. Mais especificamente, mostre que t é
dada por:

(D1)  tay, . omp) = Y e Y my (@) mh (@) FOa - M),
A EAL ALEAF

para z1 € E1, ..., 2 € Ej, onde, para cada i = 1,...,k e cada X\ € A,
7rf\ : F/; — R denota o funcional linear que associa a cada vetor de FE; sua
A-ésima coordenada na base dada. Note que nos somatérios possivelmente
infinitos que aparecem em (D.1) hd, na verdade, no méximo um nidmero
finito de termos nao nulos, ja que o nimero de coordenadas nao nulas de
um vetor numa dada base é sempre finito.

Dadas aplicacoes multilineares t : By x---xEp, — R, ¢ : E{x---xE] = R,
entao seu produto tensorial é a aplicacao multilinear:
tot By x- xE,x By x--x Bl — R
definida por:
t@t) (21, ... o, 2, 2)) =tz . o)t (2], 7)),

200 produto cartesiano de zero cépias de F£ é um conjunto unitario e o conjunto das
funcdes a valores em F' definidas nesse conjunto unitério identifica-se com F.
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para todos z1 € Ei, ..., o € Ey, 2y € B}, ..., 2] € E]. A operacdo ® ¢é
associativa, i.e., dadas aplicacoes multilineares t, t’, t/ a valores reais entao:

(t®t’) Q' =t® (’tl ®t”),

de modo que podemos escrever, sem ambigiiidade, produtos tensoriais de
véarias aplicagoes multilineares a valores reais sem usar parénteses. A apli-
cagao:
(fl,...,tk) — R -t

(definida num certo produto cartesiano de k espacgos de aplica¢oes multili-
neares a valores reais e tomando valores no espago apropriado de aplicacoes
multilineares) é multilinear. Observamos também que o produto tensorial
de aplicacoes multilineares inclui como caso particular o produto de escala-
res por aplicagoes multilineares, se pensamos nos escalares como aplicagoes
zero-lineares.

Sejam E, E' e F espacos vetoriais e T : E/ — E uma aplicacao linear.
Para cada ntimero natural k, o pull-back por T é a aplicagao linear:

T* : Ling(E,F) — Ling(E', F)
definida por:
(T*t)(x1, ..., x%) = (T (21),...,T(zk)),

para quaisquer t € Ling(E, F), x1,...,z, € E'. Note que quando F = R
e k = 1, o pull-back T* : Lin(E,R) — Lin(E’,R) ndo é nada além da
usual aplicacdo transposta T* : E* — E'* definida entre os espacos duais.
Quando T : E/ — E ¢é um isomorfismo linear, podemos também definir o
push-forward por T

T, : Ling(E', F) — Ling(E, F)

que ¢ o pull-back pela aplicacdo inversa 77!, i.e., T, = (T71)*.

Exercicio D.2. Sejam T : E' — E, S : E” — E' aplicagoes lineares. Mostre
que:

(ToS)"=8"oT"
e que, quando T', S sdo isomorfismos, entéao:

(ToS),=Tso0S,.

FEzercicio D.3. Dadas t € Ling(F,R), t € Lin;(E,R) e uma aplicacao linear
T : E' — E, mostre que:

T*t®t) = (T @ (T*Y).

Enuncie e prove o resultado analogo para o push-forward.
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D.2. Propriedade universal do produto tensorial. Sejam FEi, ..., Ej
espacos vetoriais. Um produto tensorial para esses espagos consiste de um
espaco vetorial Z e de uma aplicacao multilinear 7 : £y X --- X By — Z
tais que, dado um espago vetorial qualquer F' e uma aplicacdo multilinear
qualquer t : Fy x --- x Ey, — F, existe uma unica transformacao linear
T:7Z — F tal que T ot =, i.e., tal que o diagrama:
E1 X oo X Ek
J/ \

-

Z T F
comuta.

Ezercicio D.4 (unicidade do produto tensorial). Sejam (Z, 1), (Z’,7") dois
produtos tensoriais para os espacos vetoriais 1, ..., Ej,. Tomando t = 7/ na
definicao de produto tensorial, vemos que existe uma tnica aplicacao linear
T:Z— Z tal que Tor =17, ie., tal que o diagrama:

E1><--~><Ek

comuta. Mostre que 7' é um isomorfismo (sugestao: usando-se novamente a
definicao de produto tensorial, obtém-se uma aplicacao linear 77 : 72/ — Z
tal que 707’ = 7. Note que (T"oT)oT = T e conclua, usando o requerimento
sobre unicidade que aparece na definicao de produto tensorial, que T"oT é a
aplicacao identidade de Z. De modo similar, mostre que T'oT” é a aplicacao
identidade de Z’).

D.1. Observagao. E possivel mostrar que qualquer k-upla de espagos veto-
riais Fy, ..., Ep admite um produto tensorial. Ele pode ser construido,
por exemplo, como um certo quociente do espaco das combinacoes lineares
formais de elementos do produto cartesiano Fp X --- x Ej, (i.e., o espaco das
fungdes quase nulas de E x - - - x Ej, em R). Essa construcao é simples, mas
estd fora do escopo do nosso curso. Para espacgos de dimensao finita vere-
mos logo abaixo que o produto tensorial pode ser obtido como um espaco
de aplicacoes multilineares.

Se (Z,7) é um produto tensorial dos espagos Fj, ..., Ej, escreve-se nor-
malmente 7 = F; ® --- Q@ E, ou Z = ®f:1 E; e:
T(x1,. ., xp) =11 Q- Qag, w1 € Fy,..., x5 € Ef.

A definicdo de produto tensorial nos diz entdo que para qualquer espaco
vetorial F' e qualquer aplicagao multilinear t : F; X - - - X B — F' existe uma
Unica transformacao linear T : Fq ® --- ® Ep — F tal que:

T($1®®$k) :f(l‘l,...,l‘k),
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para quaisquer x1 € E1, ..., 1 € Ey, i.e., tal que o diagrama:
FEyx---x Ey
®l \
Ei®--®Ey T F
comuta.

FEzercicio D.5 (caracterizagao da definicao de produto tensorial em termos

de bases). Sejam Fj, ..., Fjy espagos vetoriais e (ef\))\eAi uma base para o
espaco vetorial F;, ¢ = 1,..., k. Dados um espaco vetorial Z e uma aplicagao
multilinear 7 : By X --- X Ep — Z, mostre que as seguintes condigoes sao
equivalentes:

(a) a familia:

(D.2) T(ef\l,...,e/’f\k)7 AoeAL A e A
é uma base de Z;
(b) (Z,7) é um produto tensorial para Ey, ..., Ej

(sugestao: para provar (a)=-(b), note que a condicao almejada T o7 = t
nos diz como definir 7" sobre a base (D.2) e que, em vista do resultado do
Exercicio D.1, a condicao T oT = t serd satisfeita se tal igualdade valer sobre
k-uplas de vetores das bases dadas. Para provar (b)=-(a), use o resultado do
Exercicio D.1 para mostrar a existéncia de uma aplicagao multilinear t que
leva as k-uplas (eil, e elj\k) sobre uma familia linearmente independente de
vetores de um espaco vetorial F' e conclua, usando a aplicagao linear T tal
que T o7 =t, que a familia (D.2) é linearmente independente. Finalmente,
para mostrar que a familia (D.2) gera Z, suponha por absurdo que isso nao
seja verdade e obtenha uma aplicacao linear nao nula 7" tal que T o7 = 0.
Obtenha uma contradi¢do com o requerimento sobre unicidade que aparece
na definigdo de produto tensorial).

No proximo exercicio estabelecemos uma relagao entre o produto tensorial
definido acima e o produto tensorial de aplicacoes multilineares definido na
Subsecao D.1.

Ezercicio D.6. Sejam FE1, ..., Ej espagos vetoriais de dimensao finita e seja
(eL)i, uma base de E;, i = 1,...,k. Denote por (7)., a base dual de

(eL)riy, ie., (wl)i, é a base do espago dual Ef tal que:
mi(el) =65, Ts=1,...,n4
onde d,; = 1 parar = s e §,; = 0 para r # s.

(a) Mostre que:
(7}, ®---®7r7’fk)(ei1,...,ek ) =1,
sery =s81, ..., T = Sk €:

k k
(7T1];1®..'®7r7‘k)(e=];1""7€ ):0’
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caso contrério.
(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que a familia:
(D.3) 7}, ®--@nk eLin(By,...,ExR), ri=1,...,n, i=1,...k
¢ linearmente independente (sugestao: avalie uma combinagao linear
de (D.3) em (el ,...,ek)).

S17 ) TSk
(c) Use o resultado do Exercicio D.1 para mostrar que:

ni nE
t=Y Y e, k) @ ok,

ri=1 re=1

para qualquer t € Lin(Ey, ..., Eg; R).

(d) Use o resultado dos itens (b) e (c) para concluir que a familia (D.3)
¢ uma base de Lin(Fy,...,Eg;R). Por fim, use o resultado do
Exercicio D.5 e conclua também que:

Eik X oo ><E’;Ck > (al,...,ak)»—>a1®~--®0zk ELin(El,...,Ek;R)
nos dd um produto tensorial dos espacos duais ET, ..., E}.

Em vista do resultado do item (d) do Exercicio D.6, escreveremos:

k
(D.4) Lin(Ey,...,BsR) = Bf @ @ By = (R E;
i=1
quando os espacos E1, ..., Ey tiverem dimensao finita. Note que o resultado

do item (c) do Exercicio D.6 nos diz que as coordenadas de um elemento t
de Lin(Ey,..., B R) = Ef ® - - - ® Ej na base (D.3) sao:

1 k .
tlep,, - nen ), mi=1,...n, i=1,.. k.

Note também que:
k
dim(Lin(Ey,..., B R)) = dim(Ef @ - - @ Ef) = [ [ dim(E)).
i=1

Levando-se em conta a identificagao natural entre um espago (de dimensao
finita) e seu bidual?!, podemos escrever também:

k
Lin(Ef,...,E;R) =F1 - @ By = (X) B,
i=1

quando os espagos Fi, ..., Fj tiverem dimensao finita. Uma base para
®f:1 E; é formada pelos vetores:

1 k }
€, @ ®e, ri=1...,n,i=1...k,

ng

r—1 ¢ uma base de E;, i = 1,...,k. A aplicacao multilinear:

e, ®- - ®er €Lin(Ef,...,EfR)

onde ()

2dentifica~se um vetor 2 € E com o funcional linear E* 5 o — a(z) € R de avaliacio
em .



EXERCICIOS PARA MAT5799 108

¢é dada por:

1 1
(€, ®-® effk)(oq, o) =ar(en,) ak(efk), a1 € EY,...,ax € E}.
Ezercicio D.7. Sejam FEy, ..., Ej, F espagos vetoriais e assuma que os
espacos I; tenham dimensao finita. Dados oy € EY, ..., ap € Ef ey € F,

denote por a1 ® -+ @ o @ y € Lin(Ey, ..., Eg; F) a aplicacao multilinear
definida por:

(1 ®- - @ap@Y) (21, .., Tk) = ar(w1) - - - ag(wg)y € F,
para todos 1 € Eq, ..., x; € E,. Mostre que:
ETX‘”XE}SXFB (al,...,ak,y) '—>a1®~-®ak®yeLin(El,...,Ek;F)

define um produto tensorial dos espacos EY, ..., E}, F, i.e., podemos es-
crever:

Lin(Ey,.. B F)=E{®---QE.®F
(sugestdo: sejam (el), uma base de E;, (7%)"i, sua base dual e (f)aea
uma base de F. Siga um roteiro andlogo ao apresentado no enunciado do
Exercicio D.6 para mostrar que a familia:

7r,111®-~-®7rfk®f)\, ri=1,....n;, i=1,...,k, A€A,

é uma base de Lin(Fy, ..., Ex; F)). Obtenha sua conclusao usando o resul-
tado do Exercicio D.5).

D.3. (p,q)-tensores. Nesta subsegdo, assumimos sempre que 0s espagos
vetoriais envolvidos tenham dimensdo finita. Dados um espaco vetorial E e
nimeros naturais p, ¢ entdo um (p, ¢)-tensor em E é uma aplicagao multi-
linear:

t:Ex-- - xXExE*x---xE*—R

sendo p copias de E e g copias do espago dual E* no produto cartesiano
Ex.- - xExFE*x---x E*. Denotamos por:

Lin(p’q) (E, R)

o espago dos (p, g)-tensores em E. Um (p, q)-tensor é também chamado de
um tensor p vezes covariante e q vezes contravariante. Se (ei)?zl é uma base
de E e (€f)'_, denota a sua base dual, entao escrevemos:

(D.5) tﬁ::_‘f: = t(€iys s Cipy €pse s €5 )y iy dpy Sy ey dg = 1y M
Em vista do resultado do Exercicio D.1, um (p, ¢)-tensor t fica unicamente

J1---Jq s q- . . . .

b (com p+ ¢ indices iy, ..., ip, j1, ---, Jq
variando de 1 an). Os p indices de baixo nessa hipermatriz sao normalmente
chamados “indices covariantes” e os ¢ indices de cima sao normalmente

chamados “indices contravariantes”.

determinado pela hipermatriz
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D.2. Exemplo. O conceito de (p, g)-tensor é um guarda-chuva bem largo que
cobre (usando identificagdes adequadas) uma grande quantidade de objetos
relevantes da dlgebra multilinear. Elementos do corpo de escalares R podem
ser pensados como (0,0)-tensores. Elementos do espago dual E* sao (1,0)-
tensores e, mais geralmente, aplicagdes multilineares t € Ling(E,R) sao
(k,0)-tensores. Em vista da identificagao natural de E com seu bidual E**,
podemos pensar nos proprios vetores de E como (0, 1)-tensores. Operadores
lineares L : E — E podem ser identificados com aplicagoes bilineares:

ExE*> (z,0) — o(L(z)) €R
e portanto podem ser pensados como (1, 1)-tensores. Mais geralmente, uma
aplicacao multilinear:

t:Ex - X ExE*xX - - xE*—FE

*

sendo p cépias de E e q cépias de E* no produto E X -+ X EXE*x---xX E
pode ser identificada com o seguinte (p, g + 1)-tensor:

(@1, Xp, @y, . 0) — a(t(ml,...,:z:p,al,...,aq)),
onde z1,...,2p € B, a,1,...,aq € B,

Note que, em vista da igualdade (D.4) (e da identificaggo E = E**),
podemos escrever:

(D.6) Ling, (B, R) = (Q E*) @ (R E).

Usando o resultado do Exercicio D.6 vemos que uma base para (D.6) é
formada pelos vetores:

(D7) €?1®'--®€;kp®€jl®---®€jq, Ulyevesbpy Jls-vorjg=1,...,m,

onde (e;)j~; denota uma base de E e (e})?_; denota sua base dual. As entra-
das tﬁi‘j da hipermatriz (D.5) associada a t nessas bases contém justamente
as coordenadas de t na base (D.7).

As nogoes de pull-back e push-forward podem ser estendidas para (p, q)-
tensores sob as seguintes condicoes: se T : £/ — E é uma aplicacao linear
qualquer entao o pull-back:

T: Lin(pg)(E, R) — Lin(pg) (E/, ]R)

pode ser definido (como ja o fizemos na Subsegao D.1) quando ¢ = 0 e pode
ser definido para quaisquer p, g desde que T seja um isomorfismo fazendo:

(T (21, Ty 1,y g) = (T (1), oo, T(p), T ), o, T ),

para todos t € Ling, oy(E,R), x1,...,2, € B, a1,...,0q € E'*, onde usamos
também T™* para denotar a usual aplicacao transposta 7% : E* — E’*. Ainda
quando 7" é um isomorfismo, o push-forward:

T, : Lin(nq)(E/, R) — Lin(%q)(E, R)
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pode ser definido para p, g arbitrarios, fazendo:
(Tt)(z1, .., p, 1, .y g) = t(T_l(xl), cee T_l(xp),T*(al), . ,T*(aq)),

para todos t € Ling, o(E',R), z1,...,7, € E, a1,...,a, € E*. Note que
o push-forward T, pode ser definido para uma transformacao linear 1" arbi-
traria quando p = 0.

Quando T é um isomorfismo entao o push-forward T é exatamente o pull-
back (T1)* pela aplicacdo inversa de T. Resultados similares aos enuncia-
dos no Exercicio D.2 valem para pull-back e push-forward de (p, ¢)-tensores.
Além do mais, pode-se definir uma operagao bilinear associativa (t, t') — tot’
que leva um (p, ¢)-tensor t e um (p/, ¢’)-tensor t' num (p + p’, ¢ + ¢’)-tensor
t® t'. Essa operacao coincide com a operacao de produto tensorial de apli-
cagoes multilineares introduzida na Subse¢ao D.1, a menos de um ajuste na
ordem das varidveis, ja que no (p+p’, g+q’)-tensor t&t’ as p+p’ varidveis que
tomam valores em E devem ficar & esquerda das ¢ + ¢ varidveis que tomam
valores em E*. Um resultado andlogo aquele que aparece no Exercicio D.3
vale entao para (p, q)-tensores.

Ezxercicio D.8. Identifique explicitamente o significado das operagoes de pull-
back e push-forward por uma aplicacao linear T': E' — F no caso de (p, q)-
tensores com 0 < p,q < 1. No caso p = 0, ¢ = 1, utilize a identificacao entre
Ling)(E,R) = E** e E. No caso p = ¢ = 1, utilize a identificagao entre
Ling; 1)(£,R) e Lin(E, E) explicada no Exemplo D.2.
D.4. Simetria e anti-simetria. Seja Si o grupo das bije¢es do conjunto
{1,...,k}. Dada o € Sj e uma aplicacao k-linear t € Ling(FE, F') (onde F,
F s@o espagos vetoriais fixados), definimos o - t € Ling(E, F') fazendo:
(U : t)(a:1, oo ,:L’k) = f(xg(l), coey :Eg(k)),
para todos z1,...,x; € E. Em outras palavras, se pensamos nos elementos
x = (x1,...,r;) do dominio E¥ de t como funcdes de {1,...,k} em E, entdo
o -t é dada por:
(c-t)(z)=t(xroo), x:{1,...,k}— E.
Para cada o € Sk, a aplicacao t — o -t é um operador linear em Ling(F, F)
e, além do mais, temos que:
(0'100'2)"(:0'1‘(02-f), 01,09 € Sk, ’tELink(E,F),

eo-t=tseo éaidentidade de {1,...,k}. Em outras palavras, a aplicacdo
(0,t) — o -t define uma representagao do grupo Si no espago vetorial
Ling(E, F'). Seja:

sgn: Sy — {—1,1}
o homomorfismo de grupos dado por sgn(c) = 1 se o é uma permutacao par
e sgn(o) = —1 se ¢ é uma permutacdo mpar. Uma aplicacio multilinear®?

220bviamente, 0s conceitos de simetria e anti-simetria sdo independentes da multiline-
aridade, mas s6 estamos interessados em aplicagoes multilineares.
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t € Ling(E, F) é dita simétrica (resp., anti-simétrica) se o -t = t (resp., se
o -t =sgn(o)t), para todo o € Si. Denotamos por:
Lin(E, F), Lini(E,F),

respectivamente, os subespagos de Ling(E, F') formados pelas aplicagdes si-
métricas e pelas aplicagoes anti-simétricas.

Ezercicio D.9. Dada uma aplicacao multilinear t € Ling (E, F'), mostre que:
{aESk:a~t:t}, {UGSkIU-t:SgD(O‘)t}

sao subgrupos de Si. Conclua que t é simétrica (resp., anti-simétrica) se e

somente se a igualdade o -t =t (resp., a igualdade o -t = sgn(o)t) vale para

qualquer o pertencente a algum conjunto de geradores do grupo Sy (por

exemplo, o conjunto das transposi¢des de elementos consecutivos (i i + 1),
i=1,...,k—1 ¢ um tal conjunto de geradores).

Ezercicio D.10. Seja t € Ling(E, F') uma aplicagdo multilinear. Mostre que
as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) dados x1,...,z; € E, seexistemi,j € {1,...,k} comi # jex; = z;
entao t(zr1,...,xx) = 0;

(b) dados 21, ...,z € E, se a familia (2;)¥_, é linearmente dependente
entao t(z1,...,xx) = 0;

(c) t é anti-simétrica
(sugestdo: para mostrar (a)=-(b) observe que se (v;)%_, é linearmente de-
pendente entao algum x; se escreve como combinacao linear dos outros x;
e para mostrar (b)=-(a) observe que se 1, ..., z; nao sao dois a dois
distintos entdo a familia (x;)%_; é linearmente dependente. Para mostrar
(c)=(a) suponha z; = x; com i # j e considere a permutagdo que troca
as posigoes i e j. Finalmente, para mostrar (a)=(c) considere a igualdade
t(...,z4+y,z+y,...) = 0 e use o resultado do Exercicio D.9). Uma aplicacdo
multilinear satisfazendo a condigao (a) é normalmente chamada de alterna-
da. O resultado deste exercicio mostra que uma aplicacao multilinear é

alternada se e somente se for anti-simétricas.

Ezercicio D.11. Sejam E, F espacos vetoriais e (ex)yep uma base de E.
Suponha que o conjunto A esteja munido de uma ordem total?* <.
(a) Dada uma aplicacao:
FAOu o) er < <N — F
mostre que existe uma tUnica aplicagdo multilinear simétrica t em

Lin} (E, F) tal que:
t(e)\l, v ,6)%) = f()\l, e ,)\k),

23Mas esse resultado depende do fato que a caracteristica do corpo de escalares é
diferente de 2! Para corpos de caracteristica 2, anti-simetria é equivalente a simetria e a
condigao de ser alternada é mais forte do que a anti-simetria.

2450 preferir considerar apenas o caso em que FE tem dimensao finita, entdo tome
A={1,...,n} e a ordem total como sendo a ordem usual desse conjunto.
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para todos A1,...,Ax € A tais que \; < -+ < A (sugestdao: a

simetria nos permite dizer, em termos de f, o valor de t em k-uplas

arbitrarias de elementos da base; use o resultado do Exercicio D.1).
(b) Dada uma aplicagao:

Ao er <<} — F

mostre que existe uma unica aplicacao multilinear anti-simétrica t
em Lin?(E, F) tal que:

t(e/\l, e ,6)%) = f()\l, . ,)\k),

para todos A1,...,A\x € A tais que \; < -+ < A\ (sugestao: te-
nha em mente que aplicagoes anti-simétricas sao alternadas; veja
Exercicio D.10).

Ezercicio D.12. Dados o € S}, e funcionais lineares ay, ..., ar € E*, mostre
que:

0 (1@ ®ag) = Agi() ® - ® Ag1 ().
FEzercicio D.13. Dados t € Ling(F,R), t' € Lin;(E, R), mostre que:
o-(tat) =t ®t,
onde o € Sjy; é definida por:
o(i)=i+1, i=1,....k oi)=i—Fk i=k+1,... k+1L

Mostre também que o é um produto de kl transposicoes, de modo que
sgn(o) = (—1)*.

Para cada o € Sy, vamos denotar também por o o operador linear t — o -t
em Ling(E, F). O simetrizador é o operador linear em Ling(E, F') definido
por:

e o alternador é o operador linear em Ling(FE, F) definido por:
1
Alt = W Z sgn(o)o.
oESk

Exercicio D.14.
(a) Dada o € Sk, mostre que:
o oSym = Symoo = Sym, oo Alt= Altoo =sgn(c)Alt.
(b) Dado t € Ling(E, F'), mostre que Sym(t) é simétrica e Alt(t) ¢ anti-
simétrica.
(c) Se t € Ling(E, F) é simétrica (resp., anti-simétrica) mostre que
Sym(t) =t (resp., Alt(t) = t).



EXERCICIOS PARA MAT5799 113

Ezercicio D.15. Sejam G um subgrupo de Sk, Sx/G = {JG 10 € Sk} o}
conjunto das coclasses a esquerda de G em S; e X um conjunto escolha
para Si/G, i.e., X contém precisamente um elemento de cada coclasse a
esquerda de G em Sg.

(a) Se t € Ling(FE, F) é tal que o -t = t, para todo o € G, mostre que:

G
Sym(t) = |k“ Z o-t,

T oeX
onde |G| denota o nimero de elementos de G.
(b) Se t € Ling(E, F) é tal que o -t = sgn(o)t, para todo o € G, mostre
que:
Alt(t) = 1G] > sgn(o)o -t
Kl 28
ceX
(sugestao: Sk é unido disjunta das coclasses a esquerda oG, com o percorren-

do X; assim, em uma férmula onde ocorre um somatério da forma ) . S

pode-se trocar o por o o 7 e 0 somatério em questao por Y x> cq)-

Seja Z.1 o conjunto dos inteiros positivos. No que segue, vamos identificar
S com o subgrupo do grupo de todas as bijegoes o : Z; — Z., tais que
o(i) =i, para todo i > k. Assim, para k <[, S é um subgrupo de S;. Dada
o € Sk e um ntimero natural [, denotamos por ¢} € Skt o deslocamento
de o definido por:

(D.8) cO@y=d,i=1,...,1, oW@)=cG—1)+1, i>1
E f4cil ver que:
(cor)D =6Wor®  sen(eW) = sgn(o),
para quaisquer o, T € Sg.
Ezercicio D.16. Dados t € Ling(E,R), t' € Lin;(E, R), mostre que:
(c-tyet =0 - (tat),
para todo o € Sj, e:
to (o) =c®. (tat),

para todo o € S].
FEzercicio D.17. Dados t € Ling(E,R), t' € Ling(E, R), mostre que:

Sym(Sym(t) @ ') = Sym(t® t') = Sym(t ® Sym(t'))

e que:
Alt(Alt() @ t') = Alt(t® ') = Alt(t® Alt(t))

(sugestao: expanda o Sym e o Alt que aparecem dentro do parénteses usando

a definicdo, mas mantenha o Sym e o Alt que estdo fora do parénteses do

jeito que est@o. Use o resultado do Exercicio D.16 e o resultado do item (a)
do Exercicio D.14).
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Sejam t € Ling(FE,R), t' € Lin;(E,R) aplicagdes multilineares. Eviden-
temente, se t e t' sdo simétricas (resp., anti-simétricas), ndo é verdade em
geral que o produto tensorial t® t' seja simétrico (resp., anti-simétrico). Se
t, ¥ sdao simétricas, nés definimos o seu produto simétrico tV t' fazendo:

(k+1)!
ll!

e, se t, t' sdo anti-simétricas, nds definimos o seu produto exterior t At
fazendo:

tvt =

Sym(t®t') € Linj;(E, R),

(k+1)!
k!
Obviamente, as operagoes (t, ') — tV t e (t,t') — t At s@o bilineares.

tAY =

Alt(t® t') € Lin}_,(E,R).

Ezercicio D.18. Mostre que o produto de escalares por aplicagoes multiline-
ares simétricas (resp., por aplicagdes multilineares anti-simétricas) é um caso
particular do produto simétrico (resp., do produto exterior), se pensamos nos
escalares como aplicagoes zero-lineares simétricas (resp., anti-simétricas).

Ezercicio D.19. Sejam t € Ling(E,R), ' € Lin;(E,R), t’ € Lin,,(E,R). Se
t, t' e t’ sao simétricas, mostre que:

k+1 !
tvt)vt' = W Sym(tet @t”") =tV (f v,
e, se t, ' e t’ sao anti-simétricas, mostre que:
(k+1+m)!

tA)YAY = Attt ot’) =tA (At

kllim]!
(sugestao: use o resultado do Exercicio D.17).
Em vista do resultado do Exercicio D.19, as operagoes V e A sdo associati-

vas, de modo que podemos escrever, sem ambigiiidade, produtos simétricos
ou exteriores de varias aplicagoes multilineares sem usar parénteses.

Ezercicio D.20. Sejam t; € Ling,(E,R), i =1,...,n. Se cada t; é simétrica,
mostre que:

ki+--+kp)!
kil ky!
e, se cada t; é anti-simétrica, mostre que:
ki+-- 4 kp)!
A Aty = (ks -+ K) Al ® - @ t,)
k1! k!
(sugestao: use indugao em n e o resultado do Exercicio D.17). Conclua que
se ai,...,q, € E* sao funcionais lineares sobre F entao:
(D.9) (a1 V- Vay)(z1,...,2n) = Z 1(T(1)) -+ (T (n))

O'ESn
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e:
(D.10) (aq A+ ANa) (1, 2n) = Z sgn(o)an (To(1)) - An(To(n))
O'ESn
= det[(ai(xj))nxn],
para todos z1,...,x, € E.

Ezercicio D.21. Sejam t € Ling(E,R), ¢ € Lin(E,R). Se t e t sdo
simétricas, mostre que:
tvt =t v,
e se t e t sao anti-simétricas, mostre que:
tAt = (=D At
(sugestao: use o resultado do Exercicio D.13 e o resultado do item (a) do
Exercicio D.14).

Exercicio D.22. Sejam k, [ nimeros naturais e G o subgrupo de Sj4; definido
de uma das formas equivalentes abaixo:

G:{UES]H_l:O'({l,...,k:})2{1,...,]{}}
={oeSku:o({k+1,...,k+1})={k+1,....k+1}}
:{UOT(k)IO'ESk, TGS;}%SkXSl.

Mostre que X definido abaixo é um conjunto escolha para o conjunto das
coclasses a esquerda Si1;/G:

X={oeSp:o(l)<---<o(k), olk+1)<---<o(k+1)}

(sugestao: considere a agao de Sk no conjunto pk({l, A l}) de todas
as partes de tamanho k de {1,...,k+1}. Note que a acao é transitiva e que
a isotropia do ponto {1,...,k} é G. Observe que para mostrar que X é um
conjunto escolha para Si1;/G vocé precisa mostrar que o — a({l, ce k:})
define uma bijecao de X sobre pj ({1,...,k+1})).

Ezercicio D.23. Seja X definido como no Exercicio D.22. Use o resultado
do Exercicio D.15 para concluir que:

tve =Y o-(tat), teLiny(ER), t€Linj(E,R),
oeX
e que:
tAt =) sgn(o)o- (t@t), teLin}(E,R), t €Lin}(E,R).
oeX

Exercicio D.24. Seja T : E' — E uma aplicagao linear. Mostre que:

(a) se t € Ling(F, F) e 0 € S entao:

T (o -t) =0 (T");
(b) se t € Ling(FE,F) é simétrica (resp., anti-simétrica) entao 7™t é
simétrica (resp., anti-simétrica);
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(c) se t € Ling(FE, F) entao:
T*(Sym(t)) = Sym(T™t), T*(Alt(t)) = Alt(T™t);
(d) se t € Linj(E,R), t € Linj(E,R) entao:
T*(tVvt) = (T*t) v (T*Y)
e se t € Lin}(E,R), t' € Lin}(E,R) entao:
T*(tAY) = (T*t) A (T*Y)
(sugestao para o item (d): use o resultado do Exercicio D.3).

Enuncie e prove os resultados andlogos para o push-forward.

D.3. Defini¢ao. Dado k > 1, uma aplicagdo multilinear t € Ling(E, F) e
um vetor x € F, definimos o produto interior iyt € Ling_1(F, F') fazendo:
(th)($1, s ,l’k_l) = t(l’,xl, s >xk‘—l)7 T1,..., -1 € E.
Se k = 0, convencionamos i,t = 0.
D.4. Lema. Sejam t € Ling(E,R), t' € Ling(E,R). Se t et sao simétricos
entao:
i (tV ) = (ixt) VE +tV (igt),
para todo v € E e se t, t sdo anti-simétricos entdo:
ie(EAY) = (igt) A + (=DFEA (i,t),
para todo x € E.
Demonstragcao. Podemos supor k,l > 1, caso contrario o resultado € trivial
(tenha em mente o resultado do Exercicio D.18). Vamos demonstrar apenas
a férmula que vale no caso em que t, t' sdo anti-simétricos; o caso simétrico
¢ mais simples e serd deixado a cargo do leitor. Escreva x; = x e sejam

Zo,...,xpy; € E. Seja X definido como no enunciado do Exercicio D.22.
Em vista do resultado do Exercicio D.23 temos:

[ix(f/\ f/)]({L'Q, ey Tpg) = (f/\ t/)(xl,l'g, RN ka)

= Z Sgn(a-)t(wa(l)7 s 7$U(k))t/($a(k+l)v s 7$U(k+l))'
ceX

Evidentemente, para o € X temos (1) =1 ou o(k+ 1) = 1. Escrevemos
entao X como uniao disjunta dos conjuntos Xi, X9 definidos por:

Xi={oeX:0(1)=1}, Xo={oceX:ok+1)=1}.

Escreva y; = ;41,1 = 1,...,k 4+ 1 — 1. Usando novamente o resultado do
Exercicio D.23, obtemos:

[(th) AN t/](xg, - 733k+l) = [(fo) A f/](y1, - ,yk+l_1)

(D.11) = sen(MH@L,Yr(1)s - Yr—1)Y Wr(i)s - - Yr(hi—1))s
TEY1
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onde:
Vi={re€S1:7(l)<---<7(k—-1), 7(k) <---<7(k+1-1)}

e:
[t A (iat)] (@2, - Thg) = [EA Gt (Y1, Yki-1)
(D12) = Z Sgn(T)t(yT(l)7 s 7y‘r(k))t/('r17 Yr(k+1)) - - - 7y7'(k+lfl))7
TEY>
onde:

Y2={T€Sk+l_1:7'(1)<---<7'(k:), T(l{:+1)<---<7-(k;+l_1)}_

A demonstragao estara completa se verificarmos que o somatério em (D.11)
¢é igual a:

(D.13) > sen(0)HEa(1)s - To@) (Ta(er)s - - To(ers))
oeX

e que o somatério em (D.12) é igual a:

(D.14) (—l)k Z sgn(o) (g1, - - - ,xa(k))t/(ma(kﬂ), e T(ll))-
og€eXo

E fécil verificar que a aplicacio Y1 3 7 — o = 7)) € X; (recorde (D.8)) é
uma bijegao e que o 7-ésimo termo do somatdério (D.11) ¢ igual ao o-ésimo
termo do somatério (D.13). E também fécil verificar que a aplicagao:

Yasr—o=mWo(12 - k+1)eX

é uma bijecdo e que o T-ésimo termo do somatério (D.12) é igual a (—1)F
vezes 0 o-ésimo termo do somatério (D.14), onde (1 2 --- k + 1) denota o
ciclo:

(12 k4+1):1—=2—=3—-—k+1—=1 i—i i>k+2.
Isso completa a demonstragao. O

D.5. Propriedades universais dos produtos exterior e simétrico. Se-
ja E um espago vetorial. Dado um ndmero natural k, entao uma k-ésima
poténcia simétrica para E consiste de um espago vetorial Z e de uma apli-
cagao multilinear simétrica 7 € Linj (E, Z) tais que dado um espago vetorial
qualquer F' e uma aplicagdo multilinear simétrica t € Linj (E, F), existe
uma tUnica transformacao linear T': Z — F tal que T o1 = {, i.e., tal que o
diagrama:

Ek
N
-
—_—
Z—=F
comuta. Similarmente, uma k-ésima poténcia exterior para E consiste de

um espaco vetorial Z e de uma aplicagao multilinear anti-simétrica 7 em
Lin}(E, Z) tais que dado um espago vetorial qualquer F' e uma aplicacao
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multilinear anti-simétrica t € Linj(E, F'), existe uma tnica transformacao
linear T': Z — F tal que T o1 = t.

FEzercicio D.25 (unicidade das k-ésimas poténcias simétrica e exterior). Se-
jam (Z,7), (Z',7') duas k-ésimas poténcias simétricas (resp., duas k-ésimas
poténcias exteriores) de um espago vetorial E. Seja T : Z — Z' a tnica
aplicacao linear tal que T o7 = 7/, i.e., tal que o diagrama:

comuta. Mostre que 7" é um isomorfismo (sugestdo: faga o mesmo que vocé
fez para resolver o Exercicio D.4).

D.5. Observacao. E possivel mostrar que qualquer espago vetorial E admite
uma k-ésima poténcia simétrica e uma k-ésima poténcia exterior. Elas po-
dem ser construidas, por exemplo, considerando-se um certo quociente da
k-ésima poténcia tensorial @, E. Essa construcao é simples, mas estd fora
do escopo do nosso curso. Para espacos de dimensao finita veremos logo
abaixo que a k-ésima poténcia simétrica pode ser obtida como um espago de
aplicagoes multilineares simétricas e que a k-ésima poténcia exterior pode
ser obtida como um espaco de aplicagoes multilineares anti-simétricas.

Se (Z,7) é uma k-ésima poténcia simétrica do espago F, escreve-se nor-
malmente Z = \/, E e:

T(z1,...,xp) =21 V-V, x1,...,7% € E.

A definicao da k-ésima poténcia simétrica nos diz entao que para qualquer
espago vetorial F' e qualquer aplicacdo multilinear simétrica t € Lin}(E, F)
existe uma unica transformacao linear 7': \/, E — F' tal que:

T(x1 V- Vag) =Hz,...,28),
para quaisquer x1, ...,z € E, i.e., tal que o diagrama:
JoL
Vi B ——F

comuta. Similarmente, se (Z,7) é uma k-ésima poténcia exterior do espago
E, escreve-se normalmente Z = /\, E e:

T(x1, . xp) =21 AN ATy,  X1,...,2% € E.

A definicdo da k-ésima poténcia exterior nos diz que para qualquer espaco
vetorial F' e qualquer aplicacado multilinear anti-simétrica t € Lin}(E, F)
existe uma tnica transformacao linear 7' : A\, £ — F tal que:

T(xy A Nzg) =21, ..., Tk),
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para quaisquer z1,...,x; € F, i.e., tal que o diagrama:
Ek
N B —F—F
comuta.

Ezercicio D.26 (caracterizacao da k-ésima poténcia simétrica em termos
de bases). Sejam E um espago vetorial e (e))rcp uma base de F, sendo A
munido de uma ordem total <. Dados um espaco vetorial Z e uma aplicagao
multilinear simétrica 7 € Linj,(E, Z), mostre que as seguintes condigdes sao
equivalentes:

(a) a familia:
T(e)\lv"'ae)\k)> )\17"'7)\]66[\7 AISS)\k‘a
é uma base de Z;
(b) (Z,7) é uma k-ésima poténcia simétrica para E
(sugestao: considere a mesma sugestao que foi dada para o Exercicio D.5,

mas use o resultado do item (a) do Exercicio D.11 em vez do resultado do
Exercicio D.1).

FEzercicio D.27 (caracterizagdo da k-ésima poténcia exterior em termos de
bases). Sejam E um espago vetorial e (ex)yep uma base de E, sendo A
munido de uma ordem total <. Dados um espaco vetorial Z e uma aplicagao
multilinear anti-simétrica 7 € Lin{(E, Z), mostre que as seguintes condigoes
sao equivalentes:

(a) a familia:
T(C)\l,...,e)\k), Ay ooy A €A A <o < Ay,
é uma base de Z;
(b) (Z,7) é uma k-ésima poténcia exterior para E
(sugestao: considere a mesma sugestao que foi dada para o Exercicio D.5,

mas use o resultado do item (b) do Exercicio D.11 em vez do resultado do
Exercicio D.1).

FEzercicio D.28. Sejam E um espago vetorial de dimensao finita e (e,)/—;
uma base de E. Denote por (ef)"_; a base dual de (e,)’_;. Dada uma

r=1
k-upla (r1,...,rg) de elementos do conjunto {1,...,n}, i.e., uma fungao
r:{1,...,k} = {1,...,n}, escrevemos:

(ry =TT,
i=1

onde |C| denota o niumero de elementos de um conjunto C. Note que (r) é
precisamente o nimero de elementos do conjunto:

{aESk:roa:r}.
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(a) Dados r1,...,7%, S1,--.,5k € {1,...,n} tais que:
r < ST, ST S s Sk
mostre que:

(6:1\/.“\/e:k)(esl""7esk): <T‘> # 0,
sery =S81,..., T, = Sk €:

(er, Voo Ver )(esy, ... es,) =0,
caso contrario (sugestao: use a férmula (D.9)).
(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que a familia:
(D.15) ey, Voo Ve € Ling(E,R), 1<r <. <7<,
é linearmente independente (sugestao: avalie uma combinagao linear
de (D.15) em (es;,...,€5,), com 1 <51 <--- <5, < ).
(c) Mostre que, para qualquer t € Linj (F,R), temos:

1 X %
(D.16) t= Z Wt(erl,...,erk)(eﬁ\/-~~\/erk)

1<r <-<rp<n

(sugestao: mostre que ambos os lados da igualdade (D.16) sao apli-
cacoes multilineares simétricas que coincidem sobre k-uplas da forma
(€s1y.--s€5,), com 1 < s3 <-.. < s, <n. Obtenha sua conclusao
usando o resultado do item (a) do Exercicio D.11).

(d) Use o resultado do item (c) para concluir que a familia (D.15) é
uma base de Linj (F,R). Use entao o resultado do Exercicio D.26 e
conclua também que:

(EE 3 (aq,...,a5) — a1 V-V ay € Lin},(E,R)
nos da uma k-ésima poténcia simétrica de F.

Em vista do resultado do item (d) do Exercicio D.28, escreveremos:
Lin}(E,R) = \/ E*
k
quando o espago E tiver dimensdo finita. Note que o resultado do item (c)

do Exercicio D.28 nos diz que as coordenadas de t € Linj,(E,R) =/, E*
na base (D.15) sao:

tler,....en), 1<r <. <rp<n.

(r)
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Note também que?®:

mm@myEJny:mm(vqﬁ):<n+:_1>
k

onde n = dim(E) (usamos a convencio de que o niimero combinatério (§)
é zero se b > a > 0, o que faz com que a féormula acima seja correta mesmo
para n = 0; se n = k = 0, no entanto, o valor correto para a dimensao é
1). Levando em conta a identificagdo natural entre um espago (de dimensao
finita) e seu bidual, podemos escrever também:

Linj(E*,R) = \/ E,
k

quando F tiver dimensao finita.

Ezercicio D.29. Sejam E um espaco vetorial de dimensao finita e (e,)]'_;
uma base de E. Denote por (e})!_; a base dual de (e,)/"_;.

(a) Dados r1,...,7%, S1,-..,5k € {1,...,n} tais que:
ry < <rg, S << Sk,
mostre que:

(er, Ao Aep )(esy, oo ohes,) =1,

1
sery =s81, ..., T = Sk €:

(6* /\"'/\6:1@)(6817"'?651@) =0,

1
caso contrario (sugestdo: use a férmula (D.10)).
(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que a familia:

(D.17) e, Ao ANep € Ling(E,R), 1<7m <. <rp <,

T1
é linearmente independente (sugestao: avalie uma combinagao linear
de (D.17) em (es;,...,€5,), com 1 < 51 < --- < 5 < n).
(c) Mostre que, para qualquer t € Linf(E,R), temos:

(D.18) t= > tler,.. e )l A AeL)

1<rm <--<rgn

(sugestao: mostre que ambos os lados da igualdade (D.18) sao apli-
cacoes multilineares anti-simétricas que coincidem sobre k-uplas da
forma (es,,...,€s,), com 1 < 51 < -+ < s < n. Obtenha sua
conclusao usando o resultado do item (b) do Exercicio D.11).

25A dimensdo do espago vetorial \/, E* é igual ao nimero de fungdes crescentes
r:{l,...,k} — {1,...,n}. Uma tal funcao fica caracterizada pelas cardinalidades dos
conjuntos Tﬁl(i), i=1,...,n, que constituem uma solucao da equagao ui + - - -+ un = k,
com ui, ..., U, numeros naturais. O nimero de solugdes dessa equagao é igual ao nimero
de permutagoes da string de caracteres oo---o||-- |, sendo k ocorréncias do simbolo ‘0’ e
n — 1 ocorréncias do simbolo ‘|. Os simbolos ‘|” devem ser entendidos como delimitadores
que separam k ocorréncias do simbolo ‘0’ em n blocos, sendo os nimeros naturais wu;,
i =1,...,n entendidos como o nimero de ocorréncias do simbolo ‘0’ em cada bloco.
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(d) Use o resultado do item (c¢) para concluir que a familia (D.17) é
uma base de Lin} (E, R). Use entdo o resultado do Exercicio D.27 e
conclua também que:

(E"* 3 (a1,...,a) — a1 A Aoy, € Ling (E,R)
nos dd uma k-ésima poténcia exterior de F.

Em vista do resultado do item (d) do Exercicio D.29, escreveremos:

Lin}(E,R) = /\ E*
k

quando o espago E tiver dimensdo finita. Note que o resultado do item (c)
do Exercicio D.29 nos diz que as coordenadas de t € Lin}(E,R) = A, E*
na base (D.17) sao:

tler,...,er), 1<r <---<rp<n.

Note também que:
dim (Lin} (B, R)) = dim(/\E*) — <Z>
k

onde n = dim(FE) (em particular, note que Lin}(E, R) é o espago nulo para
k > n). Levando em conta a identificagdo natural entre um espago (de
dimensao finita) e seu bidual, podemos escrever também:

Lin}(E*,R) = \ E,
k

quando F tiver dimensao finita.

Ezercicio D.30. Seja E um espago vetorial de dimensao finita n. Como o
espaco Lin? (E, R) tem dimensao (Z) = 1, temos que para qualquer aplicagao
linear T': E — FE, o pull-back:

T* : Lin®(E,R) — Lin?(E, R)

¢é dado pela multiplicacao por um escalar. Mostre que esse escalar é preci-
samente o determinante de 7' (i.e., o determinante da matriz que representa
T com respeito a qualquer base de E); em outras palavras, mostre que:

T*t = det(T)t,

para todo t € Lin?(E,R) (sugestao: se (er);'_; denota uma base de E e
(eX)r_, denota sua base dual entdo t = ej A--- A e} é uma base do espago
unidimensional Lin? (E, R). Note que se ¢ € R é o escalar tal que Tt é igual

a ct entao ¢ = (T*t)(ey,...,e,). Obtenha sua conclusdo usando a férmula
(D.10)).



EXERCICIOS PARA MAT5799 123

APENDICE E. DIFERENCIAL EXTERIOR

Neste apéndice, denotaremos a diferencial comum de uma aplicagao usan-
do o simbolo “D” em vez de “d”, ja que o simbolo “d” é tipicamente usado
para a diferencial exterior. Em outras partes do texto, continuaremos usan-
do “d” para a diferencial comum, a menos que haja risco de confusao com a
diferencial exterior. Dados espacos vetoriais reais de dimensao finita E, F,
um subconjunto aberto U de F e uma aplicacao ¢ : U — F' de classe C'*

entao a diferencial comum?®:

D¢ :U 3z D¢(z) = D¢, € Lin(E, F)
satisfaz:

0
D¢, (2)) = £

onde %(:U) denota a derivada direcional de ¢ no ponto x € U, na direcao
do vetor v € F, i.e.:

(), zeU, veE,

o _
00,1y ot 0) = 6a)

ov s—0 S
Ezercicio E.1 (derivada direcional comuta com operacoes lineares). Sejam
E, F, F' espagos vetoriais reais de dimensao finita, U um aberto de F,
¢ : U — F uma aplicacao de classe C* e L : F' — F’ uma aplicacao linear.

Mostre que: M(m) - L<%(x)>
o v ’

para todos z € U, v € E (sugestao: use a regra da cadeia, tendo em mente
que DL(¢(z)) = L).

FEzercicio E.2 (regra do produto). Sejam E, F, ..., Fy, F’ espagos vetoriais
reais de dimensao finita, U um subconjunto aberto de E, ¢; : U — Fj,
i =1,...,k aplicacoes de classe C® e t: F| x --- X Fj, — F’ uma aplicacao

multilinear. Mostre que:

(%[to (61, 00)] ) (@)
k
t

=Y (9100 b1, G @) 011 (@), 1)),

1

para todos z € U, v € E (sugestao: use a regra da cadeia, tendo em mente
que:

DY, i) (s uk) = YL Yim s Ui Yireds - YR,
=1

para todos y;,u; € Fy, i =1,... k).

26Como sempre, trabalharemos sempre com aplicagbes de classe C'°°, embora essa
hipétese seja exagerada.
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Sejam E, Eq, ..., Ei, F espacos vetoriais reais de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de F e:

t:U CE— Lin(Fy,...,Eg F)
uma aplicacao de classe C*°. A derivada comum Dt é uma aplicagao:
Dt:U C E — Lin(E,Lin(Ey, ..., Ey; F)).
Nos adotaremos a identificacao:
Lin(E,Lin(Ey, ..., Ey F)) £ Lin(E, By, ..., B F)
de modo que Dt identifica-se com uma aplicacao:
Dt:U C E— Lin(E,E,...,E; F)

dada por:
ot
Dt (v,v1,...,05) = %(m)(vl, cee s UR)s
paratodosz € U,v € E,v; € E;,i=1,...,k. Note que, ja que a avaliagao
em (v1,...,v;) é uma operagao linear, temos (em vista do resultado do
Exercicio E.1) que Dt, (v, v1,...,v;) coincide com a derivada direcional no
ponto x € U, na dire¢ao de v € F, da fungao U > x — t(x)(vy,...,vk), i€
t(x + sv)(v1, ..., vx) — t(x)(v1,. .., vk)

Dt,(v,v1,...,v5) = lim ,
s—0 S

paratodoszx e U,v e E,v; € E;, 1 =1,...,k.

No que segue, se t é uma funcdo tomando valores em Ling(E, F) e 0 € Sk
é uma permutagao, escrevemos o - t para denotar a aplicagdo com 0 mesmo
dominio que t tal que:

(0-t)(z) =0 t),

para todo x no dominio de t. Similarmente, denotamos por Alt(t) (resp.,
Sym(t)) a aplicacdo = — Alt(t(x)) (resp., a aplicacdo  — Sym(t(z))). Se t
toma valores em Ling(F, R), t' toma valores em Lin;(E,R) e t, t' tém o mes-
mo dominio entdo denotamos por t®t" a aplicagao a valores em Ling 1 (F, R),
com o mesmo dominio que t e t', definida por:

(t®t)(z) = t(z) ® t'(2),
para todo z no dominio de t e t'. Convengoes analogas sao adotadas para os

produtos exterior A e simétrico V.

Ezercicio E.3. Sejam FE, F espacos vetoriais reais de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de E e t : U — Ling(F, F') uma aplicagao de classe C*.
Dada uma permutac@o o € Sy, mostre que (recorde (D.8)):

D(o-t) =0 . Dt
(sugestao: note que o é uma operagao linear e, em vista do resultado do
Exercicio E.1, comuta com a derivada direcional %, ie.:

oo-t), . 0Ot
]
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para quaisquer x € U, v € EF).

Ezercicio E.4. Sejam E, E1, ..., Fi, I espacos vetoriais reais de dimensao
finita, U um subconjunto aberto de F e t : U — Lin(Ey,..., Ex; F') uma
aplicacao de classe C>®°. Mostre que D?t = DDt é simétrica nas suas duas
primeiras variaveis, i.e.:

D%, (u, v, w1, . .., wy) = D%ty (v, u,wi, . .., wy),

para todos x € U, u,v € E, w; € E;, i = 1,...,k (sugestao: pelo Teorema

de Schwarz, as derivadas direcionais 8% e % comutam).

Ezxercicio E.5. Sejam E um espaco vetorial real de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de E e t : U — Ling(E,R), t : U — Lin;(E,R) apli-
cagoes de classe C'°°. Mostre que:

Dtet)= (D)@t +o-(te (DY)),
onde o € Siy;11 denota o ciclo:
12 - k+1):1—=2—=3—--—k+1—=1 i—1i i>k+2
(sugestao: comece usando o resultado do Exercicio E.2 para mostrar que:

(t@t) ot ! ot
T(x) - %(g;) @t (x) +t(r) ® %(ﬂf),

para quaisquer z € U, v € E).

E.1. Definigao. Sejam E, E’', F' espacos vetoriais reais de dimensao finita, U
um subconjunto aberto de E, U’ um subconjunto aberto de £ e ¢ : U’ — U
uma aplicacao de classe C*°. Dada uma aplicagao t : U — Ling(FE, F'), entao
o pull-back de t por ¢ é a aplicacao ¢*t: U’ — Ling(E’, F) definida por:

(") (z) = D¢y [t(4(2))], ze U,

ou seja:

(%) (2)(v1,- .., v8) = t(o(x)) (Doz(v1), ..., Dda(vr)),

zelU, v,...,u, € E.

Exercicio E.6. Sejam E, E’ espacos vetoriais reais de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de E, U’ um subconjunto aberto de E' e ¢ : U’ — U
uma aplicacdo de classe C*>°. Dada uma aplicacdo t : U — Ling(E, F),
mostre que:

(a) se o € Sk entao o - (¢*t) = ¢*(0 - t);

(b) se t toma valores em Lin}(E, F') (resp., em Linj(FE, F')) entdo ¢*t

toma valores em Lin{(E’, F') (resp., em Lin} (E’, F));
(c) Alt(6"t) = 6" Alt(t) e Sym(#"t) = ¢* Sym(t)

(sugestao: use o resultado do Exercicio D.24).
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Exercicio E.7. Sejam E, E', I espacos vetoriais reais de dimensao finita,
U um subconjunto aberto de E e U’ um subconjunto aberto de E’. Mostre
que se:
¢:U — U, t:U— Ling(E,F)
sao aplicagoes de classe C™ entao também ¢*t : U’ — Ling(E’, F) é de classe
C* (sugestao: use o fato que a aplicagao:
p:Ling(E, F) x Lin(E', E)* — Lin,(E', F)

definida por:

pN Ty, T) (ugy e yug) = )\(Tl(ul), . ,Tk(uk)),
Ty,...,Ti € Lin(E', E), A € Ling(E, F), w1, ..., uy € E,

¢ multilinear e portanto de classe C*).

Exercicio E.8. Sejam E, E’, F espacos vetoriais reais de dimensao finita,
U um subconjunto aberto de E e U’ um subconjunto aberto de E’. Mostre
que se:

¢:U — U, t:U— Ling(E,F)

sao aplicagoes de classe C™° entao a diferencial de ¢*t é dada por:

D(¢™t)z(v1,v2, ... s vpt1) = (9" DY) () (v1, v2, - - -, V1)
k1

+) t(¢(x)) (Des(v2), - . ., D (vin1), D¢ (v1, v3),
1=2

D¢y (U’i+1)7 s ,D¢x(’0k+1)),
para quaisquer z € U’, vy,...,v541 € E' (sugestdao: aplique 8%1 aos dois

lados da igualdade:
(0*8) () (vas . ., vp41) = t(d(2)) (Dda(v2), ..., Ddy(vgs1)).

Use a regra da cadeia e o resultado do Exercicio E.2, tendo em mente que a
aplicacao:

Ling(E, F) x E¥ 5 (\ uq, ..., ug) — Mug,...,u) € F
¢ multilinear).

E.2. Definigao. Sejam E um espago vetorial real de dimensao finita e U um
subconjunto aberto de E. Uma k-forma diferencial em U é uma aplicacao:

w: U — Linj,(E, R).

Em vista do resultado do item (b) do Exercicio E.6, o pull-back de uma k-
forma diferencial por uma aplicagao de classe C*° é uma k-forma diferencial.

E.3. Definicao. Sejam E um espaco vetorial real de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de E e w uma k-forma diferencial em U de classe C'*°.
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A diferencial exterior de w, denotada por dw, é a (k + 1)-forma diferencial
em U definida por:
dw = (k + 1) Alt(Dw).

Ezercicio E.9. Sejam E um espago vetorial real de dimensao finita, U um
subconjunto aberto de E e w uma k-forma diferencial em U de classe C°.
Mostre que:

k+1
— i+1
dwz (v1,v2,. .., Vgy1) = E (=1)"" Dwe(vi, V1, -+ Vi1, Vi1, -+ 5 Ukg1),
i=1
para quaisquer z € U, vy,...,vp41 € E (sugestdo: use o resultado do

Exercicio E.3 para mostrar que o - Dw = sgn(o)Dw para qualquer permu-
tacao o pertencente ao grupo:

G={o0€Spy1:0(1)=1}= {a(l) 10 € Sk}

Em seguida, use o resultado do item (b) do Exercicio D.15 escolhendo o
conjunto X usando o resultado do Exercicio D.22 com k = 1).

Ezercicio E.10. Sejam E, F espagos vetoriais. Suponha que t € Ling(FE, F')
seja simétrica com respeito a algum par de suas varidveis, i.e., suponha que
exista uma transposi¢do o € Si tal que o -t = t. Mostre que Alt(t) = 0
(sugestao: use o resultado do item (a) do Exercicio D.14).

Ezercicio E.11. Sejam E, F espacos vetoriais reais de dimensao finita, U
um subconjunto aberto de F e t : U — Ling(FE, F') uma aplicagao de classe
C°. Mostre que:

(E.1) Alt(D(Altt)) = Alt(Dt)

(sugestao: expanda o alternador que aparece a direita de D no lado esquerdo
de (E.1) e use o resultado do Exercicio E.3 e o resultado do item (a) do
Exercicio D.14).

FEzercicio E.12 (propriedades da diferencial exterior). Sejam E um espago
vetorial real de dimensao finita e U um subconjunto aberto de E.

(a) Se f : U — R é uma 0O-forma (i.e., uma funcdo a valores reais)
de classe C'°°, mostre que a diferencial exterior df coincide com a
diferencial comum D f.

(b) Mostre que a diferenciacao exterior define uma aplicagao linear do
espago vetorial real das k-formas de classe C*° em U no espaco ve-
torial real das (k + 1)-formas de classe C*° em U.

(¢) Se w é uma k-forma de classe C* em U, mostre que d(dw) = 0
(sugestao: use os resultados dos Exercicios E.11, E.4 e E.10).

(d) Se w é uma k-forma de classe C*° em U e A\ é uma [-forma de classe
C*> em U, mostre que:

d(w AN = (dw) AN+ (=DFw A (dN)

(sugestao: use os resultados dos Exercicios E.11, E.5, D.17 e o re-
sultado do item (a) do Exercicio D.14).
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(e) Se E’ é um espago vetorial real de dimensao finita, U’ é um subcon-
junto aberto de E’, ¢ : U' — U é uma aplicacao de classe C™® e w é
uma k-forma de classe C°*° em U, mostre que:

d(¢*w) = ¢*dw
(sugestao: use o resultado do Exercicio E.8, o resultado do item (c)
do Exercicio E.6 e o resultado do Exercicio E.10).

Quando se trabalha com formas diferenciais em R", é costumeiro usar as
seguintes notagoes: denota-se por:
0 0

ory’ " Oz
a base canonica de R™ (ou os correspondentes campos vetoriais constantes
em R"™), por:

dzq,...,dx,
a base dual da base canonica de R"™ (ou as correspondentes 1-formas cons-
tantes em R™). Note que se denotamos por x; : R™ — R a projegao sobre a
i-ésima coordenada (que é uma O-forma em R™) entao a diferencial exterior
dz; de x; coincide com a 1-forma constante e igual ao i-ésimo vetor da base
dual da base candnica de R". Em vista do resultado do Exercicio D.29,
temos que:

dz,, A---ANday,, 1<r<---<m,<n

é uma base de Lin}(R",R) = A\, R"" e, dada uma k-forma w num aberto
U de R™ entao:

(E.2) w

Z Wry.rp, dTpy A--- Aday, ,

1<r<--<rgn
onde a funcao wy, ., : U — R ¢é dada por:
0 0
w z) = w(z ey —
e (@) = (@) (G )

para todo x € U. Evidentemente, a k-forma w é de classe C*° se e somente
se as fungoes wy, ., sao todas de classe C'°.

Ezercicio E.13. Se uma k-forma w de classe C*° é dada como em (E.2), use
os resultados dos itens (a)—(d) do Exercicio E.12 para mostrar que:

dw = Z dwp, .. Adxp, A Aday,
1<ri<<rp<n
n
8(*}1" T
= Z dej/\dxrl/\-"/\dxrk

1<r<-<rp<n j=1

(sugestao: note que o produto de uma fungao escalar por uma k-forma pode
ser pensado como o produto exterior de uma 0-forma por uma k-forma).



