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1. INTRODUCAO

Este é um texto de introducao a teoria das equagoes diferenciais ordinarias
lineares destinado a alunos de graduagao com nogoes de Célculo Diferencial
e Algebra Linear. O texto contém as demonstracdes dos resultados enun-
ciados, exceto pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes cuja de-
monstracao envolve técnicas de Anélise que saem do escopo de um curso
de Calculo Diferencial. Resultados um pouco mais complicados de demons-
trar sobre equagoes com coeficientes constantes enunciados na Secao [5| serao
demonstrados na Segao [7}

2. PRELIMINARES

Uma equagdo diferencial ordindria linear de ordem n é uma equacao do
tipo

(21) an(®)z ™) + an_1 (2" (@) + - + a1 (D)2 (£) + ao(t)z(t) = b(2),
em que ag, a1, -.., an € b sdo funcoes a valores reais dadas definidas num
intervalo I C R e a funcao a, nao é identicamente nula. Uma solucdo da
equagao (2.1) é uma fungdo x : I — R que é n vezes derivavel e tal que a
igualdade é satisfeita para todo t € I, em que z(¥)(t) denota a k-ésima
derivada de x no ponto t. Dizemos que a equacao tem coeficientes
constantes se as funcées ag, a1, ..., a, forem constantes e que a equagao
é homogénea se a funcao b for identicamente nula.

Exemplo 2.1 (oscilador harmoénico). Sejam m e k constantes reais posi-
tivas. A equacao diferencial ordindria linear homogénea de segunda ordem
com coeficientes constantes

(2.2) ma” (t) + kz(t) =0

descreve a lei satisfeita pela deslocamento z (expresso em fungao do tempo t)
em relacao a uma posicao de equilibrio de uma particula de massa m sujeita
a uma forca cuja intensidade é proporcional & magnitude do deslocamento
e que tem o sentido oposto a esse deslocamento. Varios movimentos osci-
latorios tais como o movimento de um péndulo ou de uma particula massiva
presa a uma mola podem ser aproximadamente descritos por solugoes dessa
equacao diferencial no caso de oscilagoes pequenas. E facil verificar que se
&
m’

(2.3) x(t) = c1 cos(wt) + ca sen(wt),

w= entao a fungdo = : R — R definida por

para todo t € R, é uma solugao de para quaisquer valores que sejam
atribuidos as constantes reais ¢ e c¢p. E possivel demonstrar na verdade
que toda solugao da equacao (2.2) é da forma para alguma escolha de
valores para cj e ¢y € por isso se diz que a expressao é a solucao geral da
equacao diferencial . A demonstracao desse fato pode ser obtida usando
os resultados sobre existéncia e unicidade de solucées que enunciaremos na
Segao [3] ou os resultados sobre equagdes com coeficientes constantes que
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apresentaremos na Sec¢ao [f| e demonstraremos na Segao [7] Observamos que
a solugao geral (2.3) pode também ser escrita na forma

(2.4) z(t) = Acos(wt + 0),

em que A e 6 sdo constantes reais com A > 0. De fato, dados c¢1,c2 € R,
para escrever na forma basta tomar A = (¢ + c%)% e escolher
0 € R de modo que ¢; = Acosf e co = —Asenf. A constante A é chamada
amplitude do movimento oscilatério descrito por e a constante 6 uma
fase.

E facil verificar que se uma equacao diferencial linear for homogénea,
entao uma combinagcao linear de solucoes dessa equacao é ainda uma solugao
dessa equagao. Usando a terminologia da Algebra Linear, isso significa que
o conjunto solucao da equacao é um subespago vetorial do espaco de todas
as fungoes x : I — R. Note que se definimos uma funcao L(z) : I — R por

L(z)(t) = an(£)z™ @) + an_1 )z V@) + - + a1 ()2 () + ao(t)z(t),

para todo t € I e toda funcao n vezes derivavel z : I — R, entao a equagao

(2.1) é equivalente a:
L(x) =b.

Verifica-se diretamente que IL é uma transformacao linear definida no espago
vetorial das fungbes n vezes derivaveis x : I — R e tomando valores no
espago vetorial de todas as fungoes de I em R. O conjunto solucao da
equagao homogénea LL(z) = 0 é entdao nada mais do que o nicleo da trans-
formagao linear I e portanto é, como mencionamos acima, um subespago
vetorial do dominio de L. O nome “linear” para a equacao diferencial
refere-se precisamente a linearidade da transformagao I que descreve o lado
esquerdo da equacao . Uma consequéncia imediata da linearidade de I
¢é a seguinte: se x1 e xo2 sao solugoes das equagoes

(2.5) L(x)=b e L(z)=be,

respectivamente, e se a1 e aig s&o constantes reais, entao a combinagao linear
T = a1r1 + asxe é uma solucao da equacao

L(CC) = a1b1 + agby

cujo lado direito é a combinacao linear correspondente dos lados direitos by
e by das equagoes . Essa propriedade é normalmente chamada pelos
fisicos de principio de superposicdo e é nada mais que um outro nome para
a linearidade de L.

O seguinte resultado é também uma consequéncia simples da linearidade
de L: se S é o conjunto solugao da equagao homogénea L(z) = 0 (em outras
palavras, se S é o nicleo de L) e se xp é uma solugao da equagao inomogénea
L(x) = b, entao

{x +xp:x €S }
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é o conjunto solu¢ao da equagao L(x) = b. Esse resultado é normalmente
expresso através do seguinte slogan: a solucdo geral da equacao linear ino-
mogénea L(x) = b € obtida somando uma solugao particular dessa equagdo
inomogénea a uma solugdo geral da equagdo homogénea L(x) = 0.

Exemplo 2.2. Considere a equagao diferencial linear inomogénea de se-
gunda ordem:

(2.6) 2" () 4+ x(t) = €.

Essa é a equacdo de um oscilador harmoénico com & = m = 1 em que ha
uma forca externa dependende do tempo ¢ com intensidade e’ agindo sobre
a particula que oscila. Como vimos no Exemplo a solucao geral da
equacao homogénea

(2.7) 2" (t) +z(t) =0
é
(2.8) x(t) = ¢y cost + casent,

em que c; e ¢y sao constantes reais arbitrarias. Vamos procurar alguma
solucao particular da equacao inomogénea . E razodvel imaginar que
essa equagao possua alguma solugao da forma z(t) = ae!, em que o é uma
constante real. Substituindo esse palpite na equacao , obtemos

1

2" (t) 4 z(t) = ae' + ael = et = a = 3’

donde segue que x(t) = %et é de fato uma solucao de (2.6). A solugao geral

da equagao inomogénea (2.6 é obtida agora somando a solugao particular

x(t) = %et com a solugao geral (2.8]) da equacao homogénea (2.7). Assim, a
solugao geral da equag@o inomogénea (2.6]) é

Ly
x(t) = cicost + cysent + 3¢

em que c; e ¢y sao constantes reais arbitrarias.

3. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES

Quando o coeficiente dominante a,, da equacao diferencial é uma
funcao que nao se anula em nenhum ponto do intervalo I, podemos dividir
os dois lados da igualdade por a, obtendo uma equacao diferencial
equivalente em que o coeficiente dominante é igual a 1. Em outras palavras,
o estudo de equacgoes diferenciais cujo coeficiente dominante a, nunca
se anula pode ser reduzido ao estudo de equagoes da forma:

(3.1) ™) + a1 ()z"V(E) + - 4 ar ()2 () + ao(t)z(t) = b(2).

Neste texto nds nos restringiremos ao estudo desse tipo de equacdo. A
teoria de equagoes diferenciais em que o coeficiente dominante a,, se anula
em alguns pontos t € I (chamados pontos singulares) é mais complicada
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ja que, por exemplo, o teorema de existéncia e unicidade de solugoes que
enunciamos a seguir nao vale nesse caso mais geral (veja Exemplo [3.2)).

Teorema 3.1 (existéncia e unicidade). Sejam ag, a1, ..., an—1 e b funcgoes
continuas a valores reais definidas num intervalo I C R. Dados ty € I e
numeros reais ug, u1, - . .,Un—1 € R, entao a equacdo diferencial POSSUL
uma unica solucao x : I — R satisfazendo as condicoes iniciais:

x(tg) = up, a'(to) = w1, ..., x(”_l)(to) = Up_1.

Demonstragao. Esse teorema é obtido como consequéncia do Teorema [6.1]de
existéncia e unicidade de solugbes para sistemas de equagoes diferenciais de
primeira ordem (cuja demonstragao omitiremos) usando o truque explicado
na Subsecao [6.1 O

De modo sucinto, o Teorema |3.1| nos diz que — sob a hipdtese de con-
tinuidade mencionada no enunciado — uma solugao da equacao fica
unicamente determinada pelo seu valor e pelo valor das suas n — 1 primeiras
derivadas num “instante inicial” {3 € I. Em particular, no caso de equacoes
diferenciais de segunda ordem, uma solugdo x fica determinada pela espe-
cificagao de z(tg) e 2'(tg), isto é, pela especificagao da posi¢ao inicial e da
velocidade inicial. Se a equacao for de primeira ordem, entdo uma solugao
x fica determinada simplesmente pelo valor inicial z(ty).

Exemplo 3.2. A equacao diferencial linear homogénea de primeira ordem
(3.2) tz'(t) — 2z(t) =0

tem infinitas solugoes satisfazendo a condicao inicial x(0) = 0; de fato, a
funcdo x(t) = ct? é uma solucdo da equacdo para qualquer valor da constante
¢ € R. Esse fato nao contradiz o Teorema j& que o coeficiente de 2'(t)

em (3.2) se anula em t = 0 e daf (3.2]) ndo é equivalente a uma equagao da
forma (3.1]).

Os resultados a seguir sao uma consequéncia simples do Teorema 3.1

Coroléario 3.3 (dimensao do espago solugao). Se ag, a1, ..., ap—1 $ao
funcdes continuas a valores reais definidas num intervalo I C R, entdo o
espaco solucao da equacgao diferencial linear homogénea de ordem n

(3.3) 2™ () + an_1 ()2 + -+ ar () () + ap(t)z(t) = 0
tem dimensdo n.

Demonstragdo. Seja S o espago solugao de (3.3) e escolha um ponto qualquer
to € I. SejaT : S — R™ a transformagao definida por

T(z) = (z(to), 2’ (t0), - - ., 2" D(ty)),
para todo = € S. Verifica-se imediatamente que 1" € linear e o Teorema (3.1
nos diz que T é bijetora. A conclusao segue lembrando que se hd uma
bijecao linear entre dois espacos vetoriais, entao esses espacos possuem a
mesma dimensao. (]
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Corolario 3.4. Se ag, a1, ..., a,_1 Sao fungdes continuas a valores reais
definidas num intervalo I C R e se

(3.4) T1, X2, ..., Tf

sao solugoes da equagdo diferencial linear homogénea (3.3), entao para qual-
quer to € I dado vale que as fungoes (3.4) sdo linearmente independentes
se, e somente se, 0s vetores

(1 (to), 2} (to), 2 (t0), - .., at" Do),
(2(to), h(to), 2 (to), ..., 25" (ko).

(zk(to), @y (to), & (to), - . -, 2"V (ko))

de R™ forem linearmente independentes.

Demonstragdo. Basta usar o fato que a transformacao linear T definida na
demonstragao do Corolario é bijetora e lembrar que uma transformacao
linear bijetora leva conjuntos linearmente independentes em conjuntos line-
armente independentes. (]

Corolério 3.5 (critério do Wronskiano). Se ag, a1, ..., a,—1 sdo fungoes
continuas a valores reais definidas num intervalo I C R e se
(3.5) T1, T, ..., In

sao solugoes da equacao diferencial linear homogénea (3.3), entao para qual-
quer ty € I dado vale que as fungoes (3.5) sao linearmente independentes
se, e somente se, o determinante

z1(to) xa(to) -+ xu(to)

4 (to) zh(to) -+ xp(to)

(3.6) Wi(ty) = | «1(to) af(to) - al(to)
xgn—l) (tO) xén—l) (tO) . w%n—l) (tO)

for diferente de zero.

Demonstracao. Segue do Corolario [3.4]e do fato que o determinante de uma
matriz é diferente de zero se, e somente se, as suas colunas forem linearmente
independentes. ([l

O determinante que aparece do lado direito da igualdade (3.6)) é conhecido
como Wronskiano.

Segue do Corolario que para achar a solucao geral da equacao ho-
mogénea ¢é suficiente encontrar n solugoes linearmente independentes
para essa equacgao. Em vista do corolério, essas solugoes serao uma base do
espaco solucao e portanto a solugao geral se escreverd como uma combinacgao
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linear dessas n solugoes béasicas, em que os coeficientes sao constantes re-
ais arbitrarias. Por exemplo, no caso do oscilador harmoénico discutido no
Exemplo as duas funcoes x1(t) = cos(wt) e x2(t) = sen(wt) sdo solugoes
linearmente independentes da equagdo homogénea de segunda ordem ([2.2))
e portanto constituem uma base do espago solucdo. Segue dai que ([2.3)) é
de fato a solugao geral da equacgao, como ja havia sido mencionado.

Infelizmente, nao ha um método para se determinar solucoes para uma
equagao diferencial linear qualquer em termos de “férmulas” exatas (mas
ha métodos numéricos para se encontrar aproximagoes das solugoes). Nas
secoes seguintes nos estudaremos dois casos especiais em que ha uma técnica
para se determinar a solugao geral: o caso de equacoes de primeira ordem
(cujos coeficientes ndo sao necessariamente constantes) e o caso de equagoes
de coeficientes constantes (de ordem arbitraria).

4. EQUAGOES DE PRIMEIRA ORDEM

Considere a equacao diferencial linear de primeira ordem
(4.1) 2'() + a(t)a(t) = b(b),

em que a e b sdo fungdes continuas a valores reais definidas num intervalo
I C R. Como a funcédo a é continua, ela admite uma primitiva A, isto é,
uma funcao derivdvel A : I — R tal que A’ = a. Note que

d
(4.2) g (eAOz(t)) = A (2 (t) + a(t)z(t)),
para todo ¢ € I. Multiplicando a igualdade (&.1)) dos dois lados por e?®),
obtemos a equagao equivalente
(4.3) eAD (2 (1) + a(t)z(t)) = A Db(t)
e, em vista de (4.2)), o lado esquerdo de (4.3) pode ser “integrado” transfor-
mando (4.3) em
d
dt
por esse motivo, a expressio e(*) é chamada de fator integrante. Como
o lado direito de (4.4) define uma funcao continua de ¢, ela admite uma
primitiva U, isto é, uma funcao derivavel U : I — R tal que
U'(t) = eADp(1),

para todo t € I. Todas as outras primitivas dessa fun¢ao sao da forma U +c,
com ¢ € R uma constante e portanto a solucao geral de (4.4]) é

a(t) = e MO (Ut) + ¢) = ce™ O 4 e ADU(1),

em que ¢ € R é uma constante real arbitraria. Essa também é a solugao
geral da equagao original (4.1). Note que o termo ce=A®) nos d4 a solucéo
geral da equacao homogénea

2'(t) +a(t)z(t) =0

(4.4) (etDz(t)) = eADb(t);
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e que o conjunto solucao dessa equacdao homogénea é um espaco vetorial de
dimensio 1 gerado pela funcio z(t) = e~ 4. A funcio z(t) = e AOU(t) é
uma solugao particular da equacao inomogénea . Assim, como discutido
na Segao vemos concretamente nesse exemplo que a solucao geral da
equacao inomogénea escreve-se como soma de uma solugao particular com
a solucao geral da equacao homogénea.

A técnica que explicamos nesta se¢do nos permite resolver uma equagao
diferencial linear de primeira ordem qualquer, expressando a solugao
em termos de uma primitiva A da funcao a e de uma primitiva U da funcéao
u(t) = e*®p(t). Evidentemente, num exemplo concreto, nem sempre sers
facil ou possivel exprimir essas primitivas em termos de funcoes elementares
(ou descrevé-las por alguma “férmula” mais explicita), mas a redugao do
problema de encontrar a solucao geral de uma equagao diferencial ao pro-
blema de encontrar primitivas é o melhor que se pode esperar nesse caso. De
fato, mesmo no caso trivial a = 0, a equacao é equivalente ao problema
de encontrar a primitiva da fungao b.

5. EQUACOES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Consideramos agora uma equagao diferencial linear homogénea de ordem
n com coeficientes constantes:

(5.1) 2™ () + a2V @) + -+ a2 (8) + agz(t) = 0;
aqui ag, ai, ..., ap—1 sdo numeros reais dados. Vamos primeiro procurar
por uma solucdo dessa equagao da forma x(t) = eM, em que A € R é

uma constante a ser determinada. Substituindo esse palpite na equagao
diferencial vemos que ele nos dard uma solugao se, e somente se:

(5.2) A"+ an_l)\nfl + -4+ aA+ag=0.
O polinémio

PA)=A"4ap A" 14+ aA+ag
que aparece do lado esquerdo da igualdade é chamado polinémio carac-
teristico da equacao diferencial . Temos entdo que a fungio z(t) = e* é
solucao de se, e somente se, A for uma raiz do polinémio caracteristico
da equacao. Pode-se mostrarﬂ que as fungoes da forma z(t) = e correspon-
dentes a valores distintos de X sao linearmente independentes. Na Secao
nods mostraremos um resultado mais geral do que esse no Corolério [7.14]
Como o espago solugao é um espago vetorial de dimensao n (Corolério ,
segue dai que se o polindmio caracteristico da equagao tiver n raizes reais
distintas, entao obtemos uma base do espaco solucao formada sé por fungoes
da forma z(t) = eM. Em outras palavras, temos o seguinte resultado.

IEsse ¢ um exercicio comum em cursos de Algebra Linear. Um jeito de demonstrar
isso é usar o determinante Wronskiano (veja Corolario . No caso de fungoes da forma
zi(t) = ekit, com A1, A2, ..., A, distintos, o determinante Wronskiano nos levard a um
determinante de uma matriz de Vandermonde com colunas distintas e esse determinante
é diferente de zero.
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Teorema 5.1. Se o polinomio caracteristico da equagdo (5.1)) tem n raizes
reais distintas A1, A2, ..., A\p, entdo as funcoes

z1(t) = M, xo(t) =Mt L aa(t) =eM?

sao uma base do espaco solucdo dessa equacdo. Em outras palavras, toda
solugdao x de (5.1)) se escreve de modo unico na forma

At

z(t) = 1M + e - 4 e et

em que ¢, C2, ..., Cp Sa0 constantes reais.

O Teorema [5.1]é um caso particular do Teorema [5.3| mais abaixo que serd
demonstrado na Se¢ao [7] sem a utilizagao do Coroldrio .3 sobre a dimensao
do espaco solucao.

Exemplo 5.2. A equacao diferencial homogénea
2" (t) — 52/ (t) + 6x(t) = 0

tem polinomio caracteristico P(A) = A% — 5A + 6 com duas raizes reais
distintas 2 e 3. Assim a solugao geral da equagao é:

z(t) = c1e® + e,
em que c; e co sao constantes reais.

Para resolver uma equagao diferencial linear homogénea com coeficientes
constantes arbitraria, precisamos ainda tratar o caso em que o polinémio
caracteristico possui raizes miltiplas ou raizes complexas que nao sao reais.
Comegamos com as raizes multiplas. Recorde que se P é um polinémio,
entdo uma raiz A\ de P é dita de multiplicidade k, em que k é um inteiro
positivo, se P pode ser escrito na forma

P(A) = (A = N"Q(1),

em que @ é um polinébmio do qual A nao é raiz. Em outras palavras, A é
uma raiz de P de multiplicidade k se quando fatoramos P(A) como produto
de polinémios de grau 1, encontramos exatamente k fatores da forma A — A.
Na Segao [7| n6s mostraremos (Corolario que se A é uma raiz do
polindémio caracteristico de com multiplicidade k, entao as funcoes

(5.3)  wo(t) =M, z1(t) =teM, wo(t) = 2™, ..., mp_qi(t) = tF 1M

sao solugoes da equacao . Nao é dificil verificar que essas fungoes sao
linearmente independentes. Na verdade, vale algo mais forte (e um tanto
mais dificil de mostrar): quando juntamos todas as solugoes da forma
correspondentes a valores distintos de A num tnico conjunto, obtemos um
conjunto linearmente independente de fungoes (Corolario . Agora que
consideramos as solugoes , temos que toda raiz real do polinémio carac-
teristico contribui com um ndmero de solugoes linearmente independentes
para a equacao diferencial igual a sua multiplicidade como raiz. Portanto
encontramos um total de n solugoes linearmente independentes, desde que
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o polindémio caracteristico s6 tenha raizes reais (isto é, nao tenha raizes
complexas nao reais). Em outras palavras, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.3. Suponha que o polinémio caracteristico P da equacdo (5.1))
se fatore como

P(A) = (A= A1) (A= Ag)*2 - (A = Ap) o,

em que A, ..., Am SG0 numeros reais distintos e ki, ..., ky, sdo inteiros
positivos. Temos entdo que as funcoes

Ts(t) =tTeMt, r=0,1,... ks—1, s=1,...,m
constituem uma base do espago solugdo de (5.1)).
Demonstragdo. Veja Secao [7| (pagina . (]
Exemplo 5.4. Considere a equagao diferencial
2" (t) — 72" (t) + 152/ (t) — 9z(t) = 0

cujo polinémio caracteristico é P(A) = A3 — 7A? + 15A — 9. Por inspecgdo
direta vemos que 1 é raiz desse polinomio e ai fazendo a divisao de polinémios
de P(A) por A — 1 vem que

P(A) = (A —1)(A* = 6A +9) = (A — 1)(A — 3)?,

isto é, 1 é uma raiz simples do polindmio e 3 é uma raiz dupla. Dai o
Teorema [5.3| nos diz que as fungoes

zi1(t) =€, zo(t) =€, x3(t) =t3%

constituem uma base do espaco solucao da equacao e portanto a solugao
geral é
z(t) = cre! + coe3t + cgte,

em que cy, co € c3 sao constantes reais.

Infelizmente o Teorema [5.3] nao dd conta nem do oscilador harmonico
(Exemplo [2.1)), j& que nesse caso as raizes do polindémio caracteristico da
equacao nao sao reais. Vamos cuidar disso agora.

5.1. Raizes complexas. Toda a teoria que expusemos até agora sobre
equacoes diferenciais se generaliza sem dificuldades para equagoes diferenci-
ais do tipo em que as fungoes coeficientes ay e a funcao b sao fungoes a
valores complexos definidas num intervalo I C R. Nesse contexto, é natural
considerar também solucoes = : I — C que tomam valores em C. Nao ha
nada de muito novo no Célculoﬂ para fungoes de uma varidvel real a valores
complexos em relagao ao Célculo para fungoes de uma variavel real a valo-
res reais. Os numeros complexos C nao sdo nada além do espaco vetorial

2Por outro lado, o Célculo com fungdes de wvaridvel complexa (isto é, fungdes cujo
dominio e néo apenas o contradominio é C) traz diversas novidades que sdo normalmente
estudadas em cursos de func¢des analiticas. Ocorre que para fungdes de C em C hd uma
nogao de diferenciabilidade que leva em conta a estrutura multiplicativa de C que é mais
forte do que a diferenciabilidade de funcoes de R? em R2.
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R? munido de uma operacao adicional de multiplicacdo. Funcoes de uma
variavel real a valores complexos sao entao funcoes de uma variavel real a
valores em R? e podem ser derivadas da mesma forma que sempre derivamos
funcdes de uma varidvel real a valores em R2, a saber, coordenada por co-
ordenada. A tnica novidade é que quando pensamos que R? é C, podemos
usar a multiplicacao de nimeros complexos para multiplicar funcées a valo-
res complexos e al podemos considerar derivadas de produtos de funcoes a
valores complexos. Nao é dificil verificar que a regra usual para a derivagao
de um produto de funcgoes a valores reais (“a derivada da primeira vezes a
segunda mais a primeira vezes a derivada da segunda”) vale também para
funcoes a valores complexosﬂ

E verdade que o espago das solugoes complexas x : I — C de uma equagao
diferencial linear homogénea é um subespago complexo do espago das fungoes
xz : I — C, isto é, uma combinacao linear com coeficientes complexos de
solugdes é ainda uma solugao. O Teorema [3.1]sobre existéncia e unicidade de
solucoes de equagoes diferenciais continua valendo quando trocamos ntimeros
reais por complexos no enunciado, mas mantendo I um intervalo de R. O
seu Coroldrio que da a dimensao do espago solucao, também se adapta
para numeros complexos no sentido de que a dimensé(ﬂ sobre C do espaco
das solucoes complexas da equacao é n. Isso quer dizer que existem solugoes
complexas x1, ..., T, da equagao que formam uma base sobre C do espaco
das solucoes complexas da equacao, isto é, qualquer solucao complexa se
escreve de modo Unico como uma combinacao linear cix1 + - -+ + ¢z, em
que os coeficientes cy, ..., ¢, sao constantes complezxas.

A exponenciacdo de nimeros reais pode ser estendida para os numeros
complexos usando a série de Taylor

n

e” = Z c, z € C,

|
ne0 n.

3Isso pode ser visto como uma consequéncia do fato que a multiplicagdo de ntimeros
complexos é bilinear. A regra para a derivada do produto vale para qualquer espécie de
produto bilinear, como o produto escalar em R", o produto vetorial em R?, o produto de
matrizes, etc.

4Quando temos um espaco vetorial complexo podemos considerar a sua dimensao so-
bre C e também a sua dimensdo sobre R, isto é, esquecemos que o espaco admite uma
multiplicagdo por escalares complexos e o tratamos como um espago vetorial real na hora
de determinar a dimensdo. Temos que a dimensao sobre R é sempre o dobro da dimensao
sobre C. Por exemplo, a dimensdo do espago vetorial C" sobre C é n pois uma possivel
base de C" sobre C é a base candnica e1, ..., e,, em que e; € C" possui a j-ésima coor-
denada igual a 1 e as outras coordenadas iguais a zero. Todo elemento de C" se escreve
de modo tnico como combinagdo dessa base canénica usando coeficientes compleros na
combinagao linear. Por outro lado, uma base sobre R de C" é formada pelos 2n vetores

€1, €2, ..., €n, €1, €2, ..., i€n

pois todo elemento de C" se escreve de modo tinico como combinagao linear desses 2n
vetores usando coeficientes reais. Assim a dimensdo de C™ sobre R é 2n.
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como definicdo. Essa exponencial tem propriedades similares as da exponen-
cial de ntimeros reais: por exemplo, vale que e*t¥ = e?e¥, para quaisquer
z,w € C. Além do mais, e? é sempre diferente de zero, ji que e*e™* = ¥ = 1.
Usando essa série, assim como as séries de Taylor das fungoes seno e cosseno,
mostra-se a formula de Euler

(5.4) e'* = cosz +isen z,

vélida para todo z € C (e, em particular, para z € R). Segue dai que, se
z = z1 + 122 com 21, 290 € R, entao:

e® = e*1e'*? = e*(cos z3 + isen zg).

Se z : I — C é uma funcao derivavel de varidvel real a valores complexos,
vale a igualdade

para todo t € I.

Os Teoremas e se generalizam também sem dificuldade para o
caso complexo. Enunciamos agora a versdo complexa do Teorema (o
Teorema é um caso particular).

Teorema 5.5. Considere a equacdo diferencial

(5.5) 2™ () + an_ 12"V () + -+ a2 (t) + agx(t) = 0,

em que ag,ai,...,a,_1 € C e suponha que o polindmio caracteristico
P(A) = A"+ ap 1 A" -+ aiA + ag

dessa equacao se fatora como

P(A) = (A= A)F (A= Ag)*2 - (A = Ap)fm,

em que A, ..., \m SGo numeros compleros distintos e ki, ..., ky, sdo
inteiros positivos. Temos entdo que as fungoes
(5.6) Tes(t) ="M, r=0,1,... ks —1, s=1,...,m

constituem uma base sobre C do espago das solugoes complezas de (5.5)).
Demonstragdo. Veja Secao [7| (pagina . (]
Exemplo 5.6. A equacao diferencial

2"(t)+x(t) =0

tem polinémio caracteristico P(A) = A2 + 1 com raizes complexas distintas
i e —i. Segue do Teorema [5.5 que as fungoes
it

x1(t) = e = cost +isent e xo(t) =e " =cost—isent

constituem uma base sobre C do espago das solugoes complexas = : R — C
da equacao. A solugao geral complexa dessa equacao é

z(t) = cre’ + cpe™™,
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em que c¢1 e ¢ sao constantes complexas. Note que as solugoes reais cost e
sent se escrevem como:
cost = 1e"t + —e " e sent= —,eit — i,e_"t.
2 2 21 21

Dada uma equagao diferencial linear em que os coeficientes sao fungoes
(ou constantes) reais, estamos frequentemente mais interessados apenas nas
solucoes reais da equacgao. Temos, no entanto, que o Teorema [5.5| nos da
uma base do espaco de todas as solugoes complexas da equagao e
essa base pode conter solugoes complexas que nao sao reais, mesmo quando
os coeficientes da equacao forem todos reais. De fato, como vimos no Exem-
plo [5.6] mesmo quando os coeficientes da equacao forem todos reais o po-
lindmio caracteristico podera ter raizes complexas A que nao sdo reais e ai as
solugdes correspondentes t"e também néo serdo reais. Porém, temos que
se um polinémio tiver coeficientes reais e se A for uma raiz complexa desse
polinémio, entdo o complexo conjugado A de A também serd uma raiz desse
polindmio de mesma multiplicidade que A. Recorde que se z = z1 + iz2 com
21,22 € R, entdao o complexo conjugado de z é definido por z = z; — i29.
Valem as identidades

z+w=z+w, Zw=2zw, e*=¢€",

para quaisquer z,w € C. Assim
r Xt
treAt = t"eMt,

para todo t € R, todo A € C e todo inteiro nao negativo r. Isso significa
que, se os coeficientes da equacao diferencial sao reais, entao a base
(5.6) para o espago solucao produzida pelo Teorema tem a propriedade
que toda fungao x : I — C que aparece nessa base aparece junto com a sua
complexa conjugada Z : I — C. Para obter entao uma base formada sé por
solucoes reais, usamos o seguinte resultado simples.

Lema 5.7. Seja x : I — C uma func¢do a valores complexos definida num
conjunto I e sejam x1: I — R e x2 : I — R a sua parte real e imagindria,
isto €, x(t) = x1(t) + izo(t), para todo t € I. Denote por T : I — C o
complexo conjugado de x, isto €, T(t) = x(t), para todo t € I. Temos que
os conjuntos {x,z} e {x1,x2} geram o mesmo subespago do espago vetorial
complexo de todas as funcoes de I em C.
Demonstracdo. Basta notar que
T =x1+1ix2, T =2x|—1ix2
e que:
1 _ 1 _
x1:§(:n+x), xQZQ—i(x—x). O

Em vista do Lema quando os coeficientes da equacao (5.5 sdo reais,
podemos obter uma base para o espaco solucao formada apenas por solugoes
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reais pegando a base (5.6) dada pelo Teorema e substituindo os pares de
solucoes conjugadas

z(t) =t"eM e z(t) =t"eM

pelas partes real e imaginaria de xz. Segue da férmula de Euler (5.4) que
se A = A1 + iAo com A, Ao € R, entao as partes real e imaginaria de = sao
dadas respectivamente por

z1(t) = t"eMcos(Not) e xa(t) = t"eMsen(\ot).

Na verdade, ha um detalhe a mais para ser justificado aqui: se a equacao
tem coeficientes reais e substituimos os pares de solucoes conjugadas na
base por suas partes real e imaginaria como explicamos acima, entao
obtemos uma base sobre C do espagos das solucoes complexas da equagao
que ¢é formada apenas por solucdes reais. Mas essa serd uma base
(sobre R) do espago das solugoes reais da equagao? A resposta é sim, como
esclarecemos no lema a seguir.

Lema 5.8. Sejam I um conjunto e S wm subespaco complexo do espago
vetorial das fungées x : I — C. Se

(5.7) T1, T2, ..., In

¢ uma base sobre C para S e se as fungoes (5.7) tomam valores reais, entdo
essas fungoes também sao uma base (sobre R) para o espago vetorial real

{:L‘ € S :x toma valores reais}
formado pelos elementos de S que tomam valores rais.

Demonstragao. Do fato que as fungoes sao linearmente independentes
sobre C segue diretamente que elas sao linearmente independentes sobre R;
de fato, se a tnica combinac¢do com coeficientes complexos de que da
zero é a combinacao trivial, entao a tinica combinacao com coeficientes reais
de que d& zero é a combinacao trivial. Resta ver que se z € S toma
valores reais, entao x é combinagao linear de com coeficientes reais. O
fato que ¢é base sobre C de S garante a principio apenas que

r=c1x1+ -+ cpxy

com coeficientes cq, ..., ¢, em C. Devemos mostrar que esses coeficientes na
verdade sao reais. Para isso, note que de x = cix1+ - - - + ¢, T, € do fato que
Te sao reais, segue que a combinacao linear de cujos coeficientes
sao as partes imaginarias de ¢y, ..., ¢, é nula. A independéncia linear de
(5.7) implica entao que essas partes imaginarias sdo nulas e portanto que os
coeficientes ¢y, ..., ¢, sdo reais. |
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Exemplo 5.9. Considere a equacao diferencial
(5.8) 2" (t) — 2" (t) + 32/ (t) + 5x(t) = 0.

O seu polindémio caracterfstico ¢ P(A) = A* — A2+ 3A + 5 e por inspegao
vemos que —1 é raiz de P. Fazendo a divisao de polinémios obtemos

P(A) = (A+1)(A%2 —2A +5)

e resolvendo a equacdo de segundo grau A? — 2A + 5 = 0 concluimos que
suas raizes sao 1+ 2i e 1 — 2i. Segue do Teorema 5.5 que

t

e, 6( 1-2:i)t

1+21)t7 6(

é uma base sobre C do espago das solugoes complexas de . As duas
solucoes correspondentes as raizes conjugadas 1+ 27 e 1 — 24 sdo conjugadas
entre si e obtemos uma base formada apenas por solugoes reais substituindo
essas duas solucdes pelas partes real e imaginaria de 129, Assim, uma
base formada apenas por solugoes reais é

e !, elcos(2t), e'sen(2t)

e essa é uma base do espaco vetorial de todas as solugoes reais de ([5.8]) pelo
Lema A solucao geral real de (j5.8) é portanto

z(t) = cre™t + coel cos(2t) + cze’ sen(2t),
em que cj, ¢y € c3 sao constantes reais.

5.2. Equacoes inomogéneas. Considere uma equacao diferencial linear
de ordem n com coeficientes constantes

(5.9) 2™ () 4 a1V @) + -+ a2’ (8) + agz(t) = b(t),

em que o lado direito é uma fungao b : I — R definida num intervalo I C R.
Como vimos na Secdo |2 para obter a solucao geral de basta somar
uma solugao particular qualquer de com a solugao geral da equagao
homogénea correspondente . Como ja sabemos encontrar a solugao
geral da equacao homogénea em termos das raizes do polindomio carac-
teristico, é suficiente agora encontrar alguma solucao particular da equagao
inomogénea.

H&4 um método geral para se encontrar uma solugao particular de uma
equacao diferencial linear inomogénea a partir da solugao geral da equagao
homogénea conhecido como método de variacdo das constantes; esse método
funciona nao s6 para equagoes com coeficientes constantes e serd estudado
posteriormente na Subsecao No entanto, em muitos casos é desne-
cessario apelar para o método de variacao das constantes e é possivel en-
contrar solugoes particulares para a equagao inomogénea por métodos ad
hoc: por exemplo, tentamos adivinhar o formato da solugao deixando al-
guns parametros livres para ajuste, substituimos o nosso palpite na equacgao
e determinamos o valor dos parametros. Foi isso que nés fizemos no Exem-

plo 2.2}
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O resultado a seguir nos dd o formato de uma solugao particular da
equacao inomogénea para alguns casos especiais da funcao b, de modo que
nesses casos nao precisamos tentar adivinhar o formato da solugao. Nos
apresentamos um enunciado que ja inclui o caso complexo.

Teorema 5.10. Sejam ag, ai, ...an—1 numeros complexos e b : R — C
uma funcdo da forma

b(t) = q(t)e™, teR,
em que q € um polinémio complero e A é um numero complexo. Se A
nao € raiz do polinomio caracteristico da equacao homogénea , entao a
equacao tnomogeneaq possui uma solucao da forma

x(t) = p(t)e™,

em que p € um polinomio complero de mesmo grau que q. Se A\ € uma raiz
do polinémio caracteristico da equag¢ao homogénea (5.1) de multiplicidade k,
entdo a equacdo inomogénea (5.9)) possui uma solug¢ao da forma

2(t) = thp(t)e,

em que p € um polinémio complero de mesmo grau que q. Em ambos os

casos, se 0s coeficientes ag, a1, ..., an—1 forem reais, \ for real e o polinémio
q for real, entdo também o polinémio p pode ser tomado real.
Demonstragdo. Veja Segao [7| (pagina . (]
Corolario 5.11. Sejam ag, a1, ...a,—1 numeros reais e b : R — R uma
funcdo da forma

(5.10) b(t) = q(t)eMcos(Mat), teER

ou da forma

(5.11) b(t) = q(t)eMPsen(Nat), tER,

em que q € um polinémio real e \1 e Ay sdo niumeros reais. Se A = A\ + 1o
nao € raiz do polinémio caracteristico da equac¢ao homogénea (5.1)), entdo a
equagao inomogénea (5.9)) possui uma solugao da forma

z(t) = p1(t)eM cos(Aat) + pa(t)e Ml sen(Aat),

em que p1 e P2 Sao polinomios reais de grau menor ou igual ao grau de q.
Se A € uma raiz do polinomio caracteristico da equagdo homogénea (5.1]) de
multiplicidade k, entdo a equagdo inomogénea (5.9) possui uma solu¢do da
forma

(5.12) z(t) = t*py (t)eM? cos(Aat) 4 tFpa(t)e* ! sen(Aat),
em que p1 € pa sdo polinomios reais de grau menor ou igual ao grau de q.

Demonstragao. Se b é da forma ((5.10)), entao

1 1
b(t) = B q(t)e + 5 q(t)e™,
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e se b é da forma (|5.11)), entao

1 1 3
b(t) = % Q(t)e)\t Y Q(t)e/\t-

Em qualquer caso, o Teorema [5.10| nos da polinémios complexos u; e ug de
mesmo grau que ¢ de modo que
2(t) = thug ()M + thug(t)eM

é solucao de , em que k é a multiplicidade de A como raiz do polinémio
caracteristico (sendo k = 0 se A nao for raiz). Como todos os coeficientes e o
lado direito de (5.9)) sdo reais, segue que a parte real de z também é solucao
de (5.9). Mas a parte real de z é da forma do lado direito da igualdade
para certos polindomios reais p; e p2 de grau menor ou igual ao grau
de gq. O

Exemplo 5.12. Considere a equagao diferencial:
(5.13) 2" (t) + z(t) = sent.

O polinémio caracteristico da equagdo homogénea correspondente a (|5.13))
é P(A) = A? +1 com raizes simples i e —i. Segue que a solucdo geral (real)
da equacao homogénea é

x(t) = cj cost + ey sent,

com c] e ¢y constantes reais. Note que o lado direito de ¢ da forma
(5-11), com ¢(¢) = 1 (um polinémio de grau zero), Ay = 0 e Ay = 1. Como
1 = A1 + iA9 € raiz simples do polinémio caracteristico P, o Corolério [5.11
nos diz que a equacao inomogénea possui uma solucao da forma

(5.14) x(t) = aqtcost + astsent,

para certas constantes reais a; e agy (que seriam os polinémios p; e ps de grau
zero em ((5.12])). Substituimos agora (5.14) na equacao (5.13]) e obtemos:

—2apsent + 2a9 cost = sent.

Essa tdltima igualdade nos dd as =0 e a; = —%, donde
x(t) = —%tcost
¢ uma solucao particular de e portanto a solugao geral de é:
x(t) = c1cost + casent — %tcost,

com cj e ¢y constantes reais.
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6. SISTEMAS LINEARES DE EQUAQ(N)ES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema linear de n equacoes diferenciais ordindrias de primeira or-
dem é um sistema de equagoes da forma

21 (t) = ann(t)z1(t) + ar2(t)z2(t) + - - + arn(t)za(t) + bi(t),
2h(t) = agi (t)z1(t) + aga(t)2(t) + - - + agn(t)za(t) + ba(t),

(6.1)

2 (t) = an1 ()21(t) + an2(H)22(t) + -+ + ann ()2 (t) + ba(t),
em que a;j, 4,5 = 1,2,...,neb;, 1 =1,2,...,n, sao fungoes a valores reais
dadas definidas num intervalo I C R. Uma solu¢do para esse sistema é
uma lista x;, i = 1,2,...,n, de funcdes derivaveis a valores reais definidas

em I de modo que todas as igualdades em sejam satisfeitas para todo
t € I. O sistemas ¢ dito de coeficientes constantes se todas as fungoes a;j,
1,7 = 1,...,n forem constantes e é dito homogéneo se b; = 0, para todo
1=1,2,...,n.

Nés optamos por apresentar os resultados e defini¢oes desta secao ape-
nas no contexto de funcgoes a valores reais, mas todos eles se generalizam
sem dificuldades para o caso complexo. Na verdade, um sistema linear de n
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem com coeficientes comple-
x0s € equivalente a um sistema linear de 2n equacoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem com coeficientes reais; para ver isso, basta tratar as par-
tes real e imaginaria de cada incégnita complexa do sistema como se fossem
duas incégnitas reais. Assim, os resultados sobre o caso complexo podem
ser obtidos como corolarios dos resultados sobre o caso real no contexto de
sistemas. Também nao ha dificuldades em tratar o caso complexo direta-
mente, j& que as técnicas de resolucao de equacoes e as demonstragoes dos
teoremas sao totalmente andlogas ao caso real.

Um sistema linear de equagoes diferenciais pode ser escrito de modo mais
compacto usando notacao matricial: para cada t € I, consideramos a matriz
A(t) € M,xn(R) cujo elemento na linha ¢ e coluna j é a;;(t) e a matriz
coluna B(t) cujo elemento na i-ésima linha é b;(¢). O sistema (6.1 é entao
equivalente a

(6.2) X'(t) = A(t) X (t) + B(t),

em que X (¢) denota a matriz coluna cujo elemento na i-ésima linha é x;(t).
Como é usual, identificamos matrizes coluna de n linhas com elementos de
R"™, de modo que B e X identificam-se com funcées definidas em I a valores
em R”. A fungao A é uma funcao definida em I a valores no espago M, x,(R)
das matrizes reais n x n (que pode ser identificado com R™).

Sistemas lineares de equagoes diferenciais possuem propriedades total-
mente analogas aquelas discutidas na Secao[2} o conjunto solucao de um sis-
tema homogéneo é um subespaco vetorial do espago das funcoes X : I — R"
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e a solucao geral do sistema inomogéneo é obtida somando uma solugao par-
ticular do sistema inomogéneo com a solucao geral do sistema homogéneo.
H& também um teorema de existéncia e unicidade para sistemas.

Teorema 6.1. Se as fungoes a;j, i,j = 1,...,n eb;, ¢ = 1,...,n, sao
continuas num intervalo I, entao para todo tg € I e todo u € R"™, existe
uma unica solu¢ao X = (x1,...,xy,) : I — R™ do sistema satisfazendo
a condi¢ao inicial X (tg) = u.

Demonstragao. Omitida. O
Corolario 6.2. Se as fungoes a;j, i,j = 1,...,n, sdo continuas num inter-
valol eseb; = 0,1 =1,...,n, entdo o espago solucao do sistema homogéneo

(6.1)) tem dimensdo n.

Demonstragdo. Se S é o espaco solugao do sistema homogéneo e se tg €
é um ponto qualquer, entao a transformacgdao T : S — R definida por
T(X) = X(to), para todo X € S é linear. Segue do Teorema que T é

bijetora e disso que S e R™ possuem a mesma dimensao. [l
Corolério 6.3. Suponha que as funcoes a;;, i,j = 1,...,n, sejam continuas
num intervalo I e que b; =0, 1 =1,...,n. Dadas solugoes X1, ..., X do
sistema homogéneo (6.1) e dado tg € I, vale que as fungoes Xy, ..., Xi sao
linearmente independentes se, e somente se, os vetores X1(to), ..., Xi(to)

de R™ forem linearmente independentes.

Demonstragao. Segue do fato que a transformacao linear 1" definida na de-
monstracao do Coroldrio[6.2]é bijetora e do fato que transformagoes lineares
bijetoras levam conjuntos linearmente independentes em conjuntos linear-
mente independentes. O

Diferentemente do caso de equagoOes diferenciais lineares de primeira or-
dem (Segéo, nao ha uma técnica para se encontrar formulas explicitas para
solugoes de sistemas de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem. De
fato, como veremos na Subsecao [6.1| a seguir, toda equacao diferencial linear
de ordem n é equivalente a um certo sistema linear de n equagdes diferenciais
de primeira ordem e se houvesse uma técnica para se encontrar solugoes para
sistemas de primeira ordem, essa técnica poderia ser usada para encontrar
solucoes para equagoes diferenciais de ordem n arbitraria.

Veremos na Subsecao [6.2] que ha uma técnica para se encontrar solugoes
de sistemas inomogéneos a partir da solucao geral do sistema homogéneo.
No caso homogéneo, ha uma técnica para encontrar a solucao geral no caso
em que o sistema tem coeficientes constantes. De fato, quando a matriz
de coeficientes A (que nao depende de t) é diagonalizavel, determinamos a
solugao geral do sistema homogéneo X'(t) = AX (¢) diagonalizando a matriz
A (veja [1]). Quando a matriz A nao é diagonalizdvel ainda é possivel
encontrar a solucao geral do sistema homogéneo X'(t) = AX(t) usando a
chamada forma canénica de Jordan de A. A solugdo geral de um sistema
homogéneo com coeficientes constantes também pode ser escrita em termos
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da exponencial da matriz de coeficientes. Dada uma matriz quadrada A
com entradas reais (ou complexas), definimos a sua exponencial através da
série de Taylor

0 k

€A = A )
k!

k=0
em que denotamos por A° a matriz identidade. Vale que a solucio geral do
sistema homogéneo com coeficientes constantes X'(t) = AX(t) é

X(t) = e,

em que 1 é uma constante arbitraria de R™. Note que essa é precisamente a
solugao satisfazendo a condi¢ao inicial X (0) = u. Mais geralmente, a soluc¢ao
X satisfazendo a condigao inicial X (t9) = u é dada por:

X(t) = elt70) 4y,

Apesar de permitir escrever solugoes de sistemas com coeficientes constan-
tes de forma compacta, a exponencial de matrizes ajuda pouco na hora
de determinar expressoes mais explicitas para a solucao geral: de fato, o
jeito padrdo de calcular a exponencial e/ é diagonalizando a matriz A (ou
usando sua forma canonica de Jordan, se a matriz nao for diagonalizavel),
de modo que determinar e*4 é um trabalho equivalente ao de resolver o sis-
tema X'(t) = AX(t) diagonalizando A (ou usando sua forma canonica de
Jordan).

Observamos que a exponencial de matrizes nao possui exatamente as
mesmas propriedades usuais da exponencial de niimeros reais ou complexos.
Por exemplo, a férmula eAtB = e4eB ndo vale em geral para quaisquer
matrizes quadradas A e B de mesmo tamanho; a férmula vale, por exemplo,

se A e B comutam, isto é, se AB = BA. Também as férmulas

(6.3) %Aw:m)ew o Loaw _ 4w g1y

nao valem em geral se A é uma fungao derivavel num intervalo I tomando
valores nas matrizes n X n. As férmulas valem, por exemplo, para
aqueles valores de t em que as matrizes A(t) e A'(t) comutam. E o fato
que as férmulas falham em geral que faz com que as técnicas que
estudamos na Secao || para resolver equacoes diferenciais de primeira ordem
nao funcionem em geral para sistemas de equactes diferenciais de primeira
ordem.
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Observacdo 6.4. Sejam X1, Xo, ..., X, solugoes do sistema homogéneo
(6.4) X'() = AB)X (1),

em que A: I — Myx,(R) é uma funcao continua definida no intervalo I. Se
para cada t € I consideramos a matriz X(t) € Myxn(R) cujas colunas sao

(65) Xl(t)7 X2(t)7 vy X?’L(t)a
entao a fungao X : I — M,,»,(R) satisfaz a condigao
(6.6) X'(t) = A(t)X(),

para todo t € I, isto é, X satisfaz uma equacao com o mesmo formato que
, com a diferenca que em temos que X (¢) estd em R"™ e em
temos que X(t) estd em My, x,(R). Para ver que a igualdade vale, note
que para todo i = 1,2,...,n a igualdade entre a i-ésima coluna de X'(t) e
a i-ésima coluna de A(t)X(t) é equivalente a X/(t) = A(t)X;(t). Como a
matriz X(t) é quadrada, podemos considerar o seu determinante

W (t) = det(X(t)),

para todo t € I. Usando e propriedades da derivada de determinantes,
verifica-se que a funcdo W : I — R satisfaz a equacao diferencial linear
homogénea de primeira ordem

(6.7) W'(t) = tr(A(t))W(),

em que tr (A(t)) denota o trago de matriz A(t), isto é, a soma dos elementos
na diagonal principal de A(t). Note que a equagao pode ser resolvida
usando as técnicas da Secao [4] e portanto conseguimos calcular o determi-
nante da matriz de solugoes X(¢) mesmo sem conhecer as solugdes! Como
é uma equagao linear homogénea de primeira ordem, temos que se W
é uma solugao nao nula de , entao todas as outras solugoes de sao
simplesmente obtidas considerando uma constante vezes W. Essas vérias
solucoes W de correspondem a diferentes possiveis escolhas para as
solugoes usadas para montar a matriz X(¢). Se essas solugoes forem
linearmente dependentes, entdao a fungdo W correspondente serd identica-
mente nula (Coroldrio[6.3) e se essas solugdes forem linearmente independen-
tes entao a funcao W correspondente serd uma solucao nao nula de .
Essas curiosidades sobre o determinante da matriz de solugoes X(t) terao
consequéncias relevantes (veja Observagao quando considerarmos siste-
mas de primeira ordem obtidos de uma equagao diferencial linear de ordem
n pelo truque de redugao da ordem que estudaremos na Subsecao logo
a seguir.
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6.1. O truque de redugao da ordem. Dada uma equacao diferencial
linear

6.8) ™) + a1 (™) + -+ a1 (B)a' (8) + ap(t)z(t) = b(t)

de ordem n podemos montar um sistema linear de n equagoes diferenciais de
primeira ordem que é equivalente a criando novas incégnitas cujos valo-
res serao forcosamente iguais as derivadas de z. Mais explicitamente, temos
que é equivalente ao seguinte sistema linear de n equagoes diferenciais
de primeira ordem:

(6.9)
Tp—1(t) = @a(),
zh(t) = —ag(t)z1(t) — a1 (H)wa(t) — -+ — ap—_1(t)z,(t) + b(t).
De fato, verifica-se imediatamente que x é solucao de se, e somente se,
x é n — 1 vezes derivavel e a n-upla (z1,...,z,) definida por
(6.10) (x1,22,...,Tp) = (a:,:v/,a:",...,x("fl))

é solucao de (6.9). Essa observagao nos permite obter resultados sobre
equacoes diferenciais lineares de ordem n como corolario de resultados sobre
sistemas lineares de n equagoes diferenciais de primeira ordem. Por exem-
plo, usando essa observacao obtemos o Teorema de existéncia e unici-
dade para solugoes de equacgoes diferenciais lineares de ordem n como con-
sequéncia imediata do Teorema [6.1] de existéncia e unicidade para solugoes
de sistemas lineares de n equagoes diferenciais de primeira ordem.

Dada uma funcao x a valores reais que é n—1 vezes derivavel num intervalo
I, definimos uma funcéo D(z) : I — R™ tomando D(z) igual ao lado direito

da igualdade , isto é
(6.11) D(x)(t) = (x(t),2'(t), 2" (t),...,2"" (1)),

para todo t € I. E claro que D é uma transformacao linear do espaco das
funcgoes = : I — R que sao n — 1 vezes derivaveis no espago das fungoes
de I em R™. A equivaléncia discutida acima entre equacoes diferenciais
de ordem n e sistemas de n equacoes diferenciais de primeira ordem nos
diz que D estebelece uma bijecao linear entre o espaco solucao da equacgao
homogénea de ordem n

(6.12) e () + an_1 (™) + - + a1 (D)2 (t) 4 ao(t)z(t) = 0
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e o0 espaco solucao do sistema homogéneo de primeira ordem:
(21(t) = 22(t),

5(t) = z3(t),

(6.13)
Ty 1 (t) = zn(t),

() = —ao(t)a1(t) — a1 (t)22(t) — -+ — an—1(t)an(?).

Como uma transformagao linear bijetora leva bases em bases, obtemos o
seguinte resultado.

Teorema 6.5. Se x1, x2, ..., T, for uma base do espaco solu¢ao da equagao
diferencial linear homogénea (6.12)), entdo
D(xz1), D(z2), ..., D(zp)

serd uma base do espaco solucdo do sistema homogéneo de primeira ordem

(6.13), em que D € definida em (6.11]). O

Observacdo 6.6. Note que o truque de reducao da ordem explicado nesta
subsecao pode também ser usado para transformar um sistema de n equagoes
diferenciais lineares de ordem m num sistema de nm equacoes diferenciais
lineares de primeira ordem. Por isso, quando estudamos a teoria de siste-
mas de equacgoes diferenciais, podemos sempre nos restringir sem perda de
generalidade ao caso de sistemas de primeira ordem.

Observacdo 6.7. Quando consideramos o sistema de primeira ordem ho-
mogéneo obtido pelo truque de reducao da ordem a partir de uma
equacao diferencial linear homogénea , entao o determinante W de
uma matriz de solugoes X discutido na Observagao[6.4)¢ justamente o Wrons-
kiano (3.6). Nesse caso, o trago da matriz de coeficientes A(t) é —an—1(t) e
a equagao fica:

W'(t) + an—1(t)W(t) = 0.

Como ja foi mencionado na Observagao podemos usar essa equacao de
primeira ordem e as técnicas da Segdo [] para determinar W mesmo sem
conhecer as solucoes do sistema . Agora, se por alguma razao nds
conhecermos n — 1 solugoes linearmente independentes x1, x2, ..., Tp—1
para a equacao , entao a igualdade que define W nos da uma
equacao diferencial linear inomogénea de ordem n—1 para a n-ésima solugao
desconhecida z, se calcularmos o determinante que aparece em por
expansao de cofatores na tultima coluna. Em particular, se n = 2, essa
equagao é de primeira ordem e pode ser resolvida pelo método da Secao [4
Assim, para equacoes diferenciais lineares homogéneas de segunda ordem,
quando conhecemos uma solucao nao nula, podemos usar esse método para
determinar uma segunda solucao linearmente independente da primeira e
assim a solucao geral.
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6.2. O método de variacao das constantes. Considere o sistema linear
inomogéneo de equagoes diferenciais

(6.14) X'(t) = A(t)X (t) + B(t),

em que A : I — Myx,(R) e B: 1 — R" sdo fungoes continuas definidas
num intervalo I. Como vimos no Corolario [6.2], o espaco solucao do sistema
homogéneo

(6.15) X'(t) = A(t)X (t)

é um espago vetorial de dimensao n e portanto encontrar a solugao geral
de (6.15]) é equivalente a encontrar n solugdes linearmente independentes de
. De fato, se X1, X, ..., X, s@o solucoes linearmente independentes
de (6.15)), entao essas solugbes constituem uma base do espago solugao e a
solugao geral é dada por

X() = 1 X1 (8) + - + cnXn(t),

em que ci, ..., ¢, Sa0 constantes reais. Vamos ver agora como obter uma
solucao particular para o sistema inomogéneo a partir de uma base
do espaco solugao do sistema homogéneo . Para isso, vamos “variar as
constantes” c¢1, co, ..., Cn, isto é, vamos procurar uma solugao do sistema
inomogéneo da forma

(6.16) X(t) = et (O X1() + - + en(t) Xn (L),

em que ci, Co, ..., C, agora serao func¢oes derivaveis a valores reais definidas
no intervalo I. Derivando os dois lados da igualdade (6.16)) e usando o fato
que cada X; é solugao do sistema homogéneo ([6.15)), obtemos:

X'(t) = A)X(t) + () X1(t) + - - + (1) X ().

Dai segue que a fungao X definida em (|6.16) é solugao do sistema inomogéneo
(6.14]) se, e somente se, as fungoes ¢; satisfazem:

AX1(t) + -+ () Xu(t) = B(t),

para todo ¢ € I. Em vista do Coroldrio [6.3] como Xi, Xs, ..., X, séo
solugoes linearmente independentes do sistema homogéneo ((6.15)), temos que

(6.17) Xi(t), Xo(t), ..., Xn(t)

¢ uma base de R" para todo t € I e portanto podemos, para cada t € R,
obter escalares ai(t), as(t), ..., a,(t) de modo que

al(t)Xl(t) +ooet an(t)Xn(t) = B(t>

Os escalares «;(t) sao nada mais do que as coordenadas do vetor B(t) na base
de R™ e podem ser encontrados simplesmente resolvendo um sistema
linear de n equagoes. As funcdes a; obtidas dessa forma serdo continuas, se
a fungdo B for continua. Podemos agora escolher fungoes ¢; : I — R que
sejam primitivas das fungoes a; e dai a funcdo X definida em sera
uma solugao do sistema inomogéneo .
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Combinando essa técnica com o truque de reducao da ordem estudado na
Subsecao obtemos entao uma técnica para produzir uma solucao parti-
cular para uma equagao diferencial linear inomogénea de ordem n a partir da
solucao geral da equagao diferencial linear homogénea correspondente. De
fato, uma base de solucbes para uma equacao diferencial linear homogénea
de ordem n nos da através da transformacao D definida em uma base
de solugoes para o sistema homogéneo de n equacoes diferenciais lineares de
primeira ordem obtido pelo truque de reducao da ordem (Teorema .

Exemplo 6.8. Considere a equagao diferencial inomogénea de segunda or-
dem:

(6.18) 2 (t) + z(t) = sen?t.
As funcoes
x1(t) = cost e xa(t) =sent
formam uma base do espaco solucao da equagao homogénea correspondente:
2"(t) + z(t) = 0.
Usando o truque de redugao da ordem, obtemos o sistema

IE,(t) = y(t)a
(6.19) {y'(t) = —xz(t) + sen’t,

que é equivalente a (6.18)), isto é, as solugoes de (6.19)) sdo da forma (z, '),

com x uma solucao de (6.18)). Temos entdo uma base X;, X2 para o espago
solugao do sistema homogeéneo associado a (6.19) dada por

X1(t) = (@1(t), 21 (t)) = (cost, —sent),
Xo(t) = (z2(t), 25(t)) = (sent, cost).

Usando o método de variagao das constantes, temos que uma solugao parti-
cular para o sistema inomogéneo (6.19)) é da forma

(6.20) X(t) = Cl(t)Xl(t) + Cz(t)Xg(t),
em que ¢; = aq, ¢ = ag, as fungdes oy e ay sao caracterizadas por
(6.21) a1 (1) X1 (t) + aa(t) Xa(t) = B(t)

e B(t) = (0,sen?t). Temos que (6.21]) é equivalente a:
a1 (t) cost + aa(t)sent =0,
(6.22) )
— a1 (t) sent + ao(t) cost = sen” t;
resolvendo o sistema linear ((6.22)) obtemos
ay(t) = —sen’t, as(t) = sen’tcost,

e dai encontramos c¢1 e ¢y calculando primitivas para as funcoes oy e as:

1 1
c(t) = —/sengtdt = cost — gcos?’t, co(t) = /sen2tcostdt = gsengt.
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Definindo X por ([6.20), sabemos entao que X é solugao do sistema ino-
mogeéneo (6.19) e portanto X é da forma X = (z,2’), em que x é solugao da
equagao inomogénea (6.18]). Dai

z(t) = c1(t)w1(t) + c2(t)wa(t) = cos t + %(sen% — cost)

é uma soluc¢ao particular para a equacao inomogénea ((6.18)) e a solugao geral
é
2 1 4 4
x(t) = cos“t + g(sen t —cos™ t) 4+ cj cost + casent,

em que c1 e cg sao constantes reais.

7. DEMONSTRAGAO DOS RESULTADOS DA SEGAO

Demonstraremos aqui os resultados da Secao [5| usando apenas alguns fa-
tos elementares de Algebra Linear e Calculo. Nao usaremos o teorema de
existéncia e unicidade para solucoes de equacgoes diferenciais. Como que-
remos demonstrar ao mesmo tempo resultados sobre equacoes diferenciais
com coeficientes reais ou complexos, usaremos a letra IK para se referir a R
ou a C. Alguns enunciados serao apresentados apenas para nimeros com-
plexos, quando for o caso que o enunciado com nimeros complexos implica
trivialmente o enunciado correspondente para nimeros reais. Denotaremos
por P(IK) o espaco vetorial dos polinémios com coeficientes em K e, para
todo inteiro nao negativo n, por P, () o subespaco de P(K) formado pe-
los polindémios de grau menor ou igual a n (incluindo o polinémio nulo, é
claro). Dado A € KK, denotamos por E) a funcao E) : R — K definida pela
exponencial

E\(t) = M,

para todo t € R. Denotamos também por E\P,(K) o subespago do espago
vetorial das fungoes de R em K formado pelas fungoes que se escrevem como
o produto de E) por um elemento de P, (K), ou seja:

E\Pn(K) = {pE\ :p € Pr(K)}.
Similarmente, definimos ExP(K) = {pE» : p € P(K)}.

A primeira coisa que precisamos é definir o que significa aplicar um po-
linébmio numa transformacao linear. Como veremos, essa definicao aparen-
temente inofensiva é extremamente poderosa.

Definigao 7.1. Sejam V um espago vetorial sobre K e T': V' — V uma
transformagao linear. Se

P(A) = a,A" + a1 A"+ a A+ ag

é um polinémio com coeficientes em IK, entao denotamos por P(T) a trans-
formacao linear de V' definida por

(7.1) P(T) = a,T" + an1T" " + -+ + agT + aol,
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em que I : V — V denota a transformacao identidade e, para todo inteiro
positivo k, denotamos por T% a composicio ToTo---oT de T com si préprio
k vezes.

’

E conveniente definir 70 = I para escrever (7.1)) mais abreviadamente
usando o somatério P(T) =, apT*. E facil verificar que se P e Q sio
polinémios entao

(P+Q)T)=P(T)+Q(T) e (PQ)T)=P(T)oQ(T),
para qualquer transformacao linear 7' : V' — V. Sao essas identidades sim-

ples que concentram toda a “mégica” que permite demonstrar com facilidade
os resultados da Secao

No que segue, consideramos o espago vetorial das fungoes =z : R — C
de classe C'*° e a transformacao linear D nesse espago vetorial definida por
D(xz) = 2/, isto é, D é o operador derivada. Usando essa linguagem, a
equacao diferencial homogénea com coeficientes constantes pode ser
escrita na forma compacta

(7.2) P(D)(z) =0,

em que P é o polinémio caracteristico de . Ha um detalhe a ser esclare-
cido aqui: as solucoes de incluem apenas funcoes de classe C'°, ja que
o dominio da transformacao linear P(D) é formado sé por fungdes de classe
C®. Para que fique claro que é realmente equivalente a equagao ori-
ginal , devemos esclarecer que também sé tem solugoes de classe
(C°°. Mas isso é facil de verificar, notando que a n-ésima derivada de uma
solucao x de se escreve como combinacao linear das derivadas de x de
ordem menor do que n. Dai segue que a n-ésima derivada da solugao = é
também derivavel e portanto que x é n + 1 vezes derivavel. Iterando esse
argumento (a rigor, fazendo uma prova por indugao finita), mostra-se que a
solugédo x é de classe C*°. O mesmo argumento prova na verdade que toda
solucao da equacao mais geral é de classe C'°°, desde que os coeficientes
ay, e o lado direito b sejam de classe C'*°.
Precisamos agora de um resultado simples de Célculo.

Lema 7.2. Se A€ C ex: R — C € uma funcdo de classe C*, entdo

(7.3) (D — \)(zE)) = D(x)Ey = 2'E),
e portanto
(7.4) (D — M\)*(zEy) = D*(2)Ey\ = W E),

para todo inteiro nao negativo k.
Demonstragcao. Para mostrar basta notar que E}, = A\E) e portanto:
(D — N)(zE)) = (zE)\) — \xE)\ = 2'E,.
Aplicando D — Al novamente obtemos
(D = M)*(zEy) = (D = A)(2'Ey) = 2" Ej,
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em que usamos ([7.3) com 2’ no lugar de z. A igualdade (7.4)) segue facilmente
iterando esse processo k vezes (ou, mais precisamente, usando ([7.3)) e inducao
finita em k). O

Corolario 7.3. Se A € C e P,Q € P(C) sao polinémios relacionados pela
igualdade
P(A) =Q(A - ),
entao
P(D)(zEy) = Q(D)(x)Ex,
para toda fungao x : R — C de classe C°.

Demonstragio. Note que se Q(A) = Y 7_, arA¥, entdo

A) =) ar(d =N
k=0

e portanto
P(D)(zE)) = Zak (D — \)F(zEy) = Zaka = Q(D)(z)E,,
k=0
em que usamos ([7.4)). O

Corolario 7.4. Dado A € K e um inteiro k > 1, entdo o espago das solugoes
a valores em K da equagao

(7.5) (D= XD)¥(z) =0
é ExPr_1(K).

Demonstragao. Toda funcao = : R — K de classe C'° se escreve de modo
Unico na forma r = yF)y, com y : R — K uma fung¢ao de classe C'°°; de fato,
basta definir y(t) = x(t)e~*', para todo t € R. Usando o Lema obtemos

(D = AD*(z) = (D = AD*(yEx) = D*(y) Ex = y W E.

Como E) nunca se anula, temos que = é solugao de (|7.5) se, e somente se,
y*) = 0. Mas y*) = 0 se, e somente se, a funcdo y é um polindémio de grau
menor do que k. O

Corolario 7.5. Se P é um polinomio complexo e A € uma raiz complexa de
P de multiplicidade k > 1, entao as fungoes

xo(t) = eM, z1(t) = teM, xa(t) = 2N xp—1(t) = LM
sao solugoes da equagao diferencial P(D)(x) = 0.
Demonstragao. Como A\ é uma raiz de P de multiplicidade k, entdao P se
fatora como P(A) = Q(A)(A — \)¥, em que @ é um polinémio. Daf
P(D) = Q(D) o (D — AI)¥.

Do Corolario |7.4| vem (D — )\I)k(mj) =0,paraj=0,1,...,k—1, e daf segue
que:

P(D)(z;) = Q(D)((D — AL)*(x;)) = 0. O
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Veja que conseguimos ir bem longe usando apenas propriedades elemen-
tares de polinémios avaliados em operadores lineares e um pouco de Céalculo!
Para ir até o final precisamos de mais uma defini¢ao e dois resultados ele-
mentares de Algebra Linear.

Definigao 7.6. Uma transformagao linear N : V' — V num espago vetorial
V é chamada nilpotente se existe um inteiro positivo k tal que N* = 0.

Lema 7.7. Sejam V um espaco vetorial sobre IK e N : V. — V wuma trans-
formagao linear nilpotente. Se P € P(IK) é um polindmio do qual zero é
raiz, entao P(N) também é nilpotente.

Demonstragao. Como zero é raiz de P, podemos escrever P(A) = AQ(A),
em que @ é um polindmio. Dali, se k é um inteiro positivo, elevamos essa
igualdade a k dos dois lados, obtendo:

PF(A) = A*QM();
avaliando em N, vem:
[P(N))F = PE(N) = N*QM(N).
Dai, escolhendo k com N* = 0 vemos que também [P(N)]¥ = 0. O

Lema 7.8. Se N : V — V ¢ uma transformacao linear nilpotente de um
espacgo vetorial V', entao I — N é uma bijecao de V.

Demonstracdo. Seja k um inteiro positivo tal que N* = 0. Note que se P e
() sao os polinémios definidos por

PA)=1-A e QA)=14+A+A>+...4A

entao:
P(A)Q(A) = Q(A)P(A) = 1 — AR,
Dai
P(N)Q(N) = Q(N)P(N) =1—- N*F =1,
ou seja:

(1- N)Q(N) = Q(N)(1 - N) =T.
Isso prova que Q(N) é uma funcao inversa para I — N e portanto que I — N

é uma funcao bijetora. O

Corolario 7.9. Sejam V' um espacgo vetorial sobre IK e N : V. — V uma
transformagdo linear nilpotente. Se P € P(IK) é um polinémio do qual zero
ndo € raiz, entdo a transformag¢ao P(N) € bijetora.

Demonstragao. Seja @ = P — P(0), de modo que Q € P(K) e zero é raiz de
Q. Como P =@ + P(0), temos

P(N)=Q(N)+ P(0)l = P(0)(I- N')
em que N’ = —% Q(N). Pelo Lema|7.7, Q(N) é nilpotente e dai segue do
Lema [7.§] que P(N) é bijetor, j4 que P(0) # 0 e N’ é nilpotente. O
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Corolério 7.10. Se P € P(K) ¢ tal que zero ndo € raiz de P e se n € um
inteiro nao negativo, entao a restricio de P(D) a Pp(K) € uma bijecio de
P (K).

Demonstragdo. Basta notar que a restricio de D a P,(K) é uma trans-

formagao nilpotente e usar o Coroldrio [7.9] O

Coroldrio 7.11. Seja A € K. Se P € P(K) ¢ tal que X\ nao € raiz de P
e se n é um inteiro nao negativo, entdo a restri¢io de P(D) a ExPp(K) €
uma bije¢io de ExPp(K).

Demonstragao. Defina @ € P, (K) fazendo Q(A) = P(A + A), de modo que
P(A) = Q(A — )\) e o Corolario nos da

(7.6) P(D)(pEy) = Q(D)(p)En,
para todo p € P(K). De segue que se p, q € Pp(IK), entao:
(7.7) P(D)(pEy) = qEx <= Q(D)(p) = q.

Como A ndo é raiz de P, temos que 0 nao é raiz de @) e portanto o Co-
rolério nos dé que a restricao de Q(D) a P,(K) é uma bijecao de
Pn(K), isto é, para todo ¢ € Py, (K) existe um tnico p € P, (K) tal que
Q(D)(p) = q. Dai implica que para todo elemento ¢E) de E\P,(K)
existe um tnico elemento pE) de E\P,(K) tal que P(D)(pE)) =qE,. O

Estamos agora em condigoes de provar o Teorema [5.10)

Demonstragao do Teorema[5.10. Usando a terminologia adotada nesta se-
¢ao, o enunciado do Teorema fica assim: sejam P,q € P(K) e A € K;
denote por n o grau de q. Vale que:
(i) se A nao é raiz de P, entao existe p € P(K) de grau n tal que
P(D)(pE») = qEj;
(ii) se A é raiz de P de multiplicidade k, entao existe p € P(K) de grau
n tal que P(D)(PEy) = qEy, em que p(t) = tFp(t).

O item (i) segue diretamente do Corolério como A nao ¢é raiz de P,
entao a restricao de P(D) a E\P,(K) é uma bijecao de F\P,(IK) e portanto
dado ¢ € P,(K), existe p € P,(K) tal que P(D)(pE)) = qF\. Resta s6
notar que se o grau de ¢ é n, entdao o grau de p ndo pode ser menor do
que n, sendo pE) estaria em E)\P,_1(K), donde gE) = P(D)(pE)) também
estaria em E)\P,_1(K) e portanto ¢ teria grau menor do que n também.

Para provar o item (ii), escrevemos

P(A) = Q(A)(A = N,

em que @ € P(K) é tal que Q(A) # 0. Usando o resultado do item (i),
obtemos r € P(K) de grau n tal que:

(7.8) Q(D)(rEx) = qEx.
Dado p € P(K), usando o Lema [7.2| obtemos:

(7.9)  P(D)(BEN) = Q(D)((D = A)*(5Ey)) = QD) (5™ Ey).
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Seja entao p € P(IK) tal que a k-ésima derivada de p seja igual a r; podemos
jogar fora os termos de p que tenham expoente menor do que k, ja que esses
desaparecem quando calculamos a k-ésima derivada. Daf p(t) = tFp(t), para

algum p € P(IK) de grau n e segue de (7.8]) e (7.9) que:
P(D)(PEy) = qEx. O

O lema a seguir nos dard um conjunto de geradores para o espago solugao
de uma equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes.

Lema 7.12. Seja P € P(K) um polinomio que se fatora como

(7.10) P(A) = (A = M) (A = Xp)k2 oo (A = \p)Pm,

em que A, ..., A\pm € K sao distintos e ki, ..., kg, sao inteiros positivos.
Temos que o espago solugdo da equagao diferencial P(D)(x) =0 € a soma:
(7.11) E\,Piy,—1(K) + Ex,Pr,—1(K) + - - + Ey, Pr,, —1(K).

Demonstragdo. Segue do Corolario que E), Pr,-1(K) estda contido no
espaco solugao de P(D)(z) = 0 para todo s = 1,...,m donde segue que a
soma também estd contida no espaco solucao. Para mostrar a outra
inclusao usamos indugdo no nimero m de raizes distintas. O caso m =1
é simplesmente o Coroldrio [7.4 Supondo m > 2 e o resultado vélido para
polindmios com m — 1 raizes distintas, mostramos que o resultado vale com

P dado por . Seja
Q(A) = (A = g)P2 - (A = Ap) ",
de modo que P(A) = Q(A)(A — X\1)*' e portanto:
(7.12) P(D) = Q(D) o (D — MI)*,
Pela hipétese de inducao, o espago solugao de Q(D)(x) = 0 é a soma:
E\,Pro—1(K) + - -+ By, Pr,.—1 (K).

Seja z tal que P(D)(z) = 0 e vamos mostrar que z pertence a ([7.11).
Tomando y = (D — MI)¥(z), segue de que Q(D)(y) = 0 e portanto
y é da forma y = Y 7", ys, em que ys; € E) Pr,_1(K), para s = 2,...,m.
Pelo Corolério temos que (D — AI)¥! se restringe a uma bijecio de
E)\,Pi.—1(K) e portanto existe x5 € Ey, Pr,—1(K) tal que

(D — MD)M (z5) = ys,

para s = 2,...,m. Tomando x; =z — > .-, x5, temos que = Y .- s €
que:
(D= MM (1) = (D= MM @) = 3 (D = MDM () =y — 3 g = 0.
s=2 5=2

Segue entao do Corolério que x1 € E), Pr,—1(K) e portanto que z estd
em ([7.11)), como queriamos. O
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O lema abaixo sera usado para mostrar que o conjunto de geradores
que obteremos para o espago solucao de uma equagao diferencial linear ho-
mogénea com coeficientes constantes é linearmente independente e é por-
tanto uma base.

Lema 7.13. Se Aj,..., \, € K sao distintos e se p1,...,pm € P(K) sao
tais que

(7.13) plE)\l + - —f—me)\m =0,

entao py =+ =Py = 0.

Demonstragdo. Usamos indugao em m. Se m = 1, o resultado segue do fato
que a fungao Ey, nunca se anula. Supondo m > 2 e a versao do resultado
com m — 1 polindmios verdadeira, mostramos a versao do resultado com m
polinémios. Supondo ([7.13)) valida, tomamos um inteiro positivo k maior do

que o grau de p; e aplicamos (D — A\;1)* aos dois lados da igualdade (7.13)),
obtendo

(7.14) (D — MD*(paEyy) + -+ + (D — MD*(pmEy,,) = 0,
j4 que pelo Lema [7.2] vale que:
(D =MD (piEx,) = pi” By, = 0.

Para s = 2,...,m, temos que (D — MI)*(psE\,) = ¢sE), para algum po-
linémio g5 € P(K) e dai (7.14) nos da

©EN, +- -+ amEy, =0;
da hipotese de indugdo segue entao que ¢; = 0 para s = 2,...,m. O
Corolério implica que a restricio de (D — MI)* a Ey P(K) é injetora
para s > 2 e portanto de ¢; = 0 concluimos que também p; = 0. Usando

agora ([7.13) concluimos que p; = 0 e completamos a demonstracao. O
Corolario 7.14. Dados A1, ..., Am € K distintos e um inteiro ndo negativo
k, temos que as funcdes

Tes(t) =N, r=0,...,k s=1,...,m

sao linearmente independentes sobre IK.

Demonstracao. Sejam a,s € K, r=0,...,k, s=1,...,m, tais que:
k. m kK m
Z Z ApsLys = Z Z apst"et = 0.
r=0 s=1 r=0 s=1
Definindo

k
Ds (t) = Z arstra
r=0

temos que > .." psEy, = 0. O Lema nos dé entdo que ps = 0, para
s=1,...,mede ps =0 vem que a,s =0, para todor =0,...,k. O
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Demonstragao dos Teoremas[5.3 e[5.5. Para s = 1,...,m, temos que todo

elemento de E) Pi,—1(K) é combinacao linear com coeficientes em K das

funcoes x5, r = 0,1,...,ks — 1. Segue entao do Lema que as funcoes
Trs, T=0,1,...ks—1, s=1,2,...,m

geram o espaco solucao de P(D)(z) = 0. Finalmente, o Corolério

implica que essas fungoes sao linearmente independentes. ([l
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