TEORIA BASICA DE DETERMINANTES

DANIEL V. TAUSK

Neste texto apresentamos a teoria de determinantes para matrizes quadra-
das com entradas num anel comutativo. A primeira secao é dedicada ao estu-
do de permutagoes, em particular a nogao de paridade de uma permutagao.
Na segunda secao desenvolvemos a teoria dos determinantes propriamente
dita. Algumas nocoes elementares sobre estruturas algébricas necessédrias
para completa compreensao do texto sao apresentadas num apéndice.

Em todo o texto, se n > 0 é um inteiro, entao I,, = {1,...,n} denota
o conjunto dos inteiros positivos que sao menores ou iguais a n. Se X é
um conjunto, entao X™ denota o conjunto de todas as fungoes o : I, =+ X
e 6,, denota o subconjunto de (I,)" formado pelas fungoes o : I, — I,
que sao bijetoras. Os elementos de &,, sao chamados de permutacdes de n

elementos. O nimero de elementos de um conjunto finito X é denotado por
| X

1. PERMUTACOES

Nesta secao, se X é um conjunto, denotamos por ©(X) o conjunto de
todas as partes de X e por pa(X) o subconjunto de p(X) formado pelas
partes de X que tem exatamente dois elementos:

p2(X) = {A € p(X): |A] =2}.
Se 0 : X — Y é uma fungdo injetora, denotamos por o, : p2(X) — p2(Y) a
fungao definida por:
ow({z1,22}) = {o(21),0(x2)}, =1,22 € X, 21 # 22.

Obviamente, o, € bijetora, se ¢ o for. Em particular, dado um inteiro n > 0
e uma permutagao o € &, entdo a funcao oy : p2(l,) = p2(I,) é bijetora.
Dizemos que o reverte um elemento A de po(I,) se a restricdo de o a A
for decrescente; em outras palavras, escrevendo A = {iy,i2} com i1 < ig,
temos que o reverte A se e somente se o(i1) > o(iz). Denotamos por t(o) o
conjunto dos elementos de po(I,,) que sdo revertidos por o, isto é:

’C(O‘) = {{il,’ig} ti1,09 € In, 11 < g e U(il) > J(ig)}.

Definigao 1.1. Dizemos que uma permutacao o € &, é par (resp., impar)
se o numero natural [t(o)| for par (resp., impar).

Obviamente, se o : I,, — I, é a permutacao identidade, entao v(o) é vazio,
de modo que [t(c)| =0 e o é par.
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O~

Definicao 1.2. Dados i, j € I,, distintos, entao a transposicao de i com j
a permutacao t;; € &,, definida por:

e t;j(k) = k, para todo k € I,, distinto de i e de j.

[©N

Obviamente t;; = tj; e t;; o t;; é a permutacao identidade, isto é, t;;
inversa de si mesma.

Exercicio 1.3. Dados ¢,j € I,, com ¢ < j, mostre que:
v(tiy) = {{i,k} i<k <jlU{{k,j}:i<k<j}uU{{i,j}}.
Conclua que toda transposicao é uma permutacao impar.

Exercicio 1.4. Dados 7,5 € I, com i < j, entdo o ciclo com extremos ¢ e j
¢ a permutagao 3;; € 6,, definida por:

k+1, sei <k<j,
3 (k) = < i, se k=7,
k, sel<k<iouj<k<n.
Mostre que:
v(35) = {{k,j} i <k <j}
e conclua que 3;; ¢ par se e somente se j — i é par.
Lema 1.5. Se X e Y sdo conjuntos finitos, entdo os numeros naturais:
(XAY)U\X)| e |[X|+]Y]
tém a mesma paridade, isto €, a diferenca entre eles € par.
Demonstragao. Basta notar que:
(X[ = [X\Y[+[XNnY], [Y|=[Y\X]+]XnY],
e que:
(XA\Y)UY\X)|[ =X \Y[+[Y\X],
donde:
X|+]Y|=|(X\Y)UX\X)|+2[XNY]|. a
Lema 1.6. Se 0,7 € &,, entdo os numeros naturais:
f(roo)l e [e(r)]+[x(o)]
tém a mesma paridade.

Demonstragao. Dado {i1,ia} € pa(l,), temos que {i1,i2} estd em t(7 o o)
se e somente se vale uma das duas seguintes condigoes:

(a) {i1, iz} € v(0) e {o(ir),0(i2)} & ¥(7);
(b) {ir,ia} & v(0) e {o(ir),0(iz)} € ¥(7).
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Escrevendo X =t(0) e

Y =0 o(r)] = {{in iz} € pa(Ln)  {o(i1), 0(i2)} € v(7)},
temos que a condigao (a) é equivalente a {i1,i2} € X \ Y e que a condicao
(b) é equivalente a {i1,i2} € Y\ X. Assim:
t(ro0)=(X\Y)U(Y\X).
Além do mais, |Y| = [¢(7)], j& que a func@o o, ¢ bijetora. A conclusao segue

do Lema 1.5. O

Corolario 1.7. A composicdo de duas permutacoes pares € par; a com-
posicdo de uma permutacdo par com uma permutacao impar € impar; a
composicao de duas permutacoes impares € par. O

Corolario 1.8. A inversa de uma permutacdo o € &, tem a mesma pari-
dade que o.
Demonstragdo. Basta notar que o o 0~ é a permutacio identidade, que é

par. ([l

Definigao 1.9. O sinal de uma permutagao o € &,,, denotado por sgn(o),
é igual a 1, se 0 é par, e igual a —1, se o é impar.

Usando essa terminologia, o Corolério 1.7 pode ser reformulado assim:
Proposicao 1.10. Para quaisquer o,7 € S,,, temos:
sgn(7 o o) = sgn(7)sgn(o). O

Como vimos no Exercicio 1.3, toda transposi¢ao é uma permutagao fmpar.
Levando isso em conta, outra conseqiiéncia imediata do Corolario 1.7 é o
seguinte resultado.

Proposigao 1.11. Se o0 = 1 om0 --- 071k, onde T1,7a,...,Tx € &, $G0
transposi¢oes, entiao o € par (resp., impar) se e somente se k é par (resp.,
impar). O

Veremos que toda permutagao é uma composicao finita de transposicoes
(Proposicao 1.12 a seguir). Usualmente, define-se que uma permutagao é
par (resp., impar) quando pode ser escrita como composi¢ao de um nimero
par (resp., impar) de transposi¢oes. A dificuldade com essa definigao é
que ela torna necessario mostrar que, se escrevemos uma permutagao o
como a composicao de k transposicoes, entao a paridade de k nao depende
(embora o valor de k dependa) do modo que escrevemos o como composigao
de transposicoes. Na abordagem que usamos, a definicao da paridade de
uma permutacao o foi dada em termos da paridade do nimero de elementos
de t(0) e o fato que a nossa defini¢do coincide com a usual é justamente
o conteido da Proposicao 1.11. O fato que a paridade de k nao depende
do modo que escrevemos o como composicao de transposicoes é também
conseqiiéncia da Proposicao 1.11.
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Proposigao 1.12. Se n > 2, entao qualquer permutacio o € &, € igual a
composicdo de um nimero finito* de transposicoes.

Demonstragao. Usamos indugao em n. Se n = 2, entao os Unicos elementos
de G, sao a transposicao t;3 e a permutacao identidade, que é igual a com-
posicao de t12 consigo mesma. Suponha que n > 3 e que todo elemento de
G,—1 seja igual & composicao de um nimero finito de transposicoes. Seja
o € 6,. Se o(n) = n, entdo a restricao de o a I,—; é um elemento de
&,,—1 e portanto se escreve como uma composicao 7 o - - -0 T, em que cada
7; € 6,1 é uma transposigao. A permutacao 7} € &,, que estende 7; e satis-
faz 7(n) = n é também uma transposicao e vale que o = 7{ o--- o7, donde
o se escreve como composicao finita de transposigoes. Se o(n) = m # n,
definimos:
0 =tmnoo € Gy,

de modo que 0 = t,, 0 5. Como G(n) = n, temos que G se escreve cOmMo
composicao de um numero finito de transposicoes e portanto o mesmo vale
para o. [l

2. DETERMINANTES

Ao longo da segao, R denota sempre um anel comutativo (nao necessaria-
mente com unidade) e M,,(R) denota o anel das matrizes n x n com entradas
em R, onde n é um inteiro positivo. (Veja o Apéndice A para a definigao de
anel e das operagbes com matrizes.)

Definigao 2.1. Dada A € M,(R), entao o determinante de A, denotado
por det(A), é o elemento de R definido por:

(1) det(4) = Y (sgn(o) ﬁAw(i)).

€6y,

Em (1), o produto de sgn(c) € Z por [[;_; Ajp;) € R é entendido no
sentido usual de multiplicagao de elementos de um anel R por niimeros
inteiros: temos 1r = r e (—1)r = —r, para todo r € R, sendo —r o inverso
aditivo (ou oposto) de r. (Veja Exemplo A.6 para a defini¢do de nr, para
neZerecR.)

Exemplo 2.2. Se A € M,(R) é uma matriz diagonal, i.e., se A;j = 0 para
todos i,j € I, com i # j, entao:

=1

De fato, se ¢ € G,, é diferente da identidade, entao existe k € I, com
o(k) # k e daf Apry = 0, donde [, A;y() = 0.

1Se convencionarmos que a composicdo de uma seqiiéncia vazia de transposicoes € a
permutacao identidade, entdo o resultado também vale para n = 0 e para n = 1. Note
que nesse caso ndao hd nenhuma transposicdo em &,, e que o Unico elemento de G,, é a
permutacao identidade.
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Antes de comecarmos o desenvolvimento da teoria de determinantes, ob-
servamos um fato simples sobre somatorios e produtorios finitos de elementos
de R que serd usado freqiilentemente ao longo do texto. Se (¢;)ier é uma
familia finita de elementos de R e p : J — I é uma fungao bijetora, entao
vale a igualdade:

@) D 6= o0
i€l jeJ
Diremos que o somatério do lado direito da igualdade em (2) é obtido do so-

matério do lado esquerdo da igualdade pela substitui¢ao de i por p(j). Como

o anel R é comutativo, uma observacio similar é vélida para produtérios?,

isto é, temos:
I =110
el jedJ
Notamos também que, fixada 7 € &,,, entao as aplicacoes:

G,20—0c0T7€6,, 6,d20+—T00€G,
sao bijetoras, de modo que podem ser usadas para substitui¢oes de indices
em somatorios e produtérios. Por fim, notamos que a aplicacao:
S,20+— o le S,
¢é também bijetora.

Comegamos o estudo de determinantes mostrando a invariancia por trans-
posi¢do. Dada uma matriz A € M,(R), entdao a matriz transposta de A,
denotada por A € M, (R), é definida da maneira usual, fazendo:

(At)ij = Ajz'a Z,j S In
Proposicao 2.3 (determinante da transposta). Se A € M,(R), entao
det(A) = det(AY).

Demonstragao. Segue diretamente da definicao de determinante e da defi-
nicao de A' que:

det(A") = Z (sgn(a) ﬁ Aa(i)i)
i=1

0’6671

Como o : I,, — I, é bijetora, podemos substituir i por ¢~*(5) no produtério,

obtendo: n
det(At) = Z (sgn(a) H Ajd*(i))'
j=1

O'EGn

2Convencionamos que o somatério da familia vazia é o elemento 0 € R e, se R tiver
unidade, que o produtério da familia vazia é o elemento 1 € R. Usando essas convengoes,
temos que o determinante da matriz vazia A € My(R) é igual a 1; de fato, o conjunto das
permutagoes Sp tem um tdnico elemento o (a identidade do conjunto vazio), que é uma
permutacao par e o produtério vazio H?:1 Ajs(s) éigual a 1. Quando R nao tem unidade,
nao consideramos produtérios vazios.
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Substitutindo ¢ por 77" no somatorio e usando o Corolario 1.8, chegamos

em:
det(Ah) = 3 (Sgn(T) I1 Aﬁ(j)) — det(A),
T7EG, 7j=1
concluindo a demonstragao. O

A Proposicao 2.3 sera usada regularmente para obter resultados envol-
vendo as colunas de uma matriz como corolario de resultados envolvendo
as linhas de uma matriz (e vice-versa). Mostremos agora que se uma ma-
triz A € M, (R) tem duas linhas iguais (ou duas colunas iguais), entao seu
determinante ¢é igual a zero.

Proposicao 2.4 (linhas ou colunas iguais). Seja A € M,(R). Se A tem
duas linhas iguais, isto €, se existem i,j € I, distintos tais que A, = Ajp,
para todo k € I, entdo det(A) = 0. Similarmente, se A tem duas colunas
iguats, entdo det(A) = 0.

Demonstracdo. Basta provar o resultado a respeito das colunas e dai o re-
sultado a respeito das linhas seguirda da Proposi¢dao 2.3. Sejam i,j € I,
distintos tais que:

(3) Agi = Ay,

para todo k € I,. O conjunto &,, é uniao disjunta dos conjuntos S; e S_
definidos por:

Sy={0e6,: o (i) < Uﬁl(j)}, S_={0€e&,:07i) >4}
Dai:
det(4) = 3 (sgn(a) I1 A,m(k)) + 3 (Sgn(T) I1 AkT(k)>.
oeSy k=1 res_ k=1
Como a aplicagao:
St3o0r—tjjoo0e S_
¢ bijetora, podemos substituir 7 por t;; o 0 no segundo somatorio; além do
mais, de (3) segue que:
T = tij 00 — Akr(k) = Ak’a(k)v

para todo k € I,, e todo o € &,,. Concluimos entao que:

det(A) = Z (sgn(a) ﬁ Aka(k)> + Z (sgn(tij 00) ﬁ Akg(k)>.
k=1

oESY oES k=1
Segue da Proposicao 1.10 e do fato que transposicoes sao permutagoes
impares (Exercicio 1.3) que sgn(t;j o o) = —sgn(o). Isso conclui a demons-
tracao. ([l

Estudamos agora o que ocorre com o determinante quando permutamos
as linhas (ou as colunas) de uma matriz.
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Definigao 2.5. Dada uma matriz A € M,(R) e uma fungao o : I, — I,
denotamos por L?7(A) € M, (R) a matriz definida por:

[L7(A)]ij = Ao
e por C?(A) € M, (R) a matriz definida por:
[C7(A))ij = A

i,j € In,

io(j)» Za] € In
E facil ver que:
(4) C7(A) = [L7(AM]",
para qualquer A € M, (R) e qualquer fungao o : I,, — I,,.

Proposicao 2.6. Sejam A € M,(R) eo : I, — I, uma fungdo. Se o & &y,
entao:

det(L7(A)) = det(C7(A)) =0,
e se o0 € G, entao:

det(L7(A)) = det(C7(A)) = sgn(o) det(A).

Demonstragao. Os resultados envolvendo C?(A) seguem dos resultados en-
volvendo L?(A) usando (4) e a Proposicao 2.3. Vamos entdo demonstrar
os resultados envolvendo L?(A). Se 0 € G,,, entdo o ndo ¢ injetora e por-
tanto L7(A) tem duas linhas iguais. Segue entdo da Proposigao 2.4 que
det (L"(A)) = 0. Suponha agora que ¢ € G,,. Usando a definigao de deter-
minante e de L7(A), obtemos:

det(L7(A)) = Z <sgn HA >

Substituindo i por o~(j) no produtério e depois 7 por A o ¢ no somatério,

det(L7(A)) = Z(sgn (Aoo) ﬁ )

)\EGn :
A conclusao segue do fato que sgn(Aoo) = sgn(A) sgn(o) (Proposicao 1.10).
O

Corolario 2.7. Quando trocamos a ordem de duas linhas ou de duas colunas
de uma matriz, entdo o seu determinante se multiplica por —1, isto €, dados
1,J € I, distintos e tomando o = t;5, vale a igualdade:

det(L7(A)) = det(C7(A)) = —det(A),
para qualquer A € My (R).

Demonstracao. Basta notar que uma transposicao é uma permutagao impar
(Exercicio 1.3) e usar a Proposicao 2.6. O
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Observamos que o Coroldrio 2.7 implica que se A € M,(R) tem duas
linhas ou duas colunas iguais entdo det(A) = —det(A). Como R é um
anel comutativo arbitrério, dessa igualdade ndo segue que det(A) = 0. No
entanto, como vimos (Proposigao 2.4), é verdade que se A tem duas linhas
ou duas colunas iguais entao det(A4) = 0.

Vamos agora demonstrar a férmula de Laplace para o cédlculo de deter-
minantes usando expansao por cofatores. Comegamos com as defini¢oes
relevantes.

Defini¢ao 2.8. Dada uma matriz A € M, (R) e dados i, j € I,,, denotamos
por Al a matriz obtida de A pela remocio da linha i e da coluna j. Mais
precisamente, para i € I,,, denotamos por

”L/}Z‘ : In—l — In \ {Z}
a Unica bijecao crescente entre I,,_q e I, \ {i} e, para i,j € I, definimos
Aldl e M, (R) fazendo:
(AP = Ay iyu 0 Kol € Lo
Se n > 2, entao o cofator associado & posigao (i,j) da matriz A é definido
por (—1)7 det(Al]) € R.

Note que, para i € I, a aplicagao ¢; coincide com a restricao a I,,_; do
ciclo 3ip (recorde Exercicio 1.4):

(5) ¢z = 3in|ln,1 I — I \ {2}
Precisamos agora de um lema.

Lema 2.9. Sejam dados i, j € I, e, para cada 7 € &,_1, denote por 7 € G,
a permutacdo que satisfaz 7(i) = j e que estende a bije¢do:

ijTOQ;Z);l In\{l} —>In\{]}
Vale que:
sgn(7) = (—1)"7 sgn(r).

Demonstragao. Seja 7' € &, a extensao de T que satisfaz 7/(n) = n. Obvia-
mente t(7) = t(7’), de modo que também sgn(7) = sgn(7’). Segue facilmente
de (5) que:

=m0 05k
Usando o Corolério 1.8, a Proposicao 1.10 e o resultado do Exercicio 1.4,
calculamos:

n—i

sgn(7) = sgn(3n) sgn(r’) sgn(3in) = (~1)" 7 sgn(r)(~1)
= (=1)"7 sgn(),

e a demonstracao estd completa. O
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Corolério 2.10. Suponha que n > 2. Sejam dados A € My(R) ei,j € I.
Denotando por &} o conjunto:

G6Y ={0€e&,:0(i)=4j},

temos que vale a tgualdade:

(6) Ayj det(APT) = (1) (sgn(a) HA;W(k))-
UEG;]' k=1

Demonstracao. Pela definicao de determinante, temos:

(7) Aijdet(AlT) = 3 (sgn ”H Alivaly, )

7€6,_1

e, usando a definicao de Al obtemos:

n—1

(8) 1] H A[ J] k (k) — U H A”l/)z k)j(T(k))»
k=1

para qualquer 7 € &,,_1. Substituindo & por ;" 1(l) no ultimo produtdrio,
vem:

9) Ay H Aoy, en = Ais [T Ay = [T Ao
k=1

ler\{i} I=1

onde 7 € &,, é definido como no enunciado do Lema 2.9. De (7), (8), (9) e
do Lema 2.9, obtemos:

Ayj det(Al]) = (—1)77 - (sgn HAZT 1))

7€6,_1
E f4cil ver que a aplicagao:
Sp_12T—TE€E 6%‘

¢é bijetora e portanto a conclusao é obtida substituindo ¢ por 7 no somatério
em (6). O

Proposigao 2.11 (Laplace). Suponha® que n > 2 e seja A € M,(R). Pa-
ra todo © € I, vale que o determinante de A pode ser calculado usando
expansao por cofatores na i-ésima linha, isto é:
n
(10) det(A) =Y (—1)" A;; det(Al).
j=1

33e 0 anel R tem unidade, temos que o determinante da matriz vazia é igual a 1 e nesse
caso a férmula de Laplace vale também com n = 1.
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Analogamente, para todo j € I,, vale que o determinante de A pode ser
calculado usando expansao por cofatores na j-ésima coluna, isto é:

n
(11) det(A) =Y (=1)" A;; det(Al]).

i=1
Demonstragao. A igualdade (10) segue diretamente da definigao de deter-
minante e de (6), levando em conta que, fixado i € I,,, temos:

S, = Lnj S,
j=1

sendo essa uniao disjunta. Similarmente, a igualdade (11) segue diretamente
da defini¢gao de determinante e de (6), levando em conta que, fixado j € I,,,
temos:

n
y
s, = J&.
i=1
sendo essa uniao disjunta. ([

Definigao 2.12. Sejam = € R" e A € M, (R). Dado i € I,,, denotamos por
L(A, x,i) a matriz obtida de A pela substituigao da sua i-ésima linha por z,
ou seja, L(A,x,i) € M,(R) é definida por:

. xj,  se k=i,
wm@mmz{; .
kjo sek‘#z,

para todos k,j € [,. Similarmente, dado j € I,,, denotamos por C'(A,z, j)
a matriz obtida de A pela substituicao da sua j-ésima coluna por z, ou seja,
C(A,z,7) € M,(R) é definida por:

Ty, Sek:j?

[C(A, 2, j)]ik = {Aika se k # 7,

para todos i, k € I,,.
Corolario 2.13. Suponha que n > 2 e sejam A € M,(R) e x € R". Para
todo i € I, o determinante de L(A,x,i) € dado por:
n . . S
det(L(A, z,4)) = > (—1)"z; det(Al7)).
j=1
Similarmente, para todo j € I, o determinante de C(A,x,j) é dado por:

det(C(A, 2, 7)) = zn:(—wﬂxi det(A]).

i=1
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Demonstragao. Basta calcular o determinante da matriz L(A,x,i) usando
expansao por cofatores na i-ésima linha e o determinante de C'(A, x, j) usan-
do expansao por cofatores na j-ésima coluna (Proposi¢ao 2.11), levando em
conta que:

[L(A, z,9))) = AL [C(A, 2, )] = Al

para todos i,j € I,,. O
Antes de enunciar o proximo coroldrio, notamos que dados r1,...,r, € R,
entao a aplicagao f : R — R definida por:
n
(12) flz)=> rz, xzeR"
i=1

é linear. (Veja Defini¢ao A.4 e Exemplo A.5.)
Corolario 2.14. Seja A € M,(R). Para todo i € I, as fungies:
(13) R" >z~ det(L(A,z,i)) € R, R">ax+——det(C(A, z,i)) €R
sao lineares.
Demonstracao. Paran =1, temos i =1 e:
det(L(A, z,1)) = det(C(A, z,i)) = =.

Para n > 2, a conclusao segue observando que, em vista do Corolario 2.13,
as fungoes em (13) sao da forma (12). O

Corolario 2.15 (operacao elementar). Sejam A € My(R) ei,j € I,, com
1 # j. A matriz obtida de A pela substituicdo da sua i-ésima linha pela soma
da sua i-ésima linha com um maltiplo da sua j-ésima linha possui o mesmo
determinante que A: mais precisamente, definindo x,y € R" fazendo:

= Ak, Y= Ajg, k€ I,
entao:

det(L(A, z + ry,i)) = det(A),
para todo r € R. Vale também o resultado andlogo obtido substituindo a
palavra “linha” pela palavra “coluna”.

Demonstracao. Basta notar que, em vista do Corolario 2.14 e da Propo-
sicao 2.4, temos:

det(L(A, z + ry,i)) = det(L(A, z,7)) + rdet(L(A,y,i)) = det(A),
ja que L(A,z,i) = A e que a matriz L(A,y,4) tem duas linhas iguais. O

Definigao 2.16. Seja A € M, (R). A adjunta cldssica de A, denotada por
adj(A), é a transposta da matriz dos cofatores de A; mais precisamente,
para n > 2, definimos adj(A) € M, (R) fazendo:

[adj(4)]i; = (—1)" det(AV),

para todos i, j € I,,. Se n =1, a adjunta classica adj(A) € M;(R) é definida
apenas no caso em que o anel R tem unidade e vale [adj(A4)]11 =1 € R.
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Definigao 2.17. Dado r € R, denotamos por rl, a matriz diagonal n x n
cuja diagonal principal tem todas as entradas iguais a r; mais precisamente,
definimos r1,, € M, (R) fazendo:

[I] r, sei=j,
FL T —
"0, seid #

para todos i,j € I,. Se o anel R tem unidade, a matriz 11, é denotada
simplesmente por I,, e é chamada a matriz identidade n X n. Nesse caso, r1,
¢é igual ao produto de r por I,,.

E f4cil ver que:
(rl,)A = A(rl,) = rA,

para quaisquer A € M, (R), r € R. Se R tem unidade, entao I,, é a unidade
do anel M, (R).

Proposicao 2.18 (adjunta cldssica). Seja A € M, (R). Vale que:
adj(A)A = Aadj(A) = det(A)IL,.

Demonstragao. Dados 4, j € I, temos:
[adj(A)Alij = Y [adj(A)wAr; = > _(—1)"F Ay det(AF)

k=1 k=1
n

= (=), det(ART),

k=1

onde x € R" é definido por x, = Aj, k € I,,. Do Coroldrio 2.13 vem:
ladj(A)A];; = det(C(A,x, z))

Se i # j, entao C(A,x,i) tem duas colunas iguais e portanto, pela Pro-
posicao 2.4, [adj(A)Al;; = 0. Se i = j, entao C(A,x,i) = A e por-
tanto [adj(A)A];; = det(A). Isso completa a demonstracao da igualda-
de adj(A)A = det(A)L,. Um raciocinio anilogo mostra que, para todos
i,j € I, temos [Aadj(A)];; = det(L(A,x,j)), onde x € R™ é definido por
xp = Ak, k € I,,. Segue entao que Aadj(A4) = det(A)l,. O

Corolario 2.19 (regra de Cramer). Sejam A € M,(R), z,y € R". Se:

x1 Y1

) Y2

Tn Yn
entao:

z;det(A) = det(C(A, y,1)).
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Demonstragao. Multiplicando os dois lados de (14) pela esquerda por adj(A)
e usando a Proposicao 2.18, obtemos:

n

zidet(A) =Y [adj(A)]ij y;, i € In.
j=1

Usando a definicao de adj(A) e o Corolério 2.13, vem:

[adj(A)]ij y; = D (=1)y; det(APT) = det (C(4, y,4)),
j=1 j=1
e a demonstracao estd completa. O

A seguir mostraremos que o determinante de um produto de matrizes é
igual ao produto de seus determinantes. Antes disso, precisamos de um fato
sobre produtorios finitos de somatoérios finitos de elementos de R. Seja [
um conjunto finito ndo vazio e, para cada ¢ € I, consideramos uma familia
(r?)je J; de elementos de R indexada por um conjunto finito J;. Usando a
propriedade distributiva, é facil verificar que o produtério:

i
1>
el jEJi
¢é igual ao somatério de todos os produtérios cujos fatores sao obtidos es-

colhendo exatamente um termo de cada um dos somatorios » jeJ; r;-. Mais
2
precisamente, vale a igualdade:

T )
[I> =T
i€l jed; o el

sendo que no somatorio do lado direito da igualdade, o percorre o conjunto
de todas as func¢oes com dominio I tais que o(i) € J;, para todo i € I; em
outras palavras, o percorre o produto cartesiano Hie 1 Ji- No caso particular
em que I = I, para um inteiro positivo n e que todos os conjuntos .J; sao
iguais a um mesmo conjunto finito J, temos:

n n
i _ i
(15) 11> 7= > 1w
i=1jeJ ceJni=1
Estamos prontos agora para provar o nosso préximo resultado.

Teorema 2.20 (determinante do produto). Sejam A,B € M,(R). Vale
que:

det(AB) = det(A) det(B).

Demonstracao. Usando a definicao de determinante, temos:

det(AB) = (sgn(a) f[(AB)w(w)’

ceGy, i=1
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e, usando a definicao de produto de matrizes, vem:

det(AB) = Y (sen(o l:[z_: AiBro(s) ).

UEGn

Em vista das consideracoes sobre produtérios de somatorios feitas antes do
enunciado do teorema (veja (15)), temos:

det(4B) = Y (sgn(o ZH Air Br(iot))

o€6y Tell =1
n n
- Z Z ( sgn(o) H Air i) H BT(i)U(i)) .
e, Tel} i=1 i=1

Substituindo i por ~1(j) no produtério [T, B (i)o() € depois substituindo
T por A oo no somatorio interno, vem:

det(AB) = ) Z(sgn )HAiA(o(i))HB)\(j)j>‘
i=1 j=1

ocGy eI

Trocando a ordem dos somatérios e recordando a Definicao 2.5, podemos
escrever:

n

det(AB) = > > (Sgn ) [T Dio [T BA(j)j)

AR 06, i=1 Jj=1

e usando a defini¢ao de det(C*(A4)) vem:

det(AB) = > (det(C*(4)) T] Bagys)-

Aeln j=1

Da Proposicao 2.6 segue agora que:

det(AB) = Z (sgn det(A H Bigj); ) = det(A) det(B"),
AEG,

e usando a Proposigao 2.3 concluimos a prova. ([l

Mostramos agora o critério para invertibilidade de matrizes em termos de
determinantes. (Veja Definigdo A.2 e comentérios que a seguem para alguns
fatos bésicos sobre elementos invertiveis em anéis.)

Proposicao 2.21 (matriz inversa). Suponha que o anel R tenha unidade,
de modo que a matriz identidade 1,, é a unidade do anel M,(R). Seja A em
M, (R). Sao equivalentes:

(a) A € invertivel a esquerda no anel M,(R);
(b) A € invertivel a direita no anel My (R);
(c) A € invertivel no anel M,(R);
(d) det(A) € invertivel no anel R.
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Além do mais, se A € invertivel em My(R), entdo:
A7 = [det(A)] " adj(A).

Demonstracao. Se A admite uma inversa a esquerda ou a direita B em
M, (R), entao det(A)det(B) = det(B)det(A) = 1, pela Proposicao 2.20
(note que det(A) e det(B) sao elementos de R, que é um anel comutativo).
Dai det(A) é invertivel em R. Reciprocamente, se det(A) é invertivel em R,
segue da Proposigao 2.18 que B = [det(A)] "1 adj(A) satisfaz:

AB = BA =1,. O
Vamos agora estudar o determinante de matrizes feitas de blocos. Dados

inteiros m,m > 0 e matrizes A € M,(R), B € Mpxm(R), C € Mpy,xn(R) e
D € M,,(R), denotamos por:

(16) X = (é g) € Myim(R)
a matriz definida por:
Aij, sel<i<nel<j<mn,
X, = Bij—n)s sel<i<nen+1<j<n+m,

sen+1<i<n+mel <5< n,
D nyj—n)y, sen+l<i<nt+men+1<j<n+m.

Seja &y, 0 subconjunto de &,,4., definido por:
Gnm = {U € Gpim:oll,] = In}.
Para 7 € &, e 7' € G, definimos 7V 7’ € &,, ,,, fazendo:

) 1< <
(rv 7)) = T/(Z?’ se il _7?’
T(i—n)+n, sen+1<i<n+m.

E f4cil ver que a aplicacao:
S, X6, 3 (r,7)—71Vvre Snm
¢é bijetora. Além do mais:
t(rv7r)=r(r)U {{zl +n,is+n}: {i1,is} € t(T’)},

de modo que:

[e(r v )| = [e(7)] + [e(7)],
e:
(17) sgn(7 V 7') = sgn(7) sgn(7'),

para todos 7 € &, e T’ € &,,.
Podemos agora demonstrar a seguinte proposicao.
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Proposigao 2.22. Sejam n e m inteiros positivos. Sejam
A€ My(R), B€ Myxm(R), C€E Mpnxn(R), D€E My,(R)
e X € Myym(R) definida por (16). Se B=0 ou C =0, entdo:
det(X) = det(A) det(D).

Demonstracao. Pela definicdo de determinante, temos:

n+m

det(X) = Y (sgn(a) I1 Xw(i)).
=1

UEGner

Seja 0 € Gy com o € Sy, 1, isto é, o[l,] # I,. Como os conjuntos o[I,,]
e I, tém n elementos, nao pode ser o[l,] C I,; similarmente, ndo pode ser
o[ In+m\In] C Inym \In. Existem entdo j € I, como(j) & Inek € Intm \In
com o (k) € I. Dal Xj,;) = 0,se B =0, e Xp,4) =0, se C =0. Em
qualquer caso, vale que:

n+m

H Xioi) = 0;
i—1

assim:
n-+m
det(X) = Z (sgn(a) H XZ-G(Z-))
0€Gn,m i=1
Para qualquer o € G,,4,, temos:
n+m n+m
H Xia( HXZO'( ) H Xza ()
=1 1=n+1

se 0 € B, m, substituindo ¢ por n 4 j no segundo produtério e usando a
definicao de X, obtemos:

n+m

n m
11 Xiow = IT 4oty L1 Pitotiem
i=1 i=1 j=1
Portanto:
n m
det(X) = ) <Sgn(0) 400 1 Dj(a(jJrn)fn))-
O'EGn,m =1 ]:1
Substituindo ¢ por 7V 7’ no tltimo somatério e usando (17), obtemos:
det(X Z Z <sgn T) sgn(T HAZ” HDJT )
T€EG, T'ECH

O lado direito da ultima igualdade é claramente igual a det(A)det(D) e a
demonstracgao estd completa. O
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Corolario 2.23. Suponha que o anel R tenha unidade. Dados inteiros
m,n >0 e matrizes A € My, xn(R) € B € Myym(R), vale a igualdade:

det(l,, + AB) = det(I,, + BA).

Demonstracdo. Note que:

ILn+AB 0\ (I, A\ (L, —A
B 1,) \o )\B 1,)°

I, —-A \ (L, 0)\/(L, —A

0 I,+BA) \-B 1,)\B 1, )"

A conclusao é obtida tomando determinantes dos dois lados dessas igualda-
des, usando o Teorema 2.20 e a Proposicao 2.22. O

APENDICE A. ALCUMAS ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Para conveniéncia do leitor, listamos neste apéndice as defini¢oes das es-
truturas algébricas que sao usadas ao longo do texto, juntamente com os
exemplos e fatos basicos que sdo relevantes para o texto.

Definicao A.1. Um grupo abeliano é um conjunto R munido de uma ope-
racao bindria*
RxR>(r,s)—r+s€R,
denominada adicao, satisfazendo as seguintes propriedades:
o (r+s)+t=r+(s+t), para todos r,s,t € R (associatividade);
e 7+ s=s-+r, para todos r,s € R (comutatividade);
e existe um (necessariamente tinico) elemento neutro 0 € R, isto é:

r+0=0+7r=r,

para todo r € R;
todo elemento r € R admite um (necessariamente unico e denotado
por —r) inverso aditivo ou oposto, isto é, existe s € R tal que:

r+s=s+r=0.
Um anel é um grupo abeliano R munido de mais uma operagao binéria
RxR>(r,s) —rs € R,
denominada multiplicacao, satisfazendo a propriedade associativa:
(rs)t =r(st), r,s,t €R,
e a propriedade distributiva com relacdo a adi¢cdo:
r(s+t)=rs+rt, (s+t)r=sr+tr, r,s,t € R.
4Em textos dedicados a teoria de grupos, a operagao de um grupo é normalmente
denominada “multiplicacao” e denotada por (7, s) — rs. A notacdo aditiva é normalmente

reservada apenas ao caso de grupos abelianos, embora usa-se também com freqiiéncia a
notagao multiplicativa no caso abeliano. Nés usaremos apenas a notagao aditiva.
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Dizemos que o anel R é um anel com unidade se existe um (necessariamente
unico) elemento neutro 1 € R para a multiplicagao, isto é:

rl=1r =,

para todo r € R. Dizemos que o anel R é comutativo se a multiplicagao é
comutativa, isto é:
rs=sr, r,s€R.

Definicao A.2. Seja R um anel com unidade. Um elemento r € R é dito
invertivel a esquerda (resp., invertivel a direita) se existe s € R tal que sr = 1
(resp., rs = 1). Dizemos que 7 é invertivel se for invertivel a esquerda e a
direita.

Se r € R é invertivel, entdao todos os seus inversos a esquerda sao iguais a
todos os seus inversos & direita; de fato, se s1, 82 € R satisfazem s1r =1 e
rse = 1, entdo (s17)se = sa e s1(rs2) = s1, donde s; = s9. Em particular, se
r € R é invertivel, entao todos os inversos a esquerda de r sao iguais entre si,
assim como todos os inversos a direita de r sao iguais entre si. Denotamos

entdo o (tinico) inverso de 7 por 7.

Definicao A.3. Dado um conjunto R e inteiros m,n > 0, entao uma matriz
m X n com entradas em R é uma funcdo A : I, x I, — R; dados i € I,
J € I, escrevemos A;; em vez de A(%,j) e dizemos que A;j é a entrada de
A na i-ésima linha e na j-ésima coluna. O conjunto das matrizes m X n
com entradas em R é denotado por M, «,(R). Quando m = n, escrevemos
apenas M, (R). Se R é um grupo abeliano, entao tornamos My, x,(R) um
grupo abeliano definindo a operagao de adigdo em M, x,(R) fazendo:
(A—l-B)Z‘j:AZ‘j-FBij, 1€ Iy, j€Iy.

Se R é um anel, definimos a multiplicacao de matrizes da seguinte forma:
dados inteiros m,n,p > 0 e matrizes A € Myxn(R), B € Myxp(R), entao a
matriz AB € M, xp(R) é definida por:

n
(AB)ij =Y _AyByj, i€lIn, jeEl,.
k=1

A multiplicagdo de matrizes é associativa:
(AB)C = A(BC), A€ Myxn(R), B€ Mpxp(R), C € Mpxq4(R),
e satisfaz a propriedade distributiva em relagao a adigao:
AB+C)=AB+ AC, A€ Myuxn(R), B,C € M,xp(R),
(B+C)A=BA+CA, A€ M,xp(R), B,C € Myxn(R).
Assim, M, (R) é um anel, para todo inteiro n > 0.

Definicao A.4. Seja R um anel. Um R-mddulo é um grupo abeliano M,
munido de uma operacao

RxM> (r,x) — rx € M,
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denominada multiplicacdo por escalares em R, satisfazendo as seguintes pro-
priedades®:

e r(z +y) =rz+ry, para todos r € R, x,y € M;
e (r+ s)x =rx + sx, para todos r, s € R, x € M;
e (rs)r =r(sz), para todos r,s € R, x € M.

Se M e N sao R-médulos, entao uma funcao f : M — N é dita linear se
valem as condicoes:

fle+y) = f@)+ fly), [flrz)=rf(z),
para todos z,y € M, r € R. Se o anel R é comutativo, entao uma R-dlgebra
é um R-médulo M, munido de uma operagao:

M x M > (z,y) — xy € M,

denominada multiplicacdo, que é bilinear, isto é, satisfaz a propriedade dis-
tributiva em relacao a soma:

(x+y)z=x2+yz, z(z+vy)=zx+ 2y, x,y,z € M,
e a propriedade:
(re)y =z(ry) =r(zy), reR, x,yec M.

Em outras palavras, a multiplicacao é linear em cada varidvel. Uma R-
algebra é dita associativa quando a operacao de multiplicacao for associativa:

(29)2 = 2(y2), @y, € M.

Exemplo A.5. Seja R um anel. Dado um inteiro n > 0, definimos em R"™
uma estrutura de R-médulo fazendo:
(r+vy)i=x +vyi, (ra);=rz;, i1el,, reR, z,ye R",

e, dados inteiros m,n > 0, definimos no grupo abeliano M,,«,(R) uma
estrutura de R-mddulo fazendo:

(TA)Z] = TAij) 1€ Im7 j € Ina (S R7 A€ MmXN(R)

Se R é comutativo, entdo M, (R) munido dessa estrutura de R-médulo é
uma R-algebra associativa.

Exemplo A.6. Se R é um grupo abeliano, entao existe uma tnica estrutura
de Z-moédulo em R tal que 1r = r, para todo r € R; o produto nr, para
n > 0 inteiro e r € R, é definido recursivamente fazendo:

Or=0, (n+1l)r=nr+r, n>0,
e para n inteiro negativo e r € R, definimos:
nr = (<)1),

onde —r denota o oposto de r. Se R é um anel, entao essa estrutura de
Z-médulo faz de R uma Z-algebra associativa.

5Quando o anel R tem unidade, normalmente se supoe também que 1z = x, para todo
x e M.



