Dada uma &lgebra de Boole A, denotamos por Stone(.4) o seu espago
de Stone. No que segue, X denota um conjunto e A denota uma &dlgebra
de subconjuntos de X, i.e., uma subdlgebra de Boole da &lgebra o(X) de
todas as partes de X. O espaco de Stone de p(X) é uma compactificacao
de Stone-Cech do espaco topolégico discreto X e serd denotado por S8 (X).
(Identificamos cada ponto x € X com o ultrafiltro principal de p(X) gerado
por {z}.) Temos que se f: X — R é uma fungao limitada entao sua tnica
extensdo continua f : 8(X) — R é dada por:

fU)y=U-limf, Uep(X),
onde U — lim f denota o limite do ultrafiltro:
fU={BepR): fH(B)eU}.

A aplicaca@o inclusao de A em p(X) (que é um homomorfismo injetor de
algebras de Boole) induz uma fungao continua sobrejetora entre os corres-
pondentes espacos de Stone dada por:

(1) B(X)>Ur— UNA € Stone(A).

Dizemos que uma funcao ¢ definida em 5(X) passa ao quociente com respei-
to a aplicac@o (1) se ¢ é constante nos conjuntos de nivel definidos por (1),
i.e., se ¢p(Uy) = ¢(Us) sempre que Uy, Uz € B(X) sao tais que U1 NA = UsNA.

1. Lema. Se A € uma dlgebra de partes de X entao as duas sequintes con-
digdes sao equivalentes a respeito de uma funcao limitada f: X — R:

(a) f:B(X)— R passa ao quociente com respeito a (1);
(b) se F1, Fy sao subconjuntos fechados disjuntos de R entdo existe A

em A tal que f~1(F)) C A e AN f~1(F) = 0.

Demonstragdo. Suponha (a) e vamos demonstrar (b). Sejam Fy, F5 subcon-
juntos fechados disjuntos de R. Para i = 1,2, seja:

Fi={AeA:A> fY(F)}

Temos que §; é uma colecao nao vazia (ja que X € §F;) e fechada por
interseces finitas'. Suponha por absurdo que todo A € A que contém
f~Y(Fy) intersecte f~!(Fy). Dai todo elemento de §; intersecta f~!(F%) e
portanto todo elemento de §; intersecta todo elemento de §o. Segue que a

colegao:
C=3F1UFe

possui a propriedade da intersecao finita e esta portanto contida num ultra-
filtro Uy de A. Note que todo elemento de Uy intersecta f~!(F}): de fato, se
A € Uy ndo intersecta f~1(F;) entdo X \ A € A contém f~!(F;) e portanto
X\ A € ¢ C Uy, oque contradiz A € Uy. Dai Uy U {f~1(F;)} possui a
propriedade da intersecao finita e portanto esta contido num ultrafiltro U;
de p(X). Temos entdo U; N A = Uy e f~H(F;) € U;. De f~1(F,) € U; e do

I Temos que §; é um filtro de A.
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fato que Fj é fechado, segue que f(U;) = U; —lim f € F;. Mas f(Uy) = f(Uo)
e I, Fy sao disjuntos, o que nos da uma contradicao.

Agora suponha (b) e vamos demonstrar (a). Sejam Uj,Us € B(X) tais
que Uy N A =Uy N A. Se fosse f(Uy) # f(Uy), existiriam fechados disjuntos
Fi, F; C R tais que F; é uma vizinhanca de f(U;), i = 1,2. Seja A € A um
conjunto que contém f~1(F}) e é disjunto de f~1(Fy). Dai f~1(F) €Uy e
portanto A € Uy NA. Mas também f~1(Fy) € Uy e portanto X \ A € UsN A,
contradizendo a igualdade U1 N A = Uy N A. O

Dizemos que uma funcao é simples se a sua imagem ¢é finita. Se A é
uma algebra de partes de X entdo uma funcao simples f definida em X é
dita A-mensurdvel se f~1(c) € A para qualquer ¢ pertencente 4 imagem de
f. Segue facilmente dai que f~!(B) € A para qualquer subconjunto B do
contra-dominio de f.

No que segue denotaremos por B(X,R) o espago de Banach das fungoes
limitadas f : X — R, munido da norma do supremo || - ||sup-

2. Lema. Se A € uma dlgebra de partes de X entdo o subconjunto de
B(X,R) formado pelas fungoes limitadas f : X — R que satisfazem a
condi¢ao (b) que aparece no enunciado do Lema 1 é fechado.

Demonstracao. Seja f € B(X,R) um elemento do fecho do subconjunto
formado pelas fungoes que satisfazem (b) e sejam Fj, F» subconjuntos fe-
chados disjuntos de R. Seja K um subconjunto compacto de R que contém
a imagem de f e seja K; = F;N K, i = 1,2. Note que f~1(K;) = f~1(F)).
Sejam Uj, Uy abertos de R com fechos disjuntos tais que K; C U;, i = 1, 2.
Seja € > 0 um nimero positivo menor ou igual a distancia de K; ao com-
plementar de U;, i = 1,2, e seja g € B(X,R) uma funcao que satisfaz (b) e
tal que ||f — gllsup < €. Dafl f~1(K;) C g71(U;). Como Uy, U, sio fechados
disjuntos de R, existe A € A que contém g~ !(U;) e é disjunto de g~ (Us).
Dai A contém f~1(K;) = f~1(Fy) e é disjunto de f~1(K3) = f~1(F). O

3. Lema. Se A é uma dlgebra de partes de X e se f : X — R € uma
fungao limitada entao a condi¢do (b) que aparece no enunciado do Lema 1
€ equivalente a condicdo:
(c) f pertence ao fecho em B(X,R) do subconjunto formado pelas fun-
coes simples A-mensurdveis de X em R.

Demonstragdo. Se f : X — R é uma funcio simples A-mensurdvel entéo
f satisfaz a condigdo (b): de fato, se Fj, F» sao subconjuntos fechados
disjuntos de R entdo A = f~1(Fy) estd em A e é disjunto de f~1(F3). Segue
entdo do Lema 2 que (c) implica (b). Suponha agora que f : X — R é uma
funcao limitada que satisfaz (b) e vamos demonstrar que f satisfaz (c). Seja
dado € > 0 e sejam F;, i = 1,...,k, conjuntos fechados de diametro menor
do que € que cobrem a imagem de f. Para cada i = 1,...,k, seja U; um
aberto de R de diametro menor do que € que contém F;. Como F; e R\ U;
sdo fechados disjuntos, existe 4; € A que contém f~1(F;) e é disjunto de
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YR\ U;); daf A; estd contido em f~1(U;) e portanto f(A;) tem didmetro
menor do que €. Como os conjuntos F; cobrem a imagem de f, temos que os
conjuntos A; cobrem X. Sejam A} = A; e A, = A; \ U;;ll Aji=2,... k.
Dali os conjuntos A} constituem uma particdo de X formada por elementos
de A e f(A]) tem didmetro menor do que ¢, para todo i = 1,..., k. Defina
uma funcao simples g : X — R fazendo com que, para cada ¢ = 1,...,k
tal que A} ndo é vazio, a restricdo de g a A} seja constante e igual a um
elemento qualquer de f(A}). Dai || f — g|lsup < € € g é uma funcao simples
A-mensurével. O

4. Corolario. Se A ¢ uma dlgebra de partes de X e se f : X = R € uma
fungao limitada entdo as condigées (a), (b) e (c) sao equivalentes. O

5. Observagdo. Se A é uma o-algebra de partes de X entao a condigao (b)
é equivalente a A-mensurabilidade de f (i.e., equivalente a condicao de que
f~Y(B) € A, para todo Boreleano B de R). De fato, se f é A-mensurdvel
e 1, Fy sdo fechados disjuntos de R entdo A = f~1(F}) € A é disjunto de
f~1(F). Reciprocamente, suponha que f satisfaz (b) e vamos demonstrar
que f é A-mensurdvel. E suficiente mostrar que f~YF) € Ase F é um
fechado de R. Escreva o aberto R\ F' como uma unido enumeravel de
subconjuntos fechados F;, de R, n € IN. Para cada n € IN, os fechados F' e
F,, sdo disjuntos e portanto existe 4, € A que contém f~1(F) e ¢ disjunto
de f71(F,). Dal A =(,cn An contém f~(F) e é disjunto de:

U 7 E) = T R\ F) = X\ fE),

nelN
Logo A= f~1(F)e Ac A

6. Lema. Seja K um espa¢o Booleano (i.e., compacto, Hausdorff e zero-
dimensional). Se C(K) denota o espago de Banach das fungoes continuas
f+ K — R munido da norma do supremo entao o conjunto das funcgoes
simples e continuas f : K — R € denso em C(K).

Demonstragao. Seja f : K — R uma funcao continua e seja € > 0. Para
cada z € K, existe um clopen U, em K contendo z tal que f(U,) tem
didmetro menor do que . Um numero finito dos conjuntos U, digamos
Ug,1=1,...,k, cobre K. Sejam:
i—1
Ay =U,, Ai=U,\JU, i=2..k
j=1

Dai Ay, ..., Ag formam uma parti¢do de K em clopens e f(A4;) tem diametro
menor do que ¢, para todo i = 1,..., k. Defina uma fungéo simples g em K
fazendo com que, para cada i = 1,...,k tal que A; é ndo vazio, a restrigao

de g a A; seja constante e igual a algum elemento de f(A4;). Daf g é simples,
continua e || f — g|sup < €. O



