
Dados B ∈ ℘(ω) e E ⊂ ℘(ω), dizemos que B é bom para E se para todo
k ∈ ω o conjunto: {

E ∈ E : E ∩B ⊂ k
}

é finito. Para B ∈ ℘(ω), denotamos por [B] ∈ ℘(ω)/fin a classe de equi-
valência de B.

Nós queremos demonstrar a seguinte:

1. Proposição. Existem famı́lias (Aα)α∈ℵ1, (Bα)α∈ℵ1 em ℘(ω) tais que:

(a) se α, β ∈ ℵ1 e α < β então [Aα] < [Aβ] e [Bα] < [Bβ];
(b) Aα ∩Bα = ∅, para todo α ∈ ℵ1;
(c) para todo α ∈ ℵ1, Bα é bom para

{
Aβ : β < α

}
.

Precisamos de alguns lemas.

2. Lema. Dados B,C ∈ ℘(ω) e E ⊂ ℘(ω), se B é bom para E e [B] ≤ [C]
então C é bom para E.

Demonstração. Seja F ⊂ ω um conjunto finito tal que B ⊂ C ∪ F . Dado
k ∈ ω, seja l ∈ ω tal que k ∪ F ⊂ l. É claro que:{

E ∈ E : E ∩ C ⊂ k
}
⊂
{
E ∈ E : E ∩B ⊂ l

}
e portanto

{
E ∈ E : E ∩ C ⊂ k

}
é finito. �

Dados B ∈ ℘(ω) e E ⊂ ℘(ω), dizemos que B é quase-incompat́ıvel com E
se [B] ∧ [E] = 0 (i.e., se B ∩ E é finito) para todo E ∈ E .

3. Lema. Sejam (Ek)k∈ω uma seqüência de subconjuntos enumeráveis de
℘(ω) e E =

⋃
k∈ω Ek. Suponha1 que para quaisquer k ∈ ω, E ∈ Ek e para

todo subconjunto finito F de
⋃
i<k Ei o conjunto E \

(⋃
F∈F F

)
seja infinito.

Se B ∈ ℘(ω) é bom para Ek para todo k ∈ ω então existe C ∈ ℘(ω) que é
quase-incompat́ıvel com E e tal que B ∪ C é bom para E.

Demonstração. Suponha E 6= ∅ (senão o resultado é trivial). Seja φ : ω → E
uma função sobrejetora. Para cada k ∈ ω seja Fk ⊂ E a interseção de⋃
i<k Ei com a imagem de φ|k. Dáı Fk é um subconjunto finito de

⋃
i<k Ei,

Fk ⊂ Fk+1 para todo k ∈ ω e E =
⋃
k∈ω Fk. Para k ∈ ω defina também:

Gk =
{
E ∈ Ek : E ∩B ⊂ k

}
,

de modo que Gk é um subconjunto finito de Ek. Para cada E ∈ Gk o conjunto
E \

(⋃
F∈Fk

F
)

é infinito e portanto possui um elemento xE ≥ k. Sejam:

Ck =
{
xE : E ∈ Gk

}
∈ ℘(ω), k ∈ ω,

e C =
⋃
k∈ω Ck. Temos então que Ck é finito e é disjunto de todo F ∈ Fk.

Dado F ∈ E temos que existe l ∈ ω tal que F ∈ Fk para todo k ≥ l e
portanto o conjunto:

F ∩ C =
⋃
k∈ω

(F ∩ Ck) =
⋃
k<l

(F ∩ Ck)

1Essa hipótese implica em particular que os conjuntos Ek são dois a dois disjuntos. De
fato, se i < k, E ∈ Ek e F ∈ Ei então E \ F é infinito e, em particular, E 6= F .
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é finito. Isso mostra que C é quase-incompat́ıvel com E . Vamos mostrar que
B ∪ C é bom para E . Dado k ∈ ω, temos:{

E ∈ E : E ∩ (B ∪ C) ⊂ k
}

=
⋃
l∈ω

{
E ∈ El : E ∩ (B ∪ C) ⊂ k

}
.

Para todo l ∈ ω o conjunto:

(1)
{
E ∈ El : E ∩ (B ∪ C) ⊂ k

}
está contido no conjunto finito

{
E ∈ El : E∩B ⊂ k

}
. A demonstração estará

completa se verificarmos que o conjunto (1) é vazio para l ≥ k. Suponha que
existam l ≥ k e E ∈ El com E ∩ (B ∪C) ⊂ k. Dáı E ∩B ⊂ k ⊂ l e portanto
E ∈ Gl. Temos xE ≥ l ≥ k, xE ∈ E e xE ∈ Cl ⊂ C. Dáı xE ∈ E ∩ (B ∪ C)
e xE 6∈ k, uma contradição. �

Temos agora um lema simples a respeito de ordinais enumeráveis.

4. Lema. Se α é um ordinal limite enumerável então existe uma seqüência
estritamente crescente de ordinais (αk)k∈ω tal que α =

⋃
k∈ω αk.

Demonstração. Como α 6= ∅ é enumerável, existe uma função sobrejetora
φ : ω → α. Construa a seqüência (αk)k∈ω por recursão fazendo α0 = φ(0)
e αk+1 igual ao sucessor de αk ∪ φ(k + 1), para todo k ∈ ω. Dáı αk ≥ φ(k)
para todo k ∈ ω e portanto α =

⋃
k∈ω αk. �

Agora precisamos de alguns lemas simples sobre álgebras de Boole. Dois
subconjuntos E , F de uma álgebra de Boole B serão ditos incompat́ıveis se
e ∧ f = 0 para todos e ∈ E , f ∈ F . Se b ∈ B e E ⊂ B diremos também que
b é incompat́ıvel com E se b ∧ e = 0 para todo e ∈ E .

5. Lema. Seja B uma álgebra de Boole com a propriedade de separação
enumerável. Se E, F são subconjuntos incompat́ıveis enumeráveis de B
então F possui uma cota superior b ∈ B que é incompat́ıvel com E.

Demonstração. Seja F ′ =
{
f ′ : f ∈ F

}
. Como E e F são incompat́ıveis,

temos que E ≤ F ′. Como B possui a propriedade de separação enumerável,
existe b ∈ B que é uma cota superior para E e uma cota inferior para F ′.
Dáı b′ é uma cota superior para F que é incompat́ıvel com E . �

6. Observação. Recorde que se uma álgebra de Boole B possui a propriedade
forte de separação enumerável, se E é um subconjunto enumerável dirigido
para cima sem maior elemento de B e se b ∈ B é uma cota superior de E
então existe uma cota superior b0 de E tal que b0 < b.

7. Lema. Seja B uma álgebra de Boole sem átomos. Dados x, y ∈ B, se
x ∧ y = 0 e x ∨ y < 1 então existem x1, y1 ∈ B com x < x1, y < y1,
x1 ∧ y1 = 0 e x1 ∨ y1 < 1.

Demonstração. Como (x ∨ y)′ > 0 e B não tem átomos, existe z ∈ B com
0 < z < (x ∨ y)′. Novamente, como B não tem átomos, podemos escrever
z = t ∨ w com t ∧ w = 0 e t, w > 0. Basta tomar então x1 = x ∨ t e
y1 = y ∨ w. �



3

Demonstração da Proposição 1. Nós construiremos as famı́lias

(Aα)α∈ℵ1 , (Bα)α∈ℵ1

por recursão em α fazendo com que as condições (a), (b) e (c) sejam sa-
tisfeitas e fazendo também com que [Aα] ∨ [Bα] < 1 (i.e., ω \ (Aα ∪ Bα)
seja infinito) para todo α ∈ ℵ1. Como base da recursão, podemos to-
mar simplesmente A0 = B0 = ∅. Dado α ∈ ℵ1, se os conjuntos Aβ e
Bβ estão definidos para β ≤ α, vamos definir os conjuntos Aα+1 e Bα+1.
Se Aα ∩ Bα = ∅ e [Aα] ∨ [Bα] < 1 então, como ℘(ω)/fin não tem átomos,
o Lema 7 nos permite obter X,Y ∈ ℘(ω) tais que [Aα] < [X], [Bα] < [Y ],
[X] ∧ [Y ] = 0 e [X] ∨ [Y ] < 1. Tomando Aα+1 = X \ Y e Bα+1 = Y então
[Aα+1] = [X], [Bα+1] = [Y ], de modo que [Aα] < [Aα+1], [Bα] < [Bα+1],
[Aα+1] ∨ [Bα+1] < 1 e Aα+1 ∩ Bα+1 = ∅. Além do mais, se Bα é bom para{
Aβ : β < α

}
então o Lema 2 nos diz que Bα+1 é bom para

{
Aβ : β < α

}
e portanto Bα+1 também é bom para:{

Aβ : β < α+ 1
}

=
{
Aβ : β < α

}
∪ {Aα}.

Finalmente, seja α ∈ ℵ1 um ordinal limite e suponha que os conjuntos Aβ e
Bβ estejam definidos para β < α. Vamos definir Aα e Bα. Supondo que:

(2) β < γ =⇒ [Aβ] < [Aγ ], [Bβ] < [Bγ ], β, γ < α

e que Aβ ∩Bβ = ∅ para todo β < α então:{
[Aβ] : β < α

}
,
{

[Bβ] : β < α
}

são subconjuntos incompat́ıveis, enumeráveis, dirigidos para cima e sem
maior elemento da álgebra de Boole ℘(ω)/fin. Como ℘(ω)/fin possui a
propriedade de separação enumerável, o Lema 5 nos dá B ∈ ℘(ω) tal que
[Aβ] ∧ [B] = 0 e [Bβ] < [B], para todo β < α. Pelo Lema 4 existe uma
seqüência estritamente crescente (αk)k∈ω de ordinais tal que α =

⋃
k∈ω αk;

obviamente podemos supor α0 = 0, de modo que:

α =
⋃
k∈ω

{
β : αk ≤ β < αk+1

}
é uma partição de α. Para cada k ∈ ω seja:

Ek =
{
Aβ : αk ≤ β < αk+1

}
⊂ ℘(ω).

Segue de (2) que a hipótese do Lema 3 a respeito dos conjuntos Ek é satisfeita:
de fato, dados k ∈ ω, E ∈ Ek e um subconjunto finito F de

⋃
i<k Ei então

E = Aβ para algum β tal que αk ≤ β < αk+1 e
[⋃

F∈F F
]

= [Aγ ] para

algum γ < αk. Dáı [Aγ ] < [Aβ] e E \
(⋃

F∈F F
)

é infinito. Se Bβ é bom

para
{
Aγ : γ < β

}
para todo β < α então Bαk+1

é bom para Ek para todo
k ∈ ω e portanto, pelo Lema 2, temos que B é bom para Ek para todo k ∈ ω.
O Lema 3 nos dá então um conjunto C ∈ ℘(ω) que é quase-incompat́ıvel
com:

E =
⋃
k∈ω
Ek =

{
Aβ : β < α

}
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e tal que B ∪ C é bom para E . Como B também é quase-incompat́ıvel
com E , tomando Bα = B ∪ C temos que Bα é quase-incompat́ıvel com E
e bom para E . O fato que Bα é quase-incompat́ıvel com E nos diz que
[ω \Bα] = [Bα]′ é uma cota superior para

{
[Aβ] : β < α

}
e, já que ℘(ω)/fin

possui a propriedade forte de separação enumerável, a Observação 6 nos dá
A ∈ ℘(ω) tal que [Aβ] < [A] < [Bα]′ para todo β < α. Dáı [A] ∧ [Bα] = 0
e [A] ∨ [Bα] < 1. Tomando Aα = A \ Bα então [Aα] = [A], de modo que
[Aβ] < [Aα] para todo β < α, [Aα]∨ [Bα] < 1 e Aα ∩Bα = ∅. Isso completa
a demonstração. �

8. Proposição. Se (Aα)α∈ℵ1, (Bα)α∈ℵ1 são famı́lias como no enunciado
da Proposição 1 então não existe C ∈ ℘(ω) tal que [C] é cota superior de{

[Aα] : α ∈ ℵ1
}

e [C] é incompat́ıvel com
{

[Bα] : α ∈ ℵ1
}

.

Demonstração. Suponha por absurdo que exista C como no enunciado. Para
todo α ∈ ℵ1 temos que Aα \ C e Bα ∩ C são finitos e portanto:

ℵ1 =
⋃
k∈ω

Γk,

onde:
Γk =

{
α ∈ ℵ1 : Aα \ C ⊂ k, Bα ∩ C ⊂ k

}
.

Dáı existe k ∈ ω tal que Γk não é enumerável. Sendo Γk um conjunto
bem-ordenado não enumerável, existe α ∈ Γk tal que

{
β ∈ Γk : β < α

}
é infinito. Mas se α, β ∈ Γk então Aβ \ C ⊂ k e Bα ∩ C ⊂ k, donde
Aβ ∩Bα ⊂ (Aβ \ C) ∪ (Bα ∩ C) ⊂ k. Isso mostra que:{

β ∈ Γk : β < α
}
⊂
{
β < α : Aβ ∩Bα ⊂ k

}
,

donde
{
β < α : Aβ ∩Bα ⊂ k

}
é infinito, contradizendo o fato que Bα é bom

para
{
Aβ : β < α

}
. �


