Dados B € p(w) e £ C p(w), dizemos que B é bom para £ se para todo
k € w o conjunto:
{Fe&:EnBCk}
é finito. Para B € p(w), denotamos por [B] € p(w)/fin a classe de equi-
valéncia de B.
Nés queremos demonstrar a seguinte:

1. Proposicao. Existem familias (Aa)aerys (Ba)acr, em p(w) tais que:
(a) sea,f €Ny ea < f entdo [An] < [Ag] e [Ba] < [Bgl;
(b) Au N By =0, para todo o € Ny;
(¢) para todo o € Wy, B, € bom para {Ag A< a}.
Precisamos de alguns lemas.
2. Lema. Dados B,C € p(w) e £ C p(w), se B é bom para € e [B] < [C]
entao C € bom para &.

Demonstragdo. Seja F' C w um conjunto finito tal que B C C'U F. Dado
k€ w,sejal €wtal que kU F C . E claro que:

{Eec&:EnCckic{EcE:ENBCIl}
e portanto {EES:EHCCk}éﬁnito. O

Dados B € p(w) e £ C p(w), dizemos que B é quase-incompativel com &
se [B] A [E] =0 (i.e., se BN E é finito) para todo F € &.

3. Lema. Sejam (Ek)rew uma seqiiéncia de subconjuntos enumerdveis de
pw) e & = Urew Ek- Suponha' que para quaisquer k € w, E € &, e para
todo subconjunto finito F de | J; 1, & o conjunto E'\ (UFE]C F) seja infinito.
Se B € p(w) € bom para &; para todo k € w entdo existe C € p(w) que €
quase-incompativel com & e tal que BUC € bom para £.

Demonstragao. Suponha £ # () (sendo o resultado é trivial). Seja ¢ : w — &
uma funcao sobrejetora. Para cada k € w seja F, C & a intersecao de
Ui<i & com a imagem de ¢[;. Dai Fj, é um subconjunto finito de (J; ., &i,
Fr C Frpy1 paratodo ke we £ = Ukew Fr.. Para k € w defina também:

G.={F€&:ENBCk},

de modo que G, é um subconjunto finito de . Para cada E' € Gy o conjunto
E\ (UFe]-‘k F) ¢ infinito e portanto possui um elemento zp > k. Sejam:

Ck:{xE:EEQk}Ep(w), kEw,

e C = Upep, Cr- Temos entao que C}, é finito e é disjunto de todo F' € Fy,.
Dado F' € £ temos que existe [ € w tal que F' € Fj para todo k > [ e
portanto o conjunto:

Fnc=JFEncy = JFEnC

kew k<l

1Essa hipétese implica em particular que os conjuntos & sdo dois a dois disjuntos. De
fato,se i < k, E € &, e F € &; entdo E \ F ¢ infinito e, em particular, F # F.
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¢ finito. Isso mostra que C' é quase-incompativel com £. Vamos mostrar que
BUC é bom para £. Dado k € w, temos:

{Ece:En(BUC)Cck}=|J{Ec&:En(BUC)CEk}.
lew
Para todo [ € w o conjunto:

(1) {Ec&:EN(BUC) Ck}

esta contido no conjunto finito {E €& ENBC k:} A demonstracédo estard
completa se verificarmos que o conjunto (1) é vazio para [ > k. Suponha que
existam [ > ke E €& com EN(BUC) C k. Dai ENB C k C [ e portanto
Ee€gG. Temosxp >1>k,ep e Eexgpe C;CC. Daizgp € EN(BUCQC)
e rp ¢ k, uma contradigdo. O

Temos agora um lema simples a respeito de ordinais enumeraveis.

4. Lema. Se o € um ordinal limite enumerdvel entao existe uma seqiéncia
estritamente crescente de ordinais (ag)rew tal que o = Jpe,, k-

Demonstragao. Como a # () é enumeravel, existe uma fungao sobrejetora
¢ : w — «a. Construa a seqiiéncia (ay)ke, por recursao fazendo o = ¢(0)
e a1 igual ao sucessor de oy U ¢(k + 1), para todo k € w. Dal ay > ¢(k)
para todo k € w e portanto a = (J;¢,, k- O

Agora precisamos de alguns lemas simples sobre algebras de Boole. Dois
subconjuntos £, F de uma &algebra de Boole B serao ditos incompativeis se
eNf=0paratodosec &, f€F. Sebe Be& C B diremos também que
b é incompativel com £ se b A e =0 para todo e € £.

5. Lema. Seja B uma dlgebra de Boole com a propriedade de separagao
enumerdvel. Se £, F sdo subconjuntos incompativeis enumerdveis de B
entdo F possui uma cota superior b € B que € incompativel com &.

Demonstragdo. Seja F' = {f' : f € F}. Como & e F sao incompativeis,
temos que £ < F’. Como B possui a propriedade de separacao enumeravel,
existe b € B que é uma cota superior para £ e uma cota inferior para JF’.
Dai o/ é uma cota superior para F que é incompativel com &. U

6. Observacao. Recorde que se uma algebra de Boole B possui a propriedade
forte de separacao enumeravel, se £ é um subconjunto enumeravel dirigido
para cima sem maior elemento de B e se b € B é uma cota superior de &
entao existe uma cota superior by de £ tal que by < b.

7. Lema. Seja B uma dlgebra de Boole sem dtomos. Dados x,y € B, se
x ANy =0ecxVy < 1 entdo existem x1,y1 € B com z < x1, y < y1,
1Ay =0ex; Vy <1.

Demonstragao. Como (z V y)’ > 0 e B nio tem atomos, existe z € B com
0 < z < (zVy). Novamente, como B nao tem atomos, podemos escrever
z=tVwcomtAw = 0et,w > 0. Basta tomar entao xr1 = z Vt e
Y1 =9y Vuw. ([l



Demonstracao da Proposicao 1. N6s construiremos as familias
(Aa>a€N17 (Boz)aENl

por recursao em « fazendo com que as condigoes (a), (b) e (c) sejam sa-
tisfeitas e fazendo também com que [A,] V [Ba) < 1 (ie., w\ (Aq U By)
seja infinito) para todo o € N;. Como base da recursdao, podemos to-
mar simplesmente Ag = By = (. Dado a € Rj, se os conjuntos Ag e
Bg estao definidos para 8 < a, vamos definir os conjuntos An41 € Bayi.
Se Ao N By =0 e [Ay] V [Ba] < 1 entao, como p(w)/fin ndo tem dtomos,
o Lema 7 nos permite obter X,Y € p(w) tais que [A,] < [X], [Ba) < [Y],
[X]A[Y]=0e [X]VI[Y] <1 Tomando Ap41 = X \Y e Bot1 =Y entdo
[AOH-l] = [X]7 [BOC-H] = [Y]a de modo que [Aoz] < [AoH—l}v [Boc] < [Ba+1]7
[Aat+1] V [Bat1] < 1€ Aqy1 N Bay1 = 0. Além do mais, se B, é bom para
{AB 0 < a} entao o Lema 2 nos diz que B,41 é bom para {Ag B < a}
e portanto B,41 também é bom para:

{Ag:B<a+1}={Az: B <a}U{4.}.

Finalmente, seja o € Ny um ordinal limite e suponha que os conjuntos Ag e
Bpg estejam definidos para 8 < «. Vamos definir A, e B,. Supondo que:

(2) B<y=[4p] <[4, [Bs] < [B,], B,7<«
e que Ag N Bg = () para todo § < « entao:
{[Aﬂ]:ﬂ<04}, {[B/@]:B<Ck}

sao subconjuntos incompativeis, enumeraveis, dirigidos para cima e sem
maior elemento da dlgebra de Boole p(w)/fin. Como p(w)/fin possui a
propriedade de separagdo enumerével, o Lema 5 nos d4 B € p(w) tal que
[Ag] AN [B] = 0 e [Bg] < [B], para todo § < a. Pelo Lema 4 existe uma
seqiiéncia estritamente crescente (o )rew de ordinais tal que oo = Uk@ Qa;
obviamente podemos supor ag = 0, de modo que:

a:U{ﬂ:ak§ﬂ<ak+1}

kEw
¢ uma particao de . Para cada k € w seja:
EL = {Ag o < B < Otk+1} C p(w)
Segue de (2) que a hipétese do Lema 3 a respeito dos conjuntos & é satisfeita:
de fato, dados k € w, £ € & e um subconjunto finito F de | J, ;& entao
E = Ag para algum f tal que o, < 8 < gy € [UFG]_- F] = [A,] para
algum v < ay. Daf [A,] < [Ag] e E\ (UperF) ¢ infinito. Se Bg é bom
para {Av ty < B} para todo 8 < « entao By, ,, ¢ bom para & para todo
k € w e portanto, pelo Lema 2, temos que B é bom para & para todo k € w.

O Lema 3 nos dé entdo um conjunto C' € p(w) que é quase-incompativel
com:

e=J&={4s:8<a}

kew
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e tal que BU C é bom para £. Como B também é quase-incompativel
com &, tomando B, = B U C temos que B, é quase-incompativel com &
e bom para £. O fato que B, é quase-incompativel com &£ nos diz que
[w\ Ba] = [Ba]' ¢ uma cota superior para {[Ag] : B < a} e, j& que p(w)/fin
possui a propriedade forte de separacao enumeravel, a Observacao 6 nos da
A € p(w) tal que [Ag] < [A] < [B,) para todo 8 < a. Dai [A] A [By] =0
e [A] V [Ba] < 1. Tomando A, = A\ B, entao [A,] = [4], de modo que
[Ag] < [Aq] para todo 8 < o, [Aa] V [Ba] < 1e Ay N By = 0. Isso completa
a demonstragao. O

8. Proposicao. Se (Aa)aer,, (Ba)aer, sdo familias como no enunciado
da Proposi¢do 1 entdo nao existe C € p(w) tal que [C] € cota superior de
{[Aa] : @ € X1} € [C] € incompativel com {[Ba] : v € Ry }.

Demonstragao. Suponha por absurdo que exista C' como no enunciado. Para
todo a € Ny temos que A, \ C e B, N C sao finitos e portanto:

Ny =T,

kew
onde:
Ip={aeR :4,\C Ck, B,NC Ck}.
Dal existe £k € w tal que I'y nao é enumeravel. Sendo I'y, um conjunto
bem-ordenado nao enumeravel, existe a € I'y tal que {B el : B < a}
é infinito. Mas se a, € T’y entdo Ag \ C C ke B,NC C k, donde
AgN B, C (Ag\ C)U (BN C) C k. Isso mostra que:

{ﬂefk:6<a}C{ﬁ<a:A5ﬂBaCk},

donde { B<a:AgNB, C k} ¢é infinito, contradizendo o fato que B, é bom
para {Ag A< a}. O



