Se B é uma algebra de Boole e x € B, denotamos por (x) o ideal principal
gerado por x:

() ={beB:b< z}.

1. Teorema. Seja B uma dlgebra de Boole tal que para todo x € B\ {0},
o ideal (x) contém uma anti-cadeia nao enumerdvel. FEntao, dada uma
seqiiéncia’ (ap)new em B\ {0}, existe uma seqiiéncia (by)new em B\ {0}
de elementos dois a dois disjuntos tal que b, < a,, para todo n € w.

Demonstragdo. Dado um subconjunto X de B e um elemento a € B, denote
por X(a) o conjunto dos elementos de X que nao sao disjuntos de a:

X(a)={zeX:zNa#0}.

Nés vamos mostrar que existe uma anti-cadeia X C B\ {0} tal que X (a,)
¢ infinito, para todo n € w. Uma vez que X tenha sido obtido, terminamos
a demonstracao do teorema da seguinte forma: definimos uma seqiiéncia
(Tn)new em X recursivamente escolhendo, para cada n € w, =, € X(a,) tal
que z, & {xl 1< n} Tomando b, = x, A a, obtemos a seqiiéncia (by,)new
desejada.

Passemos a demonstragao da existéncia de X: o nosso plano é construir
uma seqiiéncia crescente (X, )new de anti-cadeias X,, C B\ {0} tal que, para
todo n € w, valem as duas seguintes condigoes:

(i) para todo m € w, ou Xy, (ay,) =0 ou X, (a,,) é ndo enumerdvel;

(ii) se n > 1 entdao X, (an—1) é ndo enumeravel.
Tome Xp = (. Assumindo que uma anti-cadeia X,, satisfazendo (i) e (ii)
tenha sido definida, vamos definir uma anti-cadeia X, 11 D X, da seguinte
forma. Se X, (a,) é ndo enumerdvel, tomamos simplesmente X, 11 = X,,.
Sendo, temos X, (an) = 0. Isso significa que X,, C (a},). Como a, # 0,
o ideal (ap) contém uma anti-cadeia nao enumeravel Y. Note que X,, UY
é uma anti-cadeia. Seja Z C Y a uniao de todos os conjuntos da forma
Y(am), m € w, que forem enumeraveis:

Z = U {Y(am) : m € w, Y(am) ¢ enumerdvel }.
Evidentemente Z é enumeravel e:
Yo=Y \Z

é nao enumeravel. Tome X, ;; = X, UYy. Dai X, é uma anti-cadeia
contendo X,,. Temos que X,,11(a,) = Yy é ndo enumerdvel. Para concluir
a construgao, falta verificar que, para todo m € w, ou X, 11(an) = 0 ou
Xn+1(am) é ndo enumeravel. Dado m € w, se Y(a,,) é ndo enumeravel,
entdo também Yj(ay,) é ndo enumeravel, ja que a diferenca entre Y (a,,) e
Yo(anm,) estd contida em Z, que é enumeravel. Nesse caso X, 11(ay,) é nao
enumeravel, ja que contém Yy(ay,). Se Y (ay,) é enumerdvel entao Y (a,,) estd

10 resultado também vale para uma seqiiéncia finita. Note que nao estamos supondo
que os a, sejam distintos, entdo podemos completar qualquer seqiiéncia finita (a;)i<n até
uma seqiiéncia infinita (a;);e. fazendo a; = 1 para i > n.
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contido em Z, donde Y (a,,) é disjunto de Y; e portanto Yy(a,,) = 0. Nesse
caso X,i1(am) = Xp(am) e, por (i), temos que X, (ay,) = 0 ou X, (ay,) é
nao enumeravel.

Uma vez completada a construgao dos Xy, tome X = J,c,, Xn. Dai X
¢ uma anti-cadeia e, para todo n € w, temos X (a,) D X,+1(ay) e portanto
X (an) é nao enumeravel (e em particular infinito). O

Se A ¢ uma algebra de Boole, A é uma subélgebra de Aexz e A, deno-
tamos por A[x] a subdlgebra de A gerada por AU {z}. Recorde que:

Alz] = {(yAz)V (2 A2) 1 y,z € A}.

Se B ¢ uma outra dlgebra de Boole e h : A — B ¢ um homomorfismo entao,
dado b € B, existe no méximo um homomorfismo h : Afz] — B que estende
h e tal que h(x) = b. Temos que uma tal extensao h existe se e somente se
vale que:

h(a) <0,
para todo a € (x) N A e:

h(a) <V,

para todo a € (z') N A. Temos o seguinte:

2. Lema (critério de injetividade da extensao). Sejam A, B dlgebras de
Boole, A uma subdlgebra de A, x € A, h : A — B um homomorfismo e
h : Alz] — B um homomorfismo que estende h. Seja b = h(x). Considere
0s sequintes ideais de A:

I=(z)nA, J=(2)NnA,
K={ivj:iel, jeJ}
e seja U= A\ K. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) h € injetor;
(ii) h € injetor e para todo uw € U temos que h(u) nao é menor ou igual

a b nem menor ou igual a b'.

Demonstra¢io. Assuma que h seja injetor. Entdo obviamente h ¢ injetor
também. Seja u € U. Se tivéssemos h(u) < b entdo h(u) < h(z) e, como
h é um isomorfismo sobre sua imagem, segue que u < z. Dafu € I C K,
contradizendo u € U. Similarmente, ndo podemos ter h(u) < b'. Agora
assuma (ii) e vamos mostrar que h é injetor. Seja a € Alx] com h(a) = 0.
Devemos mostrar que a = 0. Podemos escrever:

a=(yAz)V(zA2'),
com y,z € A. Dalf:

donde:
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De h(y) Ab =0 vem h(y) <V e, por (ii), ndao podemos ter y € U. Assim
y € K e podemos escrever y =iV j,comi,j € A, 1 <xzej<z'. Mas:

0=h(y) Ab= (h(i) Ab) V (h(j) Ab) = h(i) N b= h(i),
jad que h(j) < b e h(i) < b. Como h é injetor, segue que i = 0 e portanto
y = j, donde y A z = 0. Um argumento similar partindo de h(z) Ab =0
nos dd z A ' = 0, donde a = 0. O

Vejamos agora algumas propriedades de p(w)/fin.

3. Lema (propriedade de separacao enumeravel). Sejam (2n)new, (Yn)new
seqiiéncias em p(w)/fin tais que x,, < Y, para todos n,m € w. Entao eriste

z € p(w)/fin tal que x, < z e z <y, para todo n € w.

Demonstragdo. Para cada n € w, sejam X,,,Y,, € p(w) representantes de
Ty, Yn, respectivamente. Para cada n € w, seja:

)?n:Xnm< N Ym>.
m<n

Como x, A ( /\mgn ym) = x,, temos que X, também é um representante de
x,. Note que: N
n>m=— X, C Yy,
para todos n,m € w. Sejam:
Z=\]J X

new

e z € p(w)/fin a classe de Z € p(w). Obviamente temos z,, < z, para todo
n € w. Seja m € w. Para mostrar que z < y,,, devemos mostrar que o
conjunto Z \ Y,, é finito. Temos:

Z\ Y = | J(Xn\ V).
ncw
Como )?n C Y,, para n > m, temos:
Z\ Y = |J (Xa\ V).
n<m

Mas, como z,, < y,,, temos que o conjunto )?n \ Y,, é finito para todo n e
portanto Z \ Y, é finito. O

4. Corolario. Sejam (Tn)new, (Yn)new seqiiéncias® em p(w)/fin tais que:
Tn A\ Ym =0,

para todos n,m € w. Entao existe z € p(w)/fin tal que x, < z ey, < 2/,
para todo n € w.

Demonstragao. Aplique o lema para as seqiiéncias (zp)new € (Y, )new.- O

20 resultado também vale para seqiiéncias finitas, pois podemos completar qualquer
seqiiéncia finita até uma seqiiéncia infinita acrescentando uma infinidade de zeros.
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5. Lema. Uma anti-cadeia infinita enumerdvel em p(w)/fin nao é mazximal,
i.e., se (Tpn)new € uma seqiéncia de elementos nao nulos dois a dois disjuntos
em p(w)/fin entdo existe y € p(w)/fin nao nulo tal que x, Ny = 0, para
todo n € w.

Demonstragdo. Para cada n € w, seja X,, € p(w) um representante de .
Para cada n € w, defina:

)N(n:Xn\(UXi).

Como z, A (\/Kn xi)/ = x,, temos que )?n também é um representante de
ZTn. Além do mais, os conjuntos )~(n, n € w, sao dois a dois disjuntos (e
infinitos, ja que x, # 0). Seja Y C w um conjunto que contém exatamente
um elemeno de cada X, e seja y € p(w)/fin a classe de Y. Dai Y & infinito,

de modo que y # 0. Além do mais, para todo n € w temos que Y N X, é
unitario, donde y A z,, = 0. [l

6. Corolario. SejaC C p(w)/fin uma colegao enumerdvel com a propriedade
da intersecdo finita, i.e., dadosn > 1 e xy,...,z, € C entio N\ z; # 0.
Entao C possui uma cota inferior nao nula.

Demonstracao. Se C é vazia o resultado é trivial. Senao, escreva:
C= {xn n e w}.
(Os x,, podem nao ser distintos.) Para cada n € w, seja:
Yn = /\ L4,
i<n

de modo que (yn)new € uma seqiiéncia decrescente de elementos nao nulos.
Como vy, < x, para todo n € w, é suficiente mostrar que {yn :n € w}
possui uma cota inferior nao nula. Seja:

&= {yé}U {yn/\yf,H_l n Ew}.

Temos que £\ {0} é uma anti-cadeia. Se tivermos y, > y,+1 apenas para um
numero finito de indices n € w entao a seqiiéncia (Y, )ne, é eventualmente
constante e portanto {yn 'n € w} possui uma cota inferior nao nula. Senao,
temos que £ ¢ infinito enumerdvel e portanto o lema nos diz que existe
z € p(w)/fin ndo nulo tal que z A e = 0 para todo e € &, i.e.:

ZAY =0, ZAYnAYpy) =0, n€w.
Segue (por inducao em n) que z < y,, para todo n € w. U

7. Lema. Se z € p(w)/fin é nao nulo entdo o ideal (x) contém uma anti-
cadeia de cardinalidade 2°.
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Demonstragao. Seja X € p(w) um representante de z. Entdao X é um
conjunto infinito enumeravel. Logo existe® uma familia (X,) acato de sub-
conjuntos infinitos de X tais que X, N Xz ¢é finito sempre que o # 3. Se x4
denota a classe de X, entao {a:a o€ QNO} é uma anti-cadeia de cardinali-
dade 2% contida em (x). O

8. Lema. A dlgebra p(w)/fin ndo tem dtomos.

Demonstragao. Dado x € p(w)/fin ndo nulo entdo um representante X de
x é um subconjunto infinito de w e portanto podemos escrever X =Y U Z,
comYNZ =(eY, Z infinitos. Se y, z denotam, respectivamente, as classes
deYeZentsor=yVz,yAnz=0,y#0ez#0. O

9. Teorema. Sejam A uma _dlgebra de Boole, A uma subdlgebra enumerdvel
de A, B = p(w)/fin ex € A. Se h : A — B é um homomorfismo injetor
entdo h estende-se a um homomorfismo injetor de Alz] em B.

Demonstragdo. Em vista do critério usual para existéncia de extensoes de
homomorfismos de A para A[z] e do Lema 2, nés devemos mostrar que existe
b € B satisfazendo as seguintes condigoes (I, J, K e U sao definidos como
no enunciado do Lema 2):

(a) b é cota superior de h(I) e b’ é cota superior de h(J);
(b) para todo u € U, h(u) ndo é menor ou igual a b nem menor ou igual
alb.
Dai h se estenders de modo tinico a um homomorfismo h : Alz] — B tal que
h(x) = b e essa extensao serd ainda injetora.
Passemos entdo a prova da existéncia de b € B satisfazendo (a) e (b).
Para cada u € U, considere o conjunto:

Co={h(uAk):keK}={h(u)Ah(k) :keK}.

Como o ideal K é fechado por disjuncoes finitas, segue que C, é fechado por
conjuncoes finitas. Além do mais, para k € K nao podemos ter u A k' = 0
(pois K é um ideal, de modo que u A k' = 0 implica v < k e u € K).
Como h é injetor, segue que todos os elementos de C,, s&o nao nulos. Assim,
Cy (é enumeravel e) tem a propriedade da intersecao finita e portanto o
Corolario 6 nos d4 uma cota inferior ndo nula ¢, € B para C,. Em vista do
Lema 7, a dlgebra B satisfaz a hipotese do Teorema 1 e portanto, ja que U
é enumeravel, existe uma familia (z,)ycp de elementos dois a dois disjuntos
nao nulos de B tal que z, < ¢, para todo u € U. Assim, z, também é uma
cota inferior néo nula para C,; isso significa que:

2y < h(u),
para todo u € U e que:
(1) zu AN h(k) =0,

3Aquele truque de considerar seqiiéncias de racionais que tendem a cada irracional.



6

para todos u € U, k € K. Como B nao tem dtomos (Lema 8), podemos
escrever cada z, como z, = Xy V Yy, com Ty Ay, = 0 € Ty, yy, # 0. Considere
os seguintes subconjuntos enumeraveis de B:

E=h(I)U{zy:ueU}, F=h(J)U{y,:uecU}.

Afirmamos que todo elemento de £ é disjunto de todo elemento de F. De
fato, como todo elemento de I é disjunto de todo elemento de J, segue que
todo elemento de h(I) é disjunto de todo elemento de h(J). Além do mais,
segue de (1) (e de I,J C K) que todo elemento de h(I) é disjunto de todo
Yu, u € U, e que todo elemento de h(J) é disjunto de todo x,, u € U.
Finalmente, como z, A z, = 0 para u,v € U distintos e como x, Ay, = 0
para todo u € U, segue que x, A 4y, = 0, para todos u,v € U. Em vista do
Corolério 4, existe b € B tal que b é uma cota superior de £ e b’ é uma cota
superior de F. Segue entdo que b é uma cota superior de h(I) e ' é uma
cota superior de h(J), i.e., (a) vale. Mostremos que (b) vale. Seja u € U.
Se fosse h(u) < b entao:

Yu < 2y < h(u) < b,

ey, <V, pois y, € F. Isso contradiz vy, # 0. Similarmente, nao pode ser
h(u) <V, sendo z, <V e x, <b. Isso completa a demonstragao. O

10. Teorema. Seja A # {0} uma dlgebra de Boole cujo cardinal | A| é menor
ou igual a Ny e seja B = p(w)/fin. Entao existe um homomorfismo injetor

h: A— B.

Demonstracao. Escreva:
A= {aa:a<N1}.

(Os aq podem nao ser distintos.) Para cada a < Np, seja A, a subdlgebra
de A gerada por {ag : 8 < a}. Dal Ay = {0,1}, Aag1 = Aalas] para
todo o € Ny e A, = U5<a Ag, para todo ordinal limite a@ € R;. Eviden-
temente, cada subélgebra A, é enumerdavel e A = |J, - A,. Usando o
Teorema 9 construimos facilmente, usando recursao, uma familia (hq)a<x,
de homomorfismos injetores h, : Ay — B, de modo que hg estende h, sem-
pre que o < 8. A unido de todos 0s hy nos dd um homomorfismo injetor
h: A— B. O

11. Corolario. Seja A # {0} wma dlgebra de Boole cujo cardinal |A| €
menor ou igual a Ry. Se A € completa entao A € um retrato de B = p(w)/fin.

Demonstra¢do. Seja h : A — B um homomorfismo injetor. Como A é
completa, o homomorfismo h~1 : h(A) — A estende-se a um homomorfismo
r:B— A. Temos que h: A — B é um inverso & direita para r. O



