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CAPITULO 1

Limite e continuidade

1. Definigoes e propriedades basicas

DEFINIGAO 1.1 (fungdo continua). Seja f : D — R uma fungao com
D C R. Dado a € D, dizemos que f é continua no ponto a se para todo
e > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo x € D, temos:

(1.1) |t —al <d = |f(x) — f(a)] <e.
Dizemos que f é continua se for continua em todo ponto a € D.

Intuitivamente, f é continua no ponto a se o valor de f em z é préximo
do valor de f em a quando z é préximo de a.

DEFINIGAO 1.2 (ponto de acumulagao). Seja D C R. Dizemos que a € R
é um ponto de acumulacdo de D se para todo r > 0 existe x € D tal que
r#ael|lr—al<r.

Note que um ponto de acumulacao de D pode pertencer ou nao a D.

EXEMPLO 1.3. Se D é um intervalo (com mais de um ponto), entao os
pontos de acumulacdao de D sao os pontos de D e mais as extremidades de
D. Assim, digamos, se D = ]0, 3], entdao os pontos de acumulagao de D
sao os pontos do intervalo fechado [0,3]. Se D é o conjunto dos nimeros
racionais ou o conjunto dos ntmeros irracionais, entao todo ntimero real é
um ponto de acumulacao de D. Se D é o conjunto dos ntimeros inteiros,
entao D nao possui pontos de acumulacao.

DEFINIGAO 1.4 (ponto isolado). Seja D C R. Um ponto isolado de D é
um ponto a € D que nao é ponto de acumulacao de D.

Em outras palavras, a é um ponto isolado de D se a é um ponto de D e
existe um r > 0 que isola a em D, isto é, a é o tinico ponto de D no intervalo
la—r,a+r[.

DEFINIGAO 1.5 (limite). Seja f : D — R uma fungdo com D C R e seja
a € R um ponto de acumulagao de D. Dizemos que L € R é o limite de f
no ponto a e escrevemos L = lim,_,, f(z) se para todo € > 0, existe § > 0
tal que para todo = € D, temos:

(1.2) O0<|r—al<d=|f(x)—L|<e.

Intuitivamente, o limite de f no ponto a é (se existir) o valor L do qual
f(x) se aproxima a medida em que = tende a a, mas mantendo-se diferente
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de a. Em outras palavras, f(x) tende a L quando x tende a a, mas sem
chegar em a. A parte do “sem chegar” estd codificada na definicao rigorosa
acima na desigualdade 0 < |z —a| que aparece no antecedente de . Essa
desigualdade diz simplesmente que x deve ser diferente de a. Em outras
palavras, f(z) s6 precisa ficar proximo de L (a menos de uma margem de
erro €) quando x estd préximo de a (a menos de uma margem de erro §),
mas se z for diferente de a. E necessério que a seja um ponto de acumulagao
de D, ja que x s6 pode “se mover” por dentro de D e se a nao é ponto de
acumulacao de D, entao nao é possivel se aproximar de a sem chegar em a
por dentro de D.

O fato que podemos usar o artigo definido “o” na Definigao (em vez
do artigo indefinido “um”) depende do teorema a seguir.

TEOREMA 1.6 (unicidade do limite). Seja f : D — R uma fun¢do com
D C R e seja a € R um ponto de acumulacdo de D. Existe no mdzimo um
L e R tal que “L € o limite de f no ponto a”, isto €, existe no mdzrimo um
L € R tal que vale a condi¢do: para todo € > 0, existe § > 0 tal que para
todo x € D, temos:

O0<|r—al<d=|f(x)—L|<e.

E por causa do Teorema que podemos usar a notagao limg_, f(z)
para o limite de f no ponto a, quando ele existir; se nao fosse pela unicidade,
essa notacao seria ambigua. Nos vamos omitir a demonstragao desse e de
varios outros teoremas, mas vale a pena comentar que a hipotese de que
a seja ponto de acumulagao de D é crucial para o Teorema Se a nao
fosse ponto de acumulacao de D, entao poderiamos encontrar um & > 0
que isola a de D, isto é, de modo que nao ha nenhum x € D satisfazendo
o antecedente da implicacao em . Nesse caso, qualquer numero real L
seria um limite de f em a, ja que nao haveria possiveis contra-exemplos para
a implicacao (|1.2)).

Comparando as defini¢oes de limite e continuidade, vé-se facilmente que

vale o seguinte.

TEOREMA 1.7 (relac@o entre limite e continuidade). Seja f : D — R
uma fungdo com D C R e seja a € D. Se a é um ponto de acumulagdo de
D, entao f € continua no ponto a se, e somente se, o limite lim;_,q f(x)
existe e € igual a f(a).

DEMONSTRAGAO. Note que colocando L = f(a), as Definigdes e
ficam idénticas, exceto que no antecedente da implicacao aparece

0<|z—a|l<od

em vez de |x —a| < §. Mas para L = f(a) isso nao faz diferenga, ja que
se |z —a| = 0 entdo x = a e portanto o consequente |f(x) — L| < ¢ vale
automaticamente, pois |f(xz) — L| = 0. O

O que acontece se a € D nao for um ponto de acumulacao de D?
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TEOREMA 1.8 (continuidade no ponto isolado). Seja f : D — R uma
funcao com D C R e seja a € D. Se a € um ponto isolado de D, entao f €
continua no ponto a.

DEMONSTRAGAO. Note que se § > 0 isola a em D, isto é, se a for o
tnico ponto de Ja — d,a + §[ N D, entéo esse § funciona para qualquer & > 0
dado. De fato, nesse caso o Unico = que satisfaz o antecedente da implicagao
é © = a e para esse valor de x o consequente |f(z) — f(a)| < € vale
automaticamente, ja que |f(z) — f(a)| = 0. O

Os préximos dois teoremas nos dao exemplos bem simples de fungoes
continuas.

TEOREMA 1.9 (continuidade da fungao constante). Para qualquer ¢ € R,
a funcdo f: R — R que € constante e igual a c, isto ¢, a funcdo dada por

f(z) =c¢,
para todo x € R, € continua.

DEMONSTRAGAO. Dado um ¢ > 0, note que qualquer 6 > 0 serve, ji
que

[f(x) = fla)| =0 <e,

para quaisquer x,a € R. O

TEOREMA 1.10 (continuidade da fungao identidade). A fungao identi-
dade f: R — R, isto €, a fungao f: R — R dada por

flz) ==,
para todo x € R, € continua.
DEMONSTRAGAO. Dado um & > 0, tomamos § = €. Daf
[z —al <d=|f(z) — fla)| =z —a| <é =k,
para quaisquer z,a € R. ]
DEFINIGAO 1.11 (soma e produto de fungoes). Se
f:D—>R e g:D—>R

sao funcgoes com o mesmo dominio D, definimos a soma f + g e o produto
fg das funcoes f e g como sendo as fungoes com dominio D definidas por:

(f+9)@) = fz)+g(x) e (fg)(x)=f(z)g(x),
para todo z € D.
TEOREMA 1.12 (limite da soma e do produto). Sejam
f:D—>R e g:D—>R

funcées com D C R e seja a € R um ponto de acumulagdo de D. Se os
limites limy_,q f(x) e limy_,, g(x) existem, entdao os limites lim,_q(f+g)(x)
e limy_,(fg)(z) também existem e:

lim (f +¢)(z) = lim f(z) + lim g(z), lim(fg)(z) = lim f(z) lim g(z).

r—ra
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COROLARIO 1.13 (continuidade da soma e do produto). Sejam
f:D—>R e g:D—=R

funcées com D C R e sejaa € D. Se f e g sao continuas no ponto a, entdo
f+g e fg também sdo continuas no ponto a.

DEMONSTRAGAO. Se a é ponto isolado de D, o resultado é trivial, por
causa do Teorema [I.8 Por outro lado, se a é um ponto de acumulagao de
D usamos o Teorema [1.12| como segue:

lim ( + g)(x) = lim f(z) + lim g(z) = f(a) + g(a).
lim (fg)(x) = lim f(z) lim g(2) = f(a)g(a). O

DEFINIGAO 1.14 (polinémio). Uma fung¢ao polinomial (ou simplesmente
polindmio) é uma funcao f : R — R dada por

f(.%‘) = apz" + an—lwni1 + -+ a1x + aop,
para todo x € R, em que os coeficientes ag, aq,...,a, € R sdo fixados.
COROLARIO 1.15. Toda fun¢do polinomial é continua.

DEMONSTRAGAO. Basta notar que toda func¢ao polinomial pode ser ob-
tida das fungoes identidade e de funcoes constantes fazendo somas e produ-
tos. [l

DEFINIGAO 1.16 (quociente de fungoes). Se f: D - Reg: D — R sao

fungoes com o mesmo dominio D e se g(z) # 0 para todo € D, podemos

I

definir o quociente 5 como sendo a funcao com dominio D definida por

(L) =12,

g 9(x)
para todo z € D.

TEOREMA 1.17 (limite do quociente). Sejam f: D — R eg: D — R
fungoes com D C R. Suponha que g(x) # 0, para todo x € D. Seja a € R
um ponto de acumulagdo de D. Se os limites lim,_,, f(x) e limy_, g(x)
existem e se lim,_,, g(x) # 0, entdo o limite lim,_, (5)(@') também existe
e:

lim
Tr—a

(f ) r) = lim,_q f()

E - limg g g()

COROLARIO 1.18. Sejam f: D — R eg: D — R fungdes com D C R.
Suponha que g(xz) # 0, para todo x € D. Dado a € D, se f e g sao continuas
no ponto a, entao 5 € continua no ponto a.

DEMONSTRAGAO. Similar & prova do Coroldrio [1.13] O
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Na pratica, a hipdtese de que g(z) # 0 para todo = € D nao é realmente
necessaria no Teorema [1.17] e no Corolario [1.18} essa hipotese sé esta 14
porque, sem ela, ndao podemos definir a funcao quociente % com O mesmo
dominio D que as fungoes f e ¢ tinham. No entanto, ndo hé problema se g
se anula em alguns pontos: podemos simplesmente considerar as restri¢ées
das fungoes f e g ao conjunto dos pontos x € D tais que g(z) # 0 antes de
formar o quociente e aplicar o Teorema [1.17] e o Corolario [1.18, Restrigoes
de funcao sao discutidas na préoxima secao.

2. Restricao de fungao

DEFINIGAO 2.1 (restri¢dao). Sejam A e B conjuntos, f : A — B uma
funcao e S um subconjunto de A. A restricao de f a S, denotada por f|g,
¢é a funcao com dominio S e contradominio B que possui nos pontos de S o
mesmo valor que a funcao f possui nesses pontos, isto é

(fls) (@) = f(=),
para todo x € S.

Em outras palavras, restringir uma fungao f : A — B para o conjunto S
significa diminuir o dominio de f de A para .S, isto é, jogar fora do dominio
de f os pontos que nao estdo em S.

Seja f: D — R com D C R esejaa € R um ponto de acumulacao de D.
Como vimos, o limite lim,_,, f(x) é (se existir) o nimero real do qual f(x) se
aproxima quando x tende a a, sem chegar, mantendo-se dentro do dominio
D de f, evidentemente. Se S é um subconjunto de D e a for um ponto de
acumulagao de S, podemos considerar também o limite em a da restrigdo
fls- Esse seria o nimero real do qual f(x) se aproxima quando x tente a
a, sem chegar, mas mantendo-se apenas dentro de S. Em outras palavras,
quando tomamos o limite de f|g, os valores que f assume em pontos fora
de S sao desconsiderados. Temos que se f(z) se aproxima de L quando x
tende a a com = € D entdo f(x) também se aproxima de L quando x tende

7

a a apenas por dentro de S. E o que diz o préximo resultado.

TEOREMA 2.2 (limite da restrigdo). Seja f : D — R uma func¢ao com
D C R. Sejam S um subconjunto de D e a € R um ponto de acumulagao
de S. Nesse caso, a também € ponto de acumulacao de D. Além do mais,
se f possui limite no ponto a, entao f|s também possui limite no ponto a e
o limite de f|s mo ponto a € igual ao limite de f no ponto a.

DEMONSTRACAO. Dado £ > 0, 0o mesmo § > 0 que existe em virtude do
fato que lim,_,, f(z) = L, nos mostra que lim,_,,(f|s)(z) = L. O

COROLARIO 2.3 (continuidade da restrigao). Seja f : D — R uma
fungdo com D C R. Sejam S wum subconjunto de D e a € S. Se f é
continua no ponto a, entio f|s € continua no ponto a.
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DEMONSTRAGAO. Se a é um ponto isolado de S, o resultado é trivial.
Se a é ponto de acumulacao de S, temos:

i (f])() = lim f(2) = f(a) = (fls) (o) 0

EXEMPLO 2.4 (funcao de Dirichlet). Considere a fungao f : R — R

definida por
1, sex €@,
flz) =
0, sexzeR\Q.

Dado a € R qualquer, podemos usar o Teorema para mostrar que o
limite de f em a nao existe. Fazemos assim: o limite de f(z) quando x
tende a a por valores racionais ¢é igual a 1. Melhor dizendo: a restricao f|q
de f a Q é a fungao constante e igual a 1 (restrita a Q). Essa funcao é
continua e portanto:

lim (f]g) (x) = 1.
Note que aqui é relevante que a é ponto de acumulacao de Q, caso contrario

nao poderfamos considerar esse limite de f|g em a. Similarmente, o limite
de f(x) quando z tende a a por valores irracionais é igual a 0, isto é:

;ig}l(f\]R\Q)(eT) =0.

Se o limite de f em a existisse, isto é, se lim,_,, f(z) = L para algum L € R,
entao o Teorema nos daria que:

lm(flg)() =L e lim(flq)() = L.
Dai L =0e L =1, o que é uma contradicao.

Um caso particular importante de limites de restrigdes de uma fungao f
sao os limites laterais, pela esquerda ou pela direita. No limite pela direita
em a, tomamos o limite da restricao de f apenas ao subconjunto do dominio
formado pelos pontos que sao maiores do que a. Similarmente, no limite
pela esquerda em a, consideramos a restricao de f apenas ao subconjunto
do dominio formado pelos pontos que sao menores do que a.

DEFINIGAO 2.5 (limites laterais). Seja f : D — R uma fungdo com
D C ResejaacR. Se a é um ponto de acumulacao de |a, +00[ N D, entao
o limite a direita de f em a, denotado por lim,_,,+ f(z), é definido como o
limite no ponto a da restricao de f a Ja,4+o0o[N D. Similarmente, se a é um
ponto de acumulacao de |—oo,a[ N D, entao o limite a esquerda de f em a ,
denotado por lim,_,,- f(z), é definido como o limite no ponto a da restri¢ao
de f a]—oo,a[ND.

A reciproca do Teorema nao vale em geral: se o limite de f em a
é L, entdao o limite de f|g em a é L, mas se o limite de f|g em a é L,
pode ser que o limite de f em a nao exista: se existir deverd ser igual a L,
evidentemente, pelo Teorema Mas pode nao existir. Por exemplo, se
f é a funcao de Dirichlet, entao lim,_,, f(z) nao existe, apesar do fato que
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lim,—q(f|g)(z) = 1. Quando z se aproxima de a por valores racionais, f(z)
se aproxima de (na verdade é igual a) 1. Mas quando = se aproxima de a
sem restrigoes, f(z) assume valores 0 e valores 1 e nao hd um valor limite.
Ha um caso importante, no entanto, em que a reciproca do Teorema
vale: é o caso em que S contém todos os pontos de D que sdo préximos
de a, exceto talvez pelo préprio ponto a. Aqui “préximo” quer dizer, “com
distancia menor do que r”, para algum r > 0 apropriado. Esse é o contetido

do proximo teorema.

TEOREMA 2.6 (o limite de f em a s6 depende dos valores que f(x)
assume para x perto, mas diferente, de a). Seja f : D — R uma fun¢ao com
D C R e sejaa € R um ponto de acumulacao de D. Seja S um subconjunto
de D com a sequinte propriedade: existe v > 0 tal que para todo x € D:

O<|z—a|<r=xz€S.

Nesse caso, a também é um ponto de acumulacdo de S. Além do mais, f
possui limite no ponto a se, e somente se, f|s possui limite no ponto a. Em
virtude do Teorema 2.2, esses dois limites sdo iguais se existirem.

DEMONSTRAGAO. Dado ¢ > 0, se tomamos o § > 0 que existe em virtude
do fato que lim,_,,(f|s)(z) existe, entdo ¢ = min{d, r} nos mostra que o
limite lim,_,, f(z) existe. Basta notar que se x € D ese 0 < |z —a| < ¢
entdo 0 < |z — a| < r e portanto = € S, pela nossa hipétese. O

EXEMPLO 2.7. Seja f : R — R a funcgao dada por

24+1, sex<2ex#0,
f(x) =< 13, se x =0,
3, se x > 2.
Vamos determinar o limite de f no ponto 0. Como para x perto de 0, mas
diferente de 0, temos que f(x) = 2 4 1, concluimos que:

li = lim(z2+1)=02+1=1
lim f(z) = lim(2” +1) = 07 + 7

j4 que o polindomio g(z) = 2% + 1 é uma funcdo continua. E o Teorema
que nos permite justificar esse raciocinio informal rigorosamente: para isso,
tomamos S = |—00,2[\ {0} e a = 0. Nesse caso, a hip6tese do Teorema
esté satisfeita: todo x proximo de a, mas diferente de a, estd em S. Mais
especificamente, se x # a dista de a menos do que r = 2, entdo x estd em
S. Como fls = g|s, em que g : R — R é dada por g(z) = 22 + 1 para todo
x € R, temos:

lim (f|s)(2) = lim(g|s)(z) = lim (2? + 1) = 1.

z—0 z—0 x

—0

O Teorema [2.6| nos diz entdo que lim,_,o f(z) também existe e ¢ igual a 1.
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Para finalizar, apresentamos um resultado que permite obter o limite
de f num ponto a a partir do limite no ponto a de varias restrigoes de
f. Digamos que o dominio D de f seja a unido de um ntmero finito de
conjuntos

Dy, Do, ..., Dy,

e que todas as restrigdes f|p, tenham o mesmo limite L no ponto a. Nesse
caso, f terd também limite L no ponto a. Em outras palavras, se conside-
ramos varias maneiras pelas quais x pode tender a a (x tendendo a a por
dentro de D;, x tendendo a a por dentro de Do, etc) e se f(z) tende a L
para qualquer uma delas, entao concluimos que lim,_,, f(z) = L, desde que
essas varias maneiras de z tender a a esgotem todas as possibilidades (isto
é, desde que D seja igual a D1 U Dy U...U D).

TEOREMA 2.8. Seja f: D — R uma funcdo com D C R e sejaa € R

um ponto de acumulacdo de D. Sejam D1, Do, ..., D, subconjuntos de D
tais que

(2.1) D=DiuUDyU...UD,

e tais que a seja ponto de acumulacdo de D;, para todo i = 1,2,...,n. Se
para um certo L € R os limites em a de f|p, existem e sdo iguais a L para
todoi=1,2,...,n, entao o limite de f em a existe e € igual a L.

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0, se ¢; > 0 existe em virtude do fato que
lim (f[,)(z) = L.
entdo 6 = min{dy,...,d,} nos mostra que lim,_,, f(x) = L. O

OBSERVAGAO 2.9. Usando o Teorema vemos que no Teorema
em vez de supor ([2.1]) é suficiente supor que existe r > 0 tal que, para todo
z€eD:

O<|z—al<r=xz€DiUDyU...UD,.
Em outras palavras, nao é necessario que todo ponto de D esteja coberto
por Dy UDsU. ..U D,, mas apenas que os pontos de D préximos de a, mas
diferentes de a, estejam cobertos por D1 U Dy U...U D,.

ExeEMPLO 2.10. Seja f: R — R a funcao dada por

_J22+3, sexeq,
J(@) = {m2, sex € R\ Q.

Como R =D;UDy com Dy =Q e Dy =R\ Q e como
lim (f|p,)(z) = lim(2z +3) =9, lim(f|p,)(x) = lim 2? = 9,
z—3 z—3 r—3 r—3

o Teorema [2.8| nos diz que

lim f(x) =9

r—3
também.
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O seguinte caso particular do Teorema [2.8 é muito importante.

TEOREMA 2.11 (relac@o entre limite e limites laterais). Seja f: D — R
com D C R e seja a € R. Suponha que a seja ponto de acumulagdo de
D Nla,+oo[ e de DN ]|—00,al. Temos que o limite limy_,, f(x) eziste e é
igual a L € R se, e somente se, ambos os limites laterais lim,_,,+ f(z) e
lim,_,,- f(x) existem e sao iguais a L.

DEMONSTRAGAO. Se lim,_,, f(x) = L, entao os limites laterais sao
também iguais a L, pelo Teorema Para obter a reciproca, simplesmenteﬂ
usamos o Teorema 2.8 com Dy = D N]—o0,al e Dy = D N]a, +ool. O

ExXEMPLO 2.12. Seja f: R — R dada por:

22 +4, sex>2,
-}

a3, se x < 2.
Temos:
lim f(z)=lim(2® +4)=22+4=8 e lim f(z)=lima®=2%=38,
z—27+ T—2 T2~ T—2

e portanto lim,_,o f(z) = 8, pelo Teorema

3. Mais exemplos de limites

Os limites muito faceis de calcular sao aqueles que podem ser calculados
usando diretamente os teoremas sobre limites de soma, produto e quociente
de fungoes (Teoremas [1.12] e e mais a continuidade de certas fungoes
“basicas” (Teoremas @ e que podem ser combinadas para formar
funcgoes mais complicadas. Por exemplo, considere a funcao

z? — 3z

fl@) = z+2

com dominio R\ {—2}. Vamos calcular lim,_,; f(z). Usando os teoremas
sobre limite de soma e produto e os teoremas sobre a continuidade das
fungoes identidade e da funcao constante, obtemos

)

lim (2% — 3z) = lim 2 lim z + lim (=3) limz =1-1-3 -1 = -2,
z—1 z—1 z— T— z—1
lim(x+2)=limz+1lim2=1+2=3,
z—1 z—1 z—1
e af usando o teorema sobre o limite do quociente (Teorema |1.17)) vem:

limg (2 — 32) 2

lim f(x) = =—c.

z—1 hmw_ﬂ(x + 2) 3

Alternativamente, podemos justificar esse resultado de forma mais direta
assim: como polinémios sao fungoes continuas (Coroldrio [1.15) e como o

1a rigor, temos D1 U D2 = D\ {a}, enquanto o Teorema pede que Dy U Dy = D.
Mas, veja a Observagdo
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quociente de fungoes continuas é continua (Corolério [1.18]), entdo a funcao
f € continua. Portanto:

lim () = /(1) = .

rz—1 3

Os limites mais interessantes, no entanto, sdo aqueles que nao podem
ser calculados diretamente da forma acima. Um caso comum é aquele em
que queremos calcular o limite de um quociente

mas nao podemos aplicar o Teorema porque o limite lim, ,, g(z) é
zero. Nos casos interessantes, precisamos encontrar truques espertos para
conseguir calcular o limite ou descobrir que ele nao existe. Vejamos um
exemplo simples.

ExeEMPLO 3.1. Considere a fungao

2 — a2 422 -8

1o)== 372

9

cujo dominio é o conjunto dos nimero reais x para os quais o denominador
é nao nulo. Como

lim (2% — 3z +2) =22 —-3-24+2=0,
T—2
o Teorema [1.17] nao se aplica. Note que também:

lim (22 — 22 422 —8) =23 - 22 +2.2 -8 = 0.

z—2

Assim, r = 2 é uma raiz tanto do polinémio que aparece no numerador
quanto do polinémio que aparece no denominador. Quando x = 2 é raiz de
um polinémio, podemos dividir esse polindmio por x — 2 obtendo resto nulo.
Fazendo essa divisao, obtemos:

-2 4+20-8=(-2)a’4+zx+4) e 22—3x+2=(z-2)(z—1).

Dali:

—2)(z? 4 2 4
lim f(x) = lim (z-2)(@" +o+ ):limix rrt .
x—2 r—2 (.’E*Q)(CC* 1) r—2 x—1

Esse dltimo limite é um daqueles limites muito faceis que podem ser calcu-
lados diretamente, j4 que o limite do denominador nao é zero. Dali:
224244

fi f(2) = — =5 — =10
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EXEMPLO 3.2 (um limite interessante que nao existe). Considere a fun-
¢ao f: R\ {0} — R dada por f(z) = sen %, para todo x # 0. Vejamos que o
limite lim,_,o f(x) nao existe. Note que a fungao seno se anula em qualquer
ponto que seja um multiplo inteiro de 7. Dai, f se anula nos reciprocos dos
multiplos inteiros de m. Portanto, f se anula em todo ponto do conjunto:

1
A_{km .k_1,2,3,...}.
Sabemos também que a func@o seno vale 1 em qualquer ponto da forma
5 + 2km, com k € Z. Dai, f vale 1 em qualquer ponto do conjunto:

1
B:{i:k:1,2,3,...}.
5+ 2km

Nao ¢ dificil ver que zero é um ponto de acumulacao tanto de A como de B:
qualquer intervalo |—r,r[, com r > 0, contém uma infinidade de pontos de
A e uma infinidade de pontos de B. Podemos entao considerar os limites em
0 das restrigoes de f ao conjunto A e ao conjunto B. Como essas restrigoes
sao fungdes constantes, temos:

i (fla)() =0 o lim(f]5)(x) = 1.

Segue entao do Teorema que o limite lim,_,o f(x) nao existe (como no
Exemplo [2.4)).

Um pouco mais para a frente (Segao [7]) nés faremos uma breve revisao
das funcbes trigonométricas e mostraremos que elas sdo continuas. An-
tes disso, precisamos de mais algumas ferramentas que serao estudadas nas
secoes seguintes.

EXEMPLO 3.3. Sabemos que se os limites lim,_,, f(x) e lim,_,, g(x)
existem, entdo o limite lim,—,q (f(2)+g(x)) também existe e ¢ igual & soma
dos limites lim, 4 f(z) e lim;_, g(x). Pode acontecer, no entanto, que o
limite lim,_,q (f(2) + g(x)) exista, mas os limites limy_, f(z) € limy—,q g(2)
nao existam. Um exemplo simples é o seguinte: se pegamos uma fungao f
qualquer tal que o limite lim,_,, f(x) nao existe e se tomamos g = — f, entao
f+ g = 0 e daf obviamente lim,_,, (f(z) + g(z)) = 0. Por outro lado, se
o limite lim,_,, f(z) existe e o limite lim,_,, g(z) nao existe, entao o limite
limg ., (f(z) + g(z)) ndo existe. De fato, se o limite limg_, (f(z) + g(z))
existisse, chegariamos na contradigao que lim,_,, g(z) existe também, ja que

g=(f+g) + (1)
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4. O Teorema do Sanduiche (ou do confronto)

TEOREMA 4.1 (do sanduiche ou do confronto). Sejam f : D — R,
g:D—Reh:D—R fungoes com D C R. Suponha que

(4.1) f(z) < g(x) < h(z),

para todo x € D. Se a € R € um ponto de acumulacdo de D e os limites
lim, . f(z) e limgy—q h(x) existem e sao iguais ao mesmo valor L € R,
entao o limite lim,_,, g(x) também existe e € igual a L.

Os graficos das funcoes f, g e h no Teorema formam um sanduiche,
sendo f e h os paes e g o recheio. Se tanto f(z) como h(z) tendem a L quando
x tende a a, o recheio g(x) que fica entre f(z) e h(x) nao tem opcao, senao
tender a L também. Evidentemente, isso nao é uma demonstracao, mas
uma ilustracao: a demonstracao de verdade é feita em termos da definicao
de limite e serd omitida.

O resultado a seguir da uma ferramenta util para ser usada junto com
o Teorema do Sanduiche.

TEOREMA 4.2. Seja f: D — R uma funcdo com D C R e seja a € R
um ponto de acumulag¢ao de D. Temos que lim,_,, f(x) = 0 se, e somente

se, limg_q | f(x)| = 0.

DEMONSTRAGAO. De acordo com a definigdo, lim,_, f(z) = 0 é a
mesma coisa que dizer que para todo € > 0, existe § > 0 tal que para
todo z € D:

0<|z—a|<d=|f(z)—0| <e.

Novamente, de acordo com a defini¢ao, lim,_,, |f(z)| = 0 é a mesma coisa
que dizer que para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo = € D:

0<|z—al<d=||f(z)] -0 <e.
Obviamente essas duas coisas sdo equivalentes, ja que:
|1f(2)] = 0] = | f(z) — 0. O

O teorema anterior simplesmente expressa a ideia de que um nimero
estd préximo de zero se, e somente se, o seu valor absoluto estiver préximo
de zero. Note que isso nao vale se trocarmos “zero” por outra coisa: por
exemplo, um ndmero cujo valor absoluto é préximo de 1 nao precisa estar
préximo de 1 (pode estar préximo de —1 em vez).

COROLARIO 4.3 (continuidade da fungao médulo). A fungdo f: R — R
dada por f(x) = |z|, para todo x € R, € continua.

DEMONSTRAGAO. Se a > 0, entao:

lim f(z) = lim = = a = f(a),
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ja que f(z) = x para z préximo de a (o Teorema justifica esse passo
rigorosamente). Similarmente, se a < 0, entao:

lim f(2) = lim (~2) = ~a = f(a)
ja que f(x) = —x para x préximo de a. Finalmente:
lim f(z) = lim |z| = 0 = f(0),
z—0 z—0
pelo Teorema ja que lim, oz = 0. O
EXEMPLO 4.4. O limite

. 1
lim x sen —
z—0 X

nao pode ser calculado diretamente usando o Teorema que diz que o
limite do produto é o produto dos limites, pois isso s6 é verdade quando os
limites de ambos os fatores individualmente existem. Ocorre que o limite
lim,_,q sen% nao existe, como vimos no Exemplo Sabemos, no entanto,
que o seno de um numero real estd sempre no intervalo [—1, 1] e dai segue
que:

1 1
’xsen—’ = |z| ‘sen—‘ <zl
x x
Assim:

1
—|z| < xsen — < |z,
x

para todo x # 0. Como lim,_,¢|z| = 0 e lim,_,q (—|x\) = 0, o Teorema do
Sanduiche nos diz que lim, .o x sen% =0.

O Exemplo ilustra uma situacao comum em que se aplica o Teo-
rema do Sanduiche: queremos calcular o limite de um produto, sendo que o
limite de um dos fatores é nulo e o outro fator nao fica muito grande. Va-
mos enunciar esse caso particular do Teorema do Sanduiche separadamente.
Precisamos de uma definicao.

DEFINIGAO 4.5 (func¢do limitada). Dizemos que uma fungao f: D — R
é limitada superiormente se existe M € R tal que f(x) < M, para todo
x € D. Dizemos que f é limitada inferiormente se existe M € R tal que
f(x) > M, para todo = € D. Finalmente, dizemos que f é limitada se for
ao mesmo tempo limitada superiormente e inferiormente.

E fécil ver que f ¢é limitada se, e somente se, existe M > 0 tal que
|f(x)| < M, para todo z € D. De fato, se |f(x)] < M para todo = € D,
entdo —M < f(x) < M para todo x € D e portanto f é limitada inferi-
ormente e superiormente. Reciprocamente, se f for limitada inferiormente
e superiormente, entdao existem M, My € R com M; < f(x) < My para
todo z € D. Podemos ai escolher M > 0 com —M < M; < My < M e dai
teremos —M < f(z) < M para todo z € D. Logo |f(z)| < M, para todo
r € D.
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COROLARIO 4.6 (do Teorema do Sanduiche). Sejam
fD—=>R e g:D—=R

funcées com D C R ea € R um ponto de acumulagdo de D. Se f € limitada
e se limg_q g(x) =0, entdo limy_,4(fg)(z) = 0.

DEMONSTRAGAO. Seja M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo x € D.
Temos entao

|f(z)g(z)] < Mlg(z)]
e portanto
—Mlg(z)| < f(z)g(z) < Mlg(z)|,
para todo x € D. Como lim,_,, g(x) = 0, o Teorema nos dé:

lim Mg(z)] =0 e lim (—=M]g(z)|) = 0.
A conclusao segue do Teorema do Sanduiche. O

OBSERVAGAO 4.7. Como o limite de uma fungao num ponto a sé depende
dos valores que a fungao assume perto do ponto a (Teorema , vemos que
no Corolério na verdade s6 é necessario supor que f seja limitada perto
do ponto a. Mais precisamente, basta supor que exista r > 0 tal que a
restricao de f a DN]a — r,a + r[ seja limitada. Similarmente, no Teorema
do Sanduiche, basta assumir que a desigualdade seja valida para x € D
préximo de a, mas diferente de a. Mais precisamente, basta assumir que
exista r > 0 tal que a desigualdade seja satisfeita para todo x € D com
0<|z—al<r.

ExEmMpPLO 4.8. A conclusao do Corolario nao vale em geral se a
funcdo f nao for limitada. Por exemplo, se f(z) = 1 e g(z) = , para todo
x # 0, entdo lim, 0 g(x) = 0, mas:

lim(fg)(x) =1lim 1 =1.
z—0 z—0

Note que f nado é limitada em nenhum intervalo da forma |—r, r|.

5. Raizes n-ésimas e fungoes inversas

DEFINIGAO 5.1 (raiz n-ésima). Se x é um numero real e n é um inteiro
positivo impar, entao o tnico numero real y tal que y™ = x é chamado a raiz
n-ésima de x e é denotado por {/x. Se x é um nimero real maior ou igual
a zero e se n € um inteiro positivo par, entao o tinico nimero real maior ou
igual a zero y tal y™ = x é chamado a raiz n-ésima de x e é denotado por

V.

Note que, se n é par e x > 0, entao a equagao y" = x possui duas solugoes
y € R e a raiz n-ésima {/x é, por definigdo, a unica solu¢ao positiva dessa
equacao. A outra solucao é y = — {/x.
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Talvez vocé nunca tenha refletido sobre isso, mas como sabemos que
para todo z € R e todo inteiro positivo impar n existe um tUnico y € R
tal que y* = z?7 E como sabemos que para todo x > 0 e todo inteiro
positivo par n existe um unico y > 0 tal que y™ = 27 Num curso rigo-
roso de Andlise Matemadtica isso seria demonstrado a partir de uma lista
de axiomas a respeito dos nimeros reais. Esses axiomas sao enunciados a
respeito de propriedades elementares das operagoes de soma, produto (tais
como associatividade, comutatividade, etc) e da relagdo de ordem (tais como
a propriedade x <y = x + z < y + 2z). Além desses, hd um axioma adicio-
nal — o azioma da completude — que é o axioma que expressa o fato que
os numeros reais formam uma linha continua, diferentemente dos ntimeros
racionais, que possuem “buracos”. O enunciado preciso desse axioma da
completude é um pouco complicado e estd fora do escopo do curso. Esse
axioma é usado na demonstracao da existéncia de uma solucao y da equacao
y™ = x. A existéncia de solucao para essa equagao serd obtida também mais
adiante (veja Exemplo como consequéncia do chamado Teorema do
Valor Intermedidrio (Teorema . Porém, a demonstracao do Teorema
do Valor Intermediario também usa o axioma da completude e sera omitida.
A unicidade da solugéo é demonstrada mais facilmente usando apenas os
axiomas que falam sobre as propriedades elementares das operagoes e da
relacao de ordem. Usando esses axiomas mostra-se que

(5.1) y1 <yo =yl <vy4y, paraquaisquer y1,y2 € R se n > 1 for impar
e
(5.2) y1 <y =yl <yy, para quaisquer yi,y2 > 0 se n > 2 for par.

De (5.1]) segue que a equagao y™ = x nao pode ter duas solugoes distintas
y € R se n for impar e de (5.2)) segue que a equacao y" = = ndo pode ter
duas solucoes distintas y > 0 se n for par.

TEOREMA 5.2 (continuidade da raiz n-ésima). Se n é um inteiro positivo
impar, entdo a fungdo f: R — R dada por

flz) = Va,

para todo x € R, € continua. Sen € um inteiro positivo par, entao a fun¢do
f:[0,400] = R dada por

para todo x > 0 € continua.

O Teorema [5.2] pode ser demonstrado produzindo um ¢ > 0 apropriado
para cada € > 0 dado, mas nds vamos omitir essa demonstracao, como fize-
mos com as demonstragoes dos teoremas sobre os limites de soma, produto
e quociente. O Teorema também é consequéncia de um teorema sobre
continuidade de fungoes inversas, que estudaremos agora.
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DEFINIGAO 5.3 (fungdo injetora). Sejam A e B conjuntose f: A — B
uma funcdo. Dizemos que f é injetora se f leva elementos distintos de A
em elementos distintos de B, isto é, se para quaisquer ai,as € A, vale que:

ay # az = f(a1) # f(az).

Dito de outro modo, f é injetora se para quaisquer aj, as € A vale que:
flar) = f(az) = a1 = as.

DEFINIGAO 5.4 (conjunto imagem e fungao sobrejetora). Sejam A e B
conjuntos e f : A — B uma funcao. O conjunto imagem de f, denotado por
Im(f), é o conjunto dos elementos do contradominio B que sdo da forma
f(a), para algum a em A. A funcdo f é dita sobrejetora se a sua imagem
coincide com o seu contradominio B, isto é, se para todo b € B, existe a € A
tal que f(a) =b.

Note que uma fungao f : A — B é injetora se, e somente se, para todo
b pertencente & imagem de f existe um tnico a € A tal que f(a) = 0.

DEFINIGAO 5.5 (fungéo bijetora, funcao inversa). Sejam A e B conjuntos
e f: A — B uma funcdo. Dizemos que f : A — B é bijetora se f for injetora
e sobrejetora. Equivalentemente, f é bijetora se para todo b € B existe um
unico a € A tal que f(a) = b. Se f for bijetora, podemos definir a fungao
inversa de f como sendo a funcdo f~! : B — A dada assim: para cada
be B, f~1(b) é o tinico elemento a € A tal que f(a) = b.

OBSERVAGAO 5.6. Normalmente ninguém da muita bola para o contra-
dominio das funcoes, tanto que nem hd uma notagao padrao para a “restrigao
do contradominio” (diferentemente da restricdo de dominio, estudada na
Secao . No entanto, sobrejetividade é uma propriedade que depende com-
pletamente da escolha do contradominio: por exemplo, a funcao f: R — R
dada por f(x) = 2%, para todo = € R, ndo é sobrejetora, pois sua imagem é
[0, +00] e o seu contradominio é R. Porém, se restringimos o contradominio
de f trocando R por [0, +oo[ obtemos uma fungao sobrejetora. Normal-
mente, usa-se a mesma notacao para uma fungdo f e para variantes de f
que diferem apenas pelo contradominio: o contradominio de f pode ser
alterado livremente para qualquer conjunto que contenha a imagem de f
e continuamos tratando a fun¢do com o contradominio alterado como se
fosseﬂ a mesma fungdo. Assim, se f : A — B é uma funcao injetora, mas
nao necessariamente sobrejetora, denotamos por f~! : Im(f) — A a funcio
inversa da funcao bijetora f : A — Im(f).

2Mas, afinal de contas, quando mudamos o contradominio de uma fungio obtemos
uma fungdo diferente ou nao? Isso depende da convengao utilizada para a definigdo de
funcdo: a definicao usual de funcao em livros de teoria de conjuntos é que uma funcgio é um
conjunto de pares ordenados satisfazendo certas condiges. De acordo com essa definigao,
fungoes possuem dominio e imagem, mas nao contradominio. Mas pode-se alterar essa
defini¢do de modo a incluir o contradominio como parte da fungéo.
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EXEMPLO 5.7. Seja n um inteiro positivo e considere a funcao f : R — R
dada por

f(z) = a",
para todo z € R. Se n é impar, entao a funcao f é bijetora e a sua fungao
inversa f~! é justamente a funcio g : R — R dada por

9(y) = ¥y,

para todo y € R. Se n é par, entao a funcao f nao ¢é injetora, ja que
f(x) = f(—=x), para todo x € R. No entanto, a restricao de f ao intervalo
[0, +00[ é injetora e sua imagem é o intervalo [0, +00[. Assim, se restringimos
tanto o dominio quanto o contradominio de f para [0, +oc[, obtemos uma
funcao bijetora f|g 100 : [0, +00[ — [0, +-00[ cuja funcio inversa é a fungao
g : [0, 400 — [0, 400 dada por

9(y) = vy,

para todo y > 0.

TEOREMA 5.8 (continuidade da fungao inversa). Seja f : I — R uma
funcdo continua e injetora cujo dominio I C R € um intervalo. Temos que
a funcdo inversa f~1 :Im(f) — R ¢ também continua.

O Teorema é um tanto dificil de demonstrar. E de longe o teorema
mais dificil de demonstrar dentre todos que enunciamos até agoraﬂ Apesar
de ser dificil de demonstrar, é um resultado bastante plausivel: para uma
funcao cujo dominio é um intervalo, continuidade significa intuitivamente
que o grafico da funcao pode ser desenhado sem tirar o ldpis do papel. O
grafico de f~! é simplesmente a refleccao do gréfico de f na diagonal y = x,
isto é, trocamos cada ponto (z,y) do grafico pelo ponto (y,z). Assim, se o
grafico de f pode ser desenhado sem tirar o lapis do papel, o grafico de f~!
também pode.

Notamos que a continuidade da fungao raiz n-ésima (Teorema é
uma consequéncia do Teorema [5.8] em vista do que vimos no Exemplo
acima.

EXEMPLO 5.9 (o Teorema [5.8 ndo vale se I nao for um intervalo). Con-
sidere a funcao f : D — R com dominio D = [0,1[ U [2, 3] definida por

f(a:):{x’ se 0 <z <1,

r—1, se2<x<3.

O grafico de f estd ilustrado na figura a seguir.

30 roteiro da demonstragao € o seguinte: primeiro usamos o Teorema do Valor Inter-
medidrio (Teorema [10.5) para mostrar que f tem que ser monétona (Defini¢ao [8.21)). Dai
segue que f~ ! também é monétona (Teoremal8.23)) e do Teorema segue a continuidade
de 71
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Temos que a funcao f é continua, apesar do fato que seu grafico aparenta
ter um pulo. Mas nao é o grafico que pula, é o dominio. Para ver que f é
mesmo continua, note que para todo a € [0, 1[ temos (usando o Teorema [2.6|):

lim f(z) = lim = = a = f(a)

e que para todo a € [2, 3] temos:

lim f(z) =lim(z—1)=a—1= f(a).

T—a r—a

A fungao f é injetora e a sua imagem é o intervalo [0,2]. A funcao inversa
f71:00,2] = R é dada por

_ Y, se 0 <y <1,
) =
y+1, sel<y<2.

Temos que os limites laterais

lim fl(y)=limy=1 e lim f(y)=lim(y+1) =2

y—1- y—1 y—1+ y—1
sao diferentes, donde o limite lim,—; f~!(y) ndo existe e a fungao f~! é
descontinua no ponto 1.

6. Composicao de fungoes e o método de substituicao de
variaveis
Suponha que nés queiramos calcular o limite:

lim v/ 2 + 16.
r—3

Parece razodvel raciocinar assim: sabemos que lim,_,3(z2+16) = 25. Assim,
quando z tende a 3, temos que y = 2 +16 tende a 25. Como a raiz quadrada
¢ uma funcao continua (Teorema [5.2)), sabemos que quando y tende a 25,

VY tende a V25 = 5. Logo:
lim v/2? + 16 = 5.
z—3

Esse célculo estd de fato correto, mas nenhum dos teoremas que vimos até
agora pode ser usado para justificd-lo. As tnicas ferramentas que temos até
agora para combinar funcoes mais simples e obter fungoes mais complicadas
sao soma, produto e quociente. Para obter a fungio h(z) = Va2 + 16 a
partir das funcdes f(x) = 22 + 16 e g(z) = \/z, precisamos de uma nova
ferramenta: a composicao de funcoes.
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DEFINIGAO 6.1 (composi¢ao de fungoes). Sejam A, B, C' conjuntos e
f:A— Beg:B — C funcgdes. A funcao composta go f : A — C é
definida por:

(g0 f)(z) = g(f(2)),
para todo x € A.

Na definicao de g o f acima estamos pedindo que o contradominio da
funcao f seja exatamente igual ao dominio da fungdo g. Mas, dentro do
espirito de ignorar a diferenca entre funcoes que diferem apenas pelo con-
tradominio (veja Observagao , nos consideraremos as composigoes g o f
como bem-definidas sempre que a imagem de f estiver contida no dominio
de g; essa é a condicao necessaria para que a expressao g( f (x)) esteja bem-
definida para todo z no dominio de f. Quando a imagem de f nao esta
contida no dominio de g, nés nao podemos definir a composicao g o f, mas
podemos considerar o conjunto

S={zeA: f(z) e B}

formado pelos pontos x no dominio de f tais que f(x) estd no dominio de
g e fazer a composicao g o f|g de g com a restrigdo f|g, j4 que a imagem de
f|s esta contida no dominio de g.

EXEMPLO 6.2. Se f: R — R e g: [0, +00[ — R sao as fungdes definidas
por f(z) = 2% + 16, para todo = € R e g(x) = \/, para todo z > 0, entdo
a funcao composta h =go f : R — R é a fun¢do dada por

h(z) = z? + 16,
para todo = € R.

O nosso préximo resultado é um teorema que permite calcular limites
de funcoes compostas, isto é, limites da forma
li =i
lim (g 0 f)(x) = lim g(f(x))
a partir de limites das fungoes f e g. Se sabemos que lim,_,, f(x) = L, isto
é, se y = f(x) tende a L quando x tende a a, parece razodvel concluir que
1 li = 1li .
(6.1) lim (f(2)) = lim g(y)
Isso estd quase correto, mas ha um detalhe técnico a ser considerado: em
lim, 1, g(y), y deve tender a L mas mantendo-se diferente de L. No entanto,
quando lim,_,, f(z) = L, pode bem acontecer que f(z) chegue no valor L
antes que = chegue no valor a. E por cause desse detalhe — que raramente

gera problemas em situagoes praticas — que o enunciado do teorema a seguir
acaba ficando um pouco extenso.
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TEOREMA 6.3 (limite da fungao composta). Sejam
f:D—=R e g:FE—>R

fungoes com D C R e E C R. Suponha que a imagem de f esteja contida
no dominio E de g. Seja a € R um ponto de acumulacdo de D e suponha
que lim,_,, f(x) exista e seja igual a um certo L € R.

(a) Se f(z) # L para todo x € D com x # a, entdo L é um ponto
de acumulagdo de E. Além do mais, se limy,_,1, g(y) existe, entio
limg,q(g o f)(x) também existe e € igual a limy_,1 g(y).

(b) Se L € E e g € continua no ponto L, entdao o limite limg_,4(go f)(x)
existe e € igual a g(L).

O Teorema [6.3] descreve duas situagdes em que podemos concluir que
a igualdade (6.1)) vale a partir do fato que lim,_,, f(z) = L. No item (a),
assume-se que quando x tende a a sem chegar, y = f(x) tende a L sem
chegar, isto é, que f(x) # L quando = # a. No item (b), permite-se que
y = f(z) atinja o valor L enquanto x tende a a sem chegar, mas requer-se
que g seja continua no ponto L. Isso faz com que ¢g(y) tenda a g(L) quando
y tende a L, mesmo permitindo que y atinja o valor L. Situagoes em que
a igualdade falha podem ocorrer, mas sao um tanto exdticas, como
ilustramos no exemplo a seguir.

EXEMPLO 6.4. Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por
1
f(x) = zsen -

para todo x # 0 e a fungao g : R — R definida por

) =Y sey # 0,
9w = 3, sey=0.

Como vimos no Exemplo [£.4] temos:

lim f(z) =0,

z—0

isto é, quando x tende a zero, y = f(z) também tende a zero. Dado que
lim g(y) = limy = 0,
y—0 y—0

alguém poderia esperar que o limite lim,_q g( f (x)) fosse igual a zero. Po-
rém, esse limite nao existe. De fato, quando x tende a zero através de valores
para os quais f(x) # 0, temos g(f(m)) = f(x) e af g(f(a:)) tende a zero.
No entanto, quando z tende a zero através de valores da forma ﬁ, com
k € 7\ {0}, temos f(z) =0 e g(f(z)) = 3. Mais precisamente, definindo os
conjuntos A e B como no Exemplo [3.2] temos que 0 é ponto de acumulagao
de Aede Be

lim (90 f)]a)(2) = lim3 =3, 1lim (90 f)|p)(x) = lim f(2) =0,
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donde lim,_,o(g o f)(z) nao existe. Note que nesse caso o Teorema
nao pode ser aplicado para concluir que lim,_,o(g o f)(z) = 0. De fato, as
hip6teses do item (a) nao sao satisfeitas porque f(z) = 0 para x da forma
&, k € Z\ {0}, e as hipéteses do item (b) ndo sio satisfeitas porque g néo

¢é continua no ponto 0.

ExEMPLO 6.5. Usando o Teorema podemos mostrar que:
(6.2) lir% V2416 =5.
T—r

Se f: R — R ¢ a fungao dada por f(z) = 22 + 16, para todo = € R, e
g :[0,4+00[ = R ¢é a fungao dada por g(y) = ,/y, para todo y > 0, entao:

lim /22 + 16 = lim g(f(z)).
z—3 r—3
Como lim,_,3 f(z) = 25 e a fungdo g é continua, concluimos que:
lirr{}3 V2 +16 = g(25) = 5.
T—

Na prética, o Teorema [6.3] pode ser interpretado como sendo a justificativa
subjacente ao seguinte método de substituicdo de varidveis: queremos cal-
cular o limite e fazemos a substituicao de varidveis y = 22 + 16. Como
lim,_,3(2%+16) = 25, quando x tende a 3 temos que y tende a 25 e portanto:

lim V22 + 16 = i = 5.
a:g% $+6 yi>r1215\/§ 5

OBSERVAGAO 6.6. Como o limite lim,_,4(go f)(z) s6 depende dos valores
que g o f assume nos pontos = # a que estao préximos de a (Teorema ,
temos que no item (a) do Teorema é suficiente assumir que f(z) # L
para x # a proximo de a. Mais precisamente, é suficiente assumir que exista
r > 0 tal que f(z) # L para todo z € D com 0 < |x —a| <.

EXEMPLO 6.7. Se lim,_,, f(z) = L e se o limite lim,_,,(go f)(z) existe,
nao é necessariamente verdade que o limite lim,_,7, g(y) existe. Em outras
palavras, sabendo-se que lim,_,, f(z) = L e que f(z) # L para = # a,
podemos inferir que lim,_4(g o f)(z) = lim,—r, g(y) quando sabemos que o
limite lim,,_, 7, g(y) existe, mas ndo podemos inferir que o limite lim,_, 7, g(y)
existe sabendo que o limite lim,_,,(g o f)(z) existe. Por exemplo, considere
as fungoes f: R\ {0} = Reg:R\ {0} — R definidas por

Y

)=12> e = =
f(z) 9(y) m

para todo x # 0 e todo y # 0. Temos que lim, o f(z) =0e

)

lim(go f)(z) =lim1=1,
z—0 z—0
mas o limite lim, 0 g(y) nao existe, ja que:

lim =1 e lim = —1.
Jim, 9(y) Jim 9(y)
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OBSERVAGAO 6.8. Suponha que lim,_,, f(x) = L e que L nao pertence
ao dominio de g, de modo que nem faz sentido perguntar se g é continua no
ponto L. Nesse caso, se nao é verdade que f(x) # L para todo x no dominio
de f, entao a imagem de f nao estd contida no dominio de g e nem faz
sentido considerar a funcao composta go f. Podemos, no entanto, considerar
a composigao g o f|g, em que S é o conjunto dos pontos = pertencentes ao
dominio de f tais que f(z) pertence ao dominio de g. Se a for um ponto de
acumulacao de S, podemos considerar o limite lim,_,4(g o f|s)(z) e calcula-
lo usando o item (a) do Teorema De fato, para todo x no dominio de
f|s temos que f(x) # L e portanto as hipéteses do item (a) do Teorema
estao satisfeitas para as funcoes g e f|g, desde que o limite lim, 7 g(y)
exista.

Como consequéncia do Teorema [6.3] obtemos que a composi¢ao de duas
funcGes continuas é continua.

COROLARIO 6.9 (continuidade da fun¢ao composta). Sejam f: D — R
eg: E — R funcées com D C R e E C R. Suponha que a imagem de f
esteja contida no dominio E de g. Se para um certo a € D a funcdo f €
continua no ponto a e a fungdo g é continua no ponto f(a), entdo a fungao
go f € continua no ponto a. Em particular, se f e g sdo continuas, entao a
fungao composta g o f também é continua.

DEMONSTRAGAO. Se a é um ponto isolado de D, o resultado é trivial.
Se a é um ponto de acumulagao de D, usamos o item (b) do Teorema
obtendo:

tim (g0 £)(x) = 9 (£(a)).
ja que lim,_,, f(x) = f(a) e g é continua no ponto L = f(a). O
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7. Funcgoes trigonométricas

Considere o circulo unitario de centro na origem dado pela equacao:
z? + y2 =1.

Dado um nimero real o > 0, nos movemos ao longo desse circulo partindo do
ponto (1,0) no sentido “anti-horédrio” (isto é, no sentido em que entramos
no quadrante x > 0, y > 0 logo apés a partida) tracando um arco de

comprimento « (veja figura).
¥
BN
2

Se P é o ponto em que chegamos apds esse movimento, entdo o cosseno
de «, denotado cos «, é definido como sendo a abscissa do ponto P e o seno
de «, denotado sen«, é definido como sendo a ordenada do ponto P. Se
a < 0, nos movemos ao longo do circulo partindo do ponto (1,0) no sentido
“horario” (isto é, no sentido em que entramos no quadrante z > 0, y < 0
logo ap6s a partida) tragando um arco de comprimento |a|. O cosseno e o
seno de « sao definidos entao como sendo, respectivamente, a abscissa e a
ordenada do ponto P em que chegamos ap6s esse movimento.

Observamos que essa definigdo para as fungoes seno e cosseno nao é uma
defini¢ao rigorosa, mas apenas uma descri¢ao informal. Numa formulagao
rigorosa dessa definigao seria necessario primeiro esclarecer o que é “se mover
no circulo tragando um arco de comprimento «”. Um tal formulacao sera
possivel no curso de Calculo II quando se estuda a definigao de comprimento
de arco e de curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Neste curso,
usaremos apenas essa definicao informal de seno e cosseno e as varias identi-
dades trigonométricas envolvendo essas fungoes (tais como a férmula do seno
e cosseno da soma) que sao estudadas em cursos de trigonometria no colegial.
H4, na verdade, abordagens mais convenientes para um tratamento rigoroso
das fungoes seno e cosseno em que se ignora, a principio, essa descricao
geométrica classica do significado de cos a e sen « e define-se cosseno e seno
usando ferramentas mais sofisticadas (séries de poténcias ou equagoes dife-
renciais). Nessa abordagem, a relagdo com a descricao geométrica classica é
obtida a posteriori.
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A partir dessa definicdo geométrica informal de seno e cosseno e de al-
gumas identidades conhecidas sobre essas fungoes, nés vamos agora mostrar
que as fungoes seno e cosseno sao continuas. Para mostrar a continuidade
dessas funcoes, nés devemos verificar que

(7.1) lim senz =sena e lim cosz = cosa,
T—a r—a

para qualquer ¢ € R. Escrevendo £ = a+ h com h = x — a e usando a
férmula para o seno e o cosseno da soma, ndés obtemos

senz = sen(a + h) = senacosh + cosasen h

=senacos(z — a) + cosasen(xr — a)

e:
cosz = cos(a+ h) = cosacosh —senasenh
= cosacos(x —a) —senasen(r — a).
Dai:
(7.2) alcgl}l senz = (sena) ( %11}1%) cos h) + (cosa) ( }llli)% sen h) e

(7.3) lim cosx = (cos a)( lim cos h) — (sena) ( lim sen h)

z—a h—0 h—0
em que a substituicao de varidveis h = x — a nos limites é justificada pelo
item (a) do Teorema Nés mostraremos daqui a pouco que:

(7.4) lim sen h = 0.
h—0

Assumindo esse fato por enquanto, obtemos:
(7.5) lim cosh = lim v/1 —sen? h = lim /1 — 2 =1,
h—0 h—0 t—0

j& que cos h = v/1 — sen? h para h préximo de zero (mais precisamente, para
—5 < h < 7). Na segunda igualdade em (7.5) nés usamos a substituicao
de varidveis t = senh, que é justificada pelo item (b) do Teorema a
justificativa dessa igualdade também usa ([7.4) e a continuidade da fungao

f(t) = V1 —t2. Substituindo e em e (7.3)), nés completamos
a demonstracao de e portanto a demonstracao da continuidade das
funcoes seno e cosseno. Ficou faltando agora apenas demonstrar . Para
isso, nds precisamos do seguinte resultado auxiliar.

TEOREMA 7.1. Se xz > 0, entdo senx < x.
DEMONSTRAGAO. Podemos supor que x € [0, 7], pois se x > 7 entao:
senz <1< x.
Considere o ponto P = (cosx,senx) no circulo unitério e os pontos
Q = (cosz,0) e R=(1,0),

como ilustrado na figura a seguir.
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Temos que senz ¢é igual a distancia entre os pontos P e @) e que a
distancia entre os pontos P e () é menor ou igual a distancia entre os pontos
P e R, pois um cateto de um triangulo retangulo é menor do que a hipotenusa
desse triangulo retangulo. Mas a distancia entre P e R é menor ou igual
ao comprimento do arco de circulo PR, ja que um segmento de reta é mais
curto do que qualquer outra curva conectando suas extremidades. Como
o comprimento do arco de circulo PR é justamente igual a x, a conclusao
segue. ([l

COROLARIO 7.2. Para qualquer x € R, vale que |senz| < |x|.
DEMONSTRAGAO. Podemos supor que |z| < 7, pois se |z| > 7 entao:
|senz| <1 < |zl
Se x > 0, entao = € [0, 7] e dai:
|senz| =senz < x = |z|.
Por outro lado, se z < 0, entdo x € [—m, 0] e daf:
|senz| = —senx = sen(—x) < —z = ||,

em que a desigualdade sen(—z) < —z segue do Teorema ja que —zx é
maior ou igual a zero. (I

COROLARIO 7.3. Vale que lim,_,gsenx = 0.

DEMONSTRAGAO. Como 0 < |senz| < |z| para todo z € R, o Teorema
do Sanduiche (Teorema (4.1) nos da que lim, o |senz| = 0. A conclusao
segue do Teorema [1.2] O

Agora a demonstragao da continuidade das fungoes seno e cosseno esta
completa.

TEOREMA 7.4. As fungdes seno e cosseno sdo continuas.

DEMONSTRAGAO. Segue de ([7.2)), (7.3)), (7.5) e do Corolzirio O
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DEFINIGAO 7.5 (tangente, cotangente, secante, cossecante). Dado z € R
com cosx # 0, entao a tangente de x é definida por

sen x
tgx =
coS T
e a secante de x é definida por:
1
secx = .
cos T

Se senx # 0, entao a cotangente de x é definida por

cos
cotgxr =
senx
e a cossecante de x é definida por:
1
cosecT = .
sen x

TEOREMA 7.6. As funcdes tangente, cotangente, secante e cossecante
s@o continuas.

DEMONSTRACAO. Segue do Teorema e do Corolario O

DEFINIGAO 7.7 (fungdes trigonométricas inversas). A funcao arcoseno,
denotada
arcsen : [—1,1] — [—%,g],
é a inversa da restricdo da funcdo seno ao intervalo [—g, g] A funcao
arcocosseno, denotada

arccos : [—1,1] — [0, 7],

é a inversa da restri¢ao da func@o cosseno ao intervalo [0,7]. A funcao
arcotangente, denotada

arctg:R—)]—%,%[,

¢é a inversa da restricao da funcao tangente ao intervalo ]—g, 3 [ A funcao
arcocotangente, denotada

arccotg : R — 10, [,

é a inversa da restrigdo da fungdo cotangente ao intervalo |0, n[. A funcao
arcosecante, denotada

arcsec : |—oo, —1] U [1, +00[ — [0, 7] \ {g}

¢ a inversa da restri¢do da funcao secante ao conjunto [0, 7]\ {g} A fungao
arcocossecante, denotada

arccosec : |—o0, —1] U [1,400[ — [=%, 5] \ {0}

é a inversa da restri¢ao da fung¢do cossecante ao conjunto [—73, %] \ {0}.
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Para justificar o fato que as fungoes trigonométricas inversas estao bem-
definidas precisariamos mostrar que as restricoes das fungoes trigonométricas
consideradas na Definigao [7.7] sdo injetoras e que suas imagens sdo aquelas
apresentadas na Definigao [7.7] como dominios das respectivas fungoes inver-
sas. Para as funcgoes, seno, cosseno, tangente e cotangente a injetividade das
restricoes relevantes sera discutida mais adiante no Exemplo e suas ima-
gens serao determinadas no Exemplo depois que estudarmos o Teorema
do Valor Intermediario. As funcdes secante e cossecante sdo simplesmente
as composicoes da funcao f(x) = % com as funcgoes cosseno e seno, de modo
que a injetividade e a imagem das restricoes relevantes sao obtidas a partir
dos fatos correspondentes sobre as funcoes cosseno e seno.

TEOREMA 7.8 (continuidade das fungoes trigonométricas inversas). As
fungoes arcoseno, arcocosseno, arcotangente, arcocotangente, arcosecante e
arcocossecante sao continuas.

DEMONSTRAGAO. A continuidade das funcoes arcoseno, arcocosseno, ar-
cotangente e arcocotangente segue do Teorema ja que sao inversas de
funcGes continuas injetoras cujo dominio é um intervalo. A continuidade das
funcGes arcosecante e arcocossecante segue das igualdades

arcsec x = arccos (1) e arccosecz = arcsen (2),
vélidas para todo z € |—o0, —1] U [1, +00. O

Nosso objetivo agora é calcular um limite muito importante envolvendo

a funcao seno que usaremos muitas vezes mais adiante. Trata-se do limite:
. senx
lim .
z—=0 X

Para calcular esse limite, precisamos antes demonstrar uma desigualdade.
TEOREMA 7.9. Para todo x € [O, 3 [, vale que x < tgwx.

DEMONSTRAGAO. Considere o ponto P = (cosz,senz) no circulo uni-
tario, a origem O = (0,0), o ponto R = (1,0) e o ponto @ sobre o eixo das
abscissas tal que o tridangulo OPQ seja retangulo em P, como ilustrado na
figura abaixo.

s  Ri Q 15
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Denote por C' a fatia do disco unitario delimitada pelos pontos O, P e
R. Como C estd contido no interior do tridngulo OP(@, temos que a area
de C' é menor ou igual a drea do triangulo OPQ), isto é:

area(C) < area(OPQ).

Vamos calcular essas dareas. Usando o fato que a drea de uma fatia de um
disco é proporcional ao seu angulo central e que o disco unitario inteiro de
area 7 corresponde a um angulo central 27, obtemos:

area(C) = %x

Para calcular a area do tridngulo retangulo O PQ, notamos que o lado OP
mede 1 e o lado PQ mede tgx, de modo que:

1
area(OPQ) = B tgx.

Dai %x < %tg:c e a conclusao segue. O

A demonstragao que demos acima do Teorema [7.9] s6 pode ser conside-
rada uma demonstracao rigorosa apdés um tratamento cuidadoso da nocao
de area, o qual sé é possivel apds o desenvolvimento da teoria de integragao.
Mas, mesmo nao podendo nesse momento ser tomada como uma demons-
tragao rigorosa, acreditamos que ela fornece um argumento bem convin-
cent

senr __
e _ 1,

TEOREMA 7.10 (limite fundamental do seno). Vale que lim,_,q
DEMONSTRAGAO. Sex € ]O, 3 [, entao segue dos Teoremas e que:
senz <z < tgx.

Dividindo as trés expressoes por senx > 0, obtemos:

T 1
(7.6) 1< < .
senx ~ CoST
Como - = ﬁ e cos(—x) = cosx, concluimos que as desigualdades
em (7.6 valem também para z € ]—%, 0[. Notando que
1
lim =1,
z—0 COS T

segue do Teorema do Sanduiche (Teorema que lim,_,q =%~ = 1. Dali:

sen r

1
lim 20T 1. O

z—0 T hmz_>0 ﬁ

4Em cursos de Anslise Matemética em que se usam definigoes das fungbes seno e
cosseno em termos de séries de poténcias ou equagoes diferenciais, poderia-se demonstrar

os Teoremas e usando outras ferramentas (derivadas, por exemplo).
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8. Limites no infinito e limites infinitos

Vamos agora estudar os limites no infinito, isto é, limites da formas:
(8.1) lim f(z) e lim f(z).
T—r—00

T—+00

Em seguida, estudaremos os limites infinitos, isto é, limites lim,_,, f(x) em
que o valor do limite é +00 ou —oo. Para estudar os limites no infinito,
precisamos primeiramente entender quais as condigoes sobre o dominio da
funcdo f que nos permitem considerar os limites , isto é, a condicao
analoga aquela de que a seja um ponto de acumulagdo do dominio de f
quando consideramos o limite lim,_,, f(x).

DEFINIGAO 8.1 (conjunto limitado). Seja D um subconjunto de R. Di-
zemos que D é limitado superiormente se existe M € R tal que D esteja
contido em |—oo, M], isto é, tal que < M, para todo = € D. Se D nao é
limitado superiormente, dizemos que D é ilimitado superiormente. Dizemos
que D é limitado inferiormente se existe M € R tal que D esteja contido
em [M, +oo, isto é, tal que x > M, para todo x € D. Se D nao é limitado
inferiormente, dizemos que D é ilimitado inferiormente. Dizemos que D
é limitado se for ao mesmo tempo limitado inferiomente e superiormente.
Equivalentemente, D é limitado se existe M > 0 tal que D C [-M, M]. Se
D nao for limitado, dizemos que D é ilimitado.

Recorde que na Definicao nés introduzimos o conceito de funcgao
limitada inferiormente ou superiormente. As Defini¢oes e estao re-
lacionadas da seguinte forma: uma funcao f é limitada superiormente se,
e somente se, a sua imagem é um conjunto limitado superiormente. Si-
milarmente, f é limitada inferiormente se, e somente se, a sua imagem é
um conjunto limitado inferiormente e f é limitada se, e somente se, a sua
imagem é um conjunto limitado.

Note que para que consigamos fazer x tender a 400 com x dentro de D,
a condicao que D deve satisfazer é precisamente a condicao de ser ilimitado
superiormente. Similarmente, para que consigamos fazer x tender a —oo
com z dentro de D, o conjunto D deve ser ilimitado inferiormente. Isso
motiva a definicao abaixo.

DEFINIGAO 8.2 (ponto de acumulagao no infinito). Seja D um subcon-
junto de R. Dizemos que +o0o € um ponto de acumulacdo de D se D for
ilimitado superiormente. Dizemos que —oo € um ponto de acumulacao de
D se D for ilimitado inferiormente.

Estamos prontos agora para adaptar a definigao de limite (Definigao|1.5|)
para o caso em que x — 400 ou & — —00.
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DEFINIGAO 8.3 (limites no infinito). Seja f : D — R uma fungdo com
D C R. Se +00 é um ponto de acumulacao de D, dizemos que L € R é o
limite de f em +oo e escrevemos L = lim, ,~ f(x) se para todo ¢ > 0,
existe M € R tal que para todo x € D, temos:

r>M=|f(z)—L| <e.

Se —oo é um ponto de acumulacgao de D, dizemos que L € R é o limite de f
em —oo e escrevemos L = lim,_, . f(x) se para todo ¢ > 0, existe M € R
tal que para todo x € D, temos:

r< M= |f(z)-L|<e.

Vamos definir agora o que significa o valor de um limite lim,_,, f(x) ser
igual a 400 ou —oo. Consideramos primeiro o caso em que a é finito.

DEFINIGAO 8.4 (limites infinitos). Seja f : D — R uma fungdo com
D C R e seja a € R um ponto de acumulacao de D. Dizemos que o limite
de f no ponto a € +oo e escrevemos lim,_,, f(z) = 400 se para todo M € R,
existe 0 > 0 tal que para todo = € D, temos:

0<|z—a|<d= f(z)> M.
Dizemos que o limite de f no ponto a é —cc e escrevemos lim,_,, f(z) = —00
se para todo M € R, existe d > 0 tal que para todo = € D, temos:
0<|zr—a|l<d= f(z) < M.

H4 ainda uma outra possibilidade: tanto x tende a (mais ou menos)
infinito, como o valor do limite é (mais ou menos) infinito.

DEFINIGAO 8.5 (limites infinitos no infinito). Seja f : D — R uma
fungdo com D C R. Se +o00 é um ponto de acumulagao de D, dizemos que o
limite de f em 400 € +00 e escrevemos lim,_, 4~ f(x) = +00 se para todo
M € R, existe N € R tal que para todo z € D, temos:

x> N= f(z) > M.

Se 400 é um ponto de acumulacao de D, dizemos que o limite de f em
+00 € —o0 e escrevemos lim,_, ;o f(x) = —oo se para todo M € R, existe
N € R tal que para todo x € D, temos:

x>N= f(z) < M.

Se —oo é um ponto de acumulacao de D, dizemos que o limite de f em
—00 € 400 e escrevemos lim, o f(z) = 400 se para todo M € R, existe
N € R tal que para todo x € D, temos:

x < N= f(z) > M.

Se —oo é um ponto de acumulagao de D, dizemos que o limite de f em
—00 € —00 e escrevemos limy, o f(z) = —o0 se para todo M € R, existe
N € R tal que para todo x € D, temos:

x< N= f(z) < M.
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Nos precisamos agora enunciar as generalizagoes dos varios teoremas
que estudamos até agora para o contexto de limites no infinito e de limites
infinitos. Para isso, serd conveniente introduzir alguma terminologia.

DEFINIGAO 8.6 (reta estendida). A reta estendida, denotada por
[_007 +OO]7
¢é o conjunto obtido adicionando ao conjunto R dos ntmeros reais dois ele-
mentos distintos que nao pertencem a R e que sao denotados por +oo e
—o00. Para a,b € [—00,400], nés escrevemos a < b quando ou b = 400, ou

a=—oooua,béeRea<b (nosentido usual em que o simbolo < é usado
para nimeros reais). Nés escrevemos a < bse a < be a #b.

Nao ha nada de especial a respeito desses novos elementos 400 e —oo:
eles podem ser pensados como meros simbolos e sua natureza é irrelevante.

Comegamos generalizando o teorema sobre a unicidade do limite (Teo-
rema |1.6)) para o caso de limites no infinito e limites infinitos.

TEOREMA 8.7 (unicidade do limite com infinitos). Seja f : D — R uma
fungio com D C R e seja a € [—00,400] um ponto de acumulagio de D.
Eziste no mdzimo um L € [—o0,+00] tal que “L € o limite de f em a”.

Agora consideramos os limites no infinito de uma fungao constante e da
funcao identidade.

TEOREMA 8.8 (fungao constante e identidade). Sece Ref: R —- R €
a fungdo constante e igual a ¢, isto €, f(x) = ¢ para todo x € R, entao:

lim f(z) = lim_f(z) =

T—r+00
Se f: R — R € a funcao identidade, isto €, f(x) = x para todo x € R,
entao:
lim f(x)=400 e lim f(z)=—o0.
r—r—00

T—+00
Para generalizar o teorema sobre o limite da soma e do produto (Te-

orema (1.12) para o caso de limites infinitos é conveniente estender para
[—00, +00| as operagoes usuais de soma e produto da reta real.

DEFINIGAO 8.9 (operagoOes na reta estentida). As operacoes de soma e
produto da reta real R sao estendidas para [—oo, +00] como segue:

a+ (+00) = (+00) + a = 400, para a € |—00,+x);

a+ (—o0) = (—00) +a=—o00, paraa € [—00,+00;
a-(4+00) = (+00) - a = +o0, paraa € ]0,+00];
a-(—o00) =(—00)-a=—o0, paraa € ]0,+00];
a-(400) = (+0)-a=—o00, paraa€ |[—0c0,0[;
a-(—o00) =(—)-a=+oc0, paraa€ |[—00,0.

As somas (400) + (—00), (—00) + (+00) e os produtos 0 - (£00), (£oo) - 0
sao deixados indefinidos.
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TEOREMA 8.10 (limites de soma e produto, com infinitos). Sejam
f:D—=R e g:D—=R

fungées com D C R e seja a € [—00,+00] um ponto de acumulag¢io de D.
Suponha que

lim f(z) = L1 e lim g(z) = Lo,

Tr—a
com Ly, Ly € [—00,+00]. Se a soma L1 + Lo estiver bem-definida, entao
lm (f +g)(z) = L1 + Lo
Tr—a
e se o produto Ly Lo estiver bem-definido, entao:
lim (fg)(x) = LiLs.
r—a

Passemos agora ao caso de limites de quocientes. Como g é igual ao

produto de f por é, basta estudar o limite de quocientes da forma %.

TEOREMA 8.11 (limite do quociente, com infinitos). Seja f : D — R
uma fung¢ao com D C R e seja a € [—o0, +00] um ponto de acumulagao de
D. Suponha que f(x) # 0 para todo x € D e que:

algré f(z) =L € [—o0, +00].

Se L € R e L #0, entdo:

b L1
e = T
Se L = +o0 ou L = —o0, entado:
1
im —— = 0.
z—a (x)

Se L =0, temos dois casos: se f(z) > 0 para todo x € D, entdo

lim —— — +
ioa f(z) oo

e se f(x) <0 para todo x € D entdo:

. 1
5 F()

Passamos agora a enunciar as generalizagoes dos teoremas envolvendo
limites de restrigoes de fungoes (Segao [2)) para o caso de limites no infinito e
limites infinitos. Nao ha nenhuma mudanca relevante nos enunciados desses
teoremas, exceto pelo enunciado do Teorema [2.6| para a = oo que requer
algum cuidado. Comegamos listando num enunciado s6 os resultados que
nao requerem alteracoes significativas.
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TEOREMA 8.12 (limites de restri¢oes, com infinitos). Temos que:

(i) o Teorema continua vdlido se trocamos em seu enunciado a € R
por a € [—o0,+00] e se permitimos que o limite de f em a esteja
em [—o0, +00].

(i) O Tearema continua vdlido se trocamos a € R e L € R em seu
enunciado por a € [—o0o,+00] e L € [—o0, +00].

(iii) O Teorema continua vdlido se permitimos que os limites de f
ou de f|s no ponto a € R estejam em [—oo, +00].

EXEMPLO 8.13 (limite da fungao seno no infinito). O limite

lim senz
Tr—+00

nao existe. De fato, temos que +o0c é um ponto de acumulacao do conjunto
A= {knr k€ Z}

e que o limite em 400 da restricdo da fungéo seno ao conjunto A é igual
zero. Por outro lado, +00 é também um ponto de acumulagao do conjunto

BZ{%-FQ/WT:]CGZ}

e o limite em 400 da restricdo da fungdo seno ao conjunto B é igual a 1.
Se o limite lim,_,~ sen x existisse e fosse igual a um certo L € [—o0, +00],
seguiria do item (i) do Teorema que L=0e L =1, o que nos d4 uma
contradi¢ao. De forma similar, vé-se que os limites

lim senuz, lim cosx e lim cosx
T——00 r—r+00 T——00

nao existem.

O Teorema [2.6] que diz que o limite de f no ponto a sé depende dos
valores de f(z) para x # a préximo de a, precisa de uma pequena adaptacao
no seu enunciado caso a = +0o ou a = —oo. Em vez de 0 < |z —a| <, que
era a condicdo que dizia que x era préximo de a e diferente de a, devemos
dizer que x é maior do que uma determinada constante se a = +00 e que x
é menor do que uma determinada constante se a = —oc.

TEOREMA 8.14 (o limite de f em a s6 depende dos valores que f(x)
assume para x perto de a, para a = +00). Seja f : D — R uma fun¢ao com
D C R e seja a € {—o0,+00} um ponto de acumulagao de D. Seja S um
subconjunto de D. Para a = +o0, suponha que existe M € R tal que para
todo x € D:

r>M=—zx€S.

Para a = —o0, suponha que existe M € R tal que para todo x € D:
r<M=—uzxz€Ss.

Nesse caso, a também é um ponto de acumulagcao de S. Além do mais,
para qualquer L € [—o00,4+00], temos que f possui limite L no ponto a se, e
somente se, f|s possui limite L no ponto a.
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OBSERVAGAO 8.15. Como sempre, os teoremas que dizem que o limite
de f num ponto a s6 depende dos valores de f(x) para © # a préximo de
a (mais especificamente, o item (iii) do Teorema e o Teorema [8.14))

podem ser usados para flexibilizar hipdteses de outros teoremas (veja, por
exemplo, as Observagoes e .

A Definigao 2.5 de limites laterais nao faz sentido se a = +00 ou a = —oc:
se a = +00, nao faz sentido falar em z tender a a pela direita e se a = —o0
nao faz sentido falar em x tender a a pela esquerda. Porém, para a € R,
a Definicao [2.5| continua idéntica se permitimos que o valor L do limite
esteja em [—o0, +00]. O Teorema [2.11] que relaciona o limite de uma funcéo
num ponto com os limites laterias continua valido para limites infinitos, mas
mantendo o ponto a em R, evidentemente.

TEOREMA 8.16. O Teorema [2.11] continua vdlido se trocamos em seu
enunciado L € R por L € [—o0, 4+00].

O Teorema do Sanduiche (Teorema [4.1) continua vélido para limites
infinitos e limites no infinito, sem alteragées. O seu Corolario [4.6] continua
valido para limites no infinito.

TEOREMA 8.17 (do sanduiche, com infinitos). O Teorema continua
vdlido se trocamos em seu enunciado a € R e L € R por

a € [—oo,+o0] e L€ [—o0,+0o0].
O Coroldrio [{.6 continua vdlido se trocamos em seu enunciado a € R por
a € [—00, +00].

Uma outra versao do Teorema do Sanduiche é também possivel para
limites infinitos: uma versao do sanduiche com “um tnico pao”, em que
esse pao tende a +oo.

TEOREMA 8.18 (do sanduiche, com um tnico pao). Sejam f: D — R e
g: D — R fungoes com D C R. Suponha que

(8.2) f@) < g(2),

para todo x € D e seja a € [—00,+00] um ponto de acumulagdo de D. Se
lim f(z) = 400,
r—ra

entao lim, 4 g(x) = +00. Se

lim g(z) = —oo,

entao limy_,, f(r) = —0c0.

O Teorema[4.2] que diz que o limite do médulo de uma fungao é nulo se,
e somente se, o limite dessa funcao é nulo continua valido para limites no
infinito.

TEOREMA &.19. O Teorema @ continua vdlido se trocamos em seu
enunciado a € R por a € [—o0, +00].
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Vejamos agora como fica o teorema sobre o limite de fungées compostas
(Teorema [6.3]) para limites no infinito e limites infinitos.

TEOREMA 8.20 (limite da funcdo composta, com infinitos). O Teo-
rema continua valido se trocamos em seu enunciado a € R e L € R
por

a€ [—oo,+0] e L€ [—00,+]

e se no item (a) permitimos que lim,_.r, g(y) pertenca a [—o0,400].

Note que no item (a) do Teorema a hipétese de que f(z) # L para
todo xz € D com x # a é automaticamente satisfeita se L = 400 ou L = —oc.
O item (b) do Teorema nao se aplica se L = +oco ou L = —o0, jd que
nesse caso L nao pode pertencer ao dominio de g.

Para finalizar a secao, apresentamos um resultado que nos permite cal-
cular facilmente o limite de fungoes crescentes ou decrescentes. Usando esse
resultado poderemos, por exemplo, justificar o fato que lim,_, o, /2 = +00.
Antes de mais nada, uma definicéo.

DEFINIGAO 8.21 (funcdo crescente, decrescente). Seja f : D — R uma
funcao com D C R. Dizemos que f é crescente se para todos x1,x9 € D
vale que

r1 < a9 = f(z1) < f(22)

e dizemos que f é decrescente se para todos x1,x2 € D vale que:
71 <y = f(71) > f(22).

Dizemos que f é estritamente crescente se para todos x1,xs € D vale que
r1 < w2 = f(21) < f(22)

e dizemos que f é estritamente decrescente se para todos x1,xs € D vale
que:
1 < T9g — f($1) > f(:CQ)

Se f for ou crescente ou decrescente, dizemos que f é mondtona.

EXEMPLO 8.22 (a funcdo tangente é estritamente crescente no intervalo
de —% a 7). Temos que a restri¢ao da fungao seno ao intervalo [—%, g] é
estritamente crescente e que a restri¢ao da funcdo cosseno ao intervalo [0, ] é
estritamente decrescente. Esses fatos podem ser visualizados intuitivamente
a partir da descricao geométrica dessas fungoes em termos de abscissas e

ordenadas de pontos no circulo unitario. Usando esses fatos, vamos mostrar

agora que a funcao tangente restrita ao intervalo ]—g, g[ ¢é estritamente
crescente. Para isso, sejam x1, 22 € ]—g, % [ com 1 < To. Se x1 > 0, temos:

T
0§x1<x2<§:>0gsenm1<senx2,

1 1
< )
CcOST1  COSX9

T
0§331<:c2<§:>cosaz1>cosx2>0:>0<
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e multiplicando essas desigualdades obtemos tg x1 < tgzs. Se x9 < 0, temos
0< —19 < —11 < g — tg(—z2) < tg(—z1) = —tgae < —tga;
e portanto tgxr; < tgxs. Finalmente, se x1 < 0 e x2 > 0, temos:
tgxry <0 <tgxs.

Isso completa a demonstragao de que a restricao da funcao tangente ao inter-
valo ] — 55 [ é estritamente crescente. Note que, como cotg(z) = tg (% —a:),
concluimos também que a restri¢do da funcao cotangente ao intervalo |0, 7]

¢é estritamente decrescente.

TEOREMA 8.23 (inversa de fungdo mondétona). Seja f : D — R uma
funcdo com D C R. Se f ¢é estritamente crescente, entao f € injetora
e a funcio f~' : Im(f) — R ¢ também estritamente crescente. Se f ¢
estritamente decrescente, entdo f ¢ injetora e a funcdo f~':Im(f) = R €
também estritamente decrescente.

DEMONSTRAGAO. Suponha que f é estritamente crescente. Sejam 1 e
9 elementos distintos do dominio D. Dai temos que ou x1 < xo e portanto
f(x1) < f(xz2), ou x9 < x1 e portanto f(z2) < f(x1). Em qualquer caso,
temos f(x1) # f(x2), o que prova que f é injetora. Para mostrar que f~! é
estritamente crescente, sejam y1,y2 € Im(f) com y1 < y2. Se x1 = f_l(yl) e
To = f_l(yg), entao x1 < xo: de fato, caso contrario, teriamos xo < x1 e dai
fx2) < f(x1), ou seja, y2 < yp. O caso em que f é estritamente decrescente
¢é tratado de forma analoga. [l

TEOREMA 8.24 (continuidade de fungdo monétona). Seja f : D — R
uma fung¢ao com D C R. Se f é mondtona e a imagem de f é um intervalo,
entdo f € continua.

Podemos visualizar o que diz o Teorema [8.24] intuitivamente da seguinte
forma: se f fosse monétona e descontinua, deveria haver um buraco na
imagem de f (isto é, a imagem de f n@o poderia ser um intervalo) ja que,
sendo monétona, f nao pode “voltar depois” para tampar esse buraco. Esse
argumento da uma boa plausibilidade para a validade do teorema, mas nao
é uma demonstracao.

TEOREMA 8.25 (limite de uma fungdo mondtona na extremidade do do-
minio). Seja f : I — R uma funcdo cujo dominio I C R € um intervalo
com mais de um ponto e cuja imagem J = Im(f) também é um intervalo.
Denote por a,c € [—00,+00[ as extremidades esquerdas de I e de J, respec-
tivamente, e denote por b,d € |—o00,+00| as extremidades direitas de I e de
J, respectivamente. Se f € crescente, entdo:

lim f(z) =c¢ e lim f(z)=d.
z—b

T—ra

Se f € decrescente, entdo:

lim f(z) =d e lim f(z)=c

T—a r—b
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COROLARIO 8.26. Se n € um inteiro positivo impar, entao

lim Yz =-00 e lim Yz =-+oo;

T—r—00 T—+00

se n € um inteiro positivo par, entao:

lim {/x = +oo.

T—+00

DEMONSTRAGAO. Note que se n é um inteiro positivo impar entao a
funcao raiz n-ésima é uma funcao estritamente crescente cujo dominio e a

imagem sao iguais a R (por (5.1]) e pelo Teorema [8.23)). Se n é par, a funcao

raiz n-ésima é uma funcao estritamente crescente cujo dominio e a imagem

sao iguais a [0, +oo[ (por (5.2) e pelo Teorema [8.23). O

EXEMPLO 8.27 (limite da arcotangente). Usando o Teorema vemos
que:

li tor = — o li ter = &
IJ}IElooarC gf[f = 2 (§] x:)filooarc gaj = 2

De fato, a funcao arcotangente ¢ uma funcao estritamente crescente cujo
dominio é R e a imagem ¢é ] —55 [ (pelo Exemplo e pelo Teorema 8.23).

9. Mais exemplos de limites: indeterminagoes

Os teoremas que vimos na Se¢ao |8 nos permitem calcular diversos limites
sem dificuldade, apenas por aplicacao direta daqueles resultados. Porém, os
limites mais interessantes sao aqueles que nao podem ser calculados dessa
forma direta e requerem algum truque esperto. Tipicamente, esses sao
os limites que envolvem alguma forma indeterminada ou indeterminag¢do:
tratam-se de situagoes em que nao é possivel inferir o valor do limite de uma
certa expressao a partir dos valores dos limites de seus componentes. Por
exemplo, no Teorema [8.10] vimos que se

lim f(z) = L1 € [-00,+00] e lim g(x) = Ly € [—00, +00]
TrT—a r—a
entao sabemos qual é o resultado dos limites
lim(f+g)(z) e lim(fg)(z)

desde que as expressoes Ly + Lo e LiLs, respectivamente, estejam bem-
definidas. Se L1 = 400 e Ly = —oc0 (ou se L1 = —o0 e Ly = +0), nada
pode se dizer a priori sobre o limite lim,_,,(f + g)(z); ele pode existir ou
nao e, caso exista, pode ter qualquer valor como resultado. Por exemplo,
se f(z) =x+ce g(r) = —x, para todo z € R, em que ¢ € R é alguma
constante fixada, entao

&) e @) =teo, In glw) = oo

| lim (f+g)(x)=c

T—r+400
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Se f(z) =2z e g(x) = —z, para todo x € R, entao (9.1]) vale e:
lim (f + g)(z) = +o0;

T—+400

se f(z) = x e g(x) = —2z, para todo = € R, entao (9.1)) vale e:

lim (f + g)(2) = —ox.

T—r—+00

Finalmente, se f(z) =z e g(x) = —x + senz, entao (9.1) vale e o limite

li = I
m%ufoo(f + g) (.%') xﬂufoo Sene

nao existe (Exemplo [8.13). Para ver que lim,_, . g(z) = —o0, note que
g(x) < —x+1 para todo z € R e use o Teorema (do sanduiche com um
unico pao). Em vista dessa situacdo, dizemos que as expressoes

(+0) + (—0) e (—00)+ (+00)

sao indeterminagoes. As outras indeterminagoes (envolvendo produtos e
quocientes) sao:

+oo 0

= e =
+o0 0

Assim, por exemplo, se L1 = +00 ou | = —c0 e se Lo = 0, nada podemos
afirmar a priori sobre o limite lim,_,,(fg)(z). Similarmente, se Ly = 0
f(=z)
o e 9(@) "
calcular o limite, é necessario entao encontrar algum truque para eliminar a
indeterminacao. No Exemplo nés calculamos um limite indeterminado
da forma, % em que o numerador e o denominador eram polinémios. Como

vimos naquele exemplo, se p e ¢ sao polindmios e se o limite lim,_,, %

com a € R é uma indeterminacéo da forma 3, entdo p(a) = g(a) = 0 e

nesse caso podemos fatorar os polinomios fazendo p(z) = (x — a)p(x) e
q(z) = (r—a)q(x), em que os polindmios p e ¢ sao obtidos fazendo a divisao
de p e g, respectivamente, por x — a. Dai:

(£00) -0, 0-(£o0),

e Lo = 0, nada pode-se afirmar a priori sobre o limite lim,_,, Para

_oplx) . p(x)
lim —% = lim —=.
z—a q(x)  z—a §(x)
Se o novo limite continuar sendo uma indeterminacao da forma %, podemos
novamente cancelar um fator x — a em cima e em baixo, repetindo esse
processo até que a indeterminacao seja eliminada.

EXEMPLO 9.1. Vamos calcular o limite:

—23 + 422 — 5z + 2
. li .
(92) ool 23— 322 1 3z — 1

Temos que tanto o numerador quanto o denominador tendem a zero quando
x — 1, o que significa que 1 é raiz de ambos os polinémios que aparecem
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nesse quociente. Fazendo uma divisao de polinémios, obtemos:
—x3 F4a? —b5r+2=(r—1)(—2>+3x-2) e
23 =322 43z —1= (2 — 1)(2* — 22+ 1).
Logo:
. a3 +da? —br+2  —a?4+3x-2
lim =lim —————.
a—1 23 —322+3x -1 2-1 22 -2x+1
O novo limite continua sendo uma indeterminacéo da forma 2, isto é, 1

0
continua sendo raiz de ambos os polindomios que aparecem no quociente.

Fazemos entao uma nova fatoracao
2?43 -2=(z—-1)2-2), 2*-22+4+1=(z—1)?

e obtemos:

. 2243z -2 . 2—x

lim ————— = lim .

z—=1 % —2x+1 z—1lgx —1
Nesse ultimo limite, quando z — 1, o numerador tende a 1 e o denominador
tende a zero. No limite de um quociente, quando o numerador tende a um
valor diferente de zero e o denominador tende a zero, para calcular o limite
é necessario apenas analisar os sinais do numerador e do denominador. Para
x> 1, temos £ — 1 > 0 e portanto os Teoremas e nos dao:

9 _

lim = lim (2 —2) lim
z=1t T —1  z—1+t z—1t T —

=1 (4+00) = +o0;

para x < 1, temos z — 1 < 0 e os mesmos teoremas nos dao:

9 _
lim Y~ lim (2—z) lim =1-(—0)=—o0.
z—1- T —1 rz—1— z—1— T —
Concluimos entao que
—a3 4+ 42? —b5x + 2 —x3+4x2—5x+2_

Ii = li
xi?* 3 —322+3x—1 too e o

de modo que o limite (9.2)) ndo existe.

e—1- 3 —3224+3x—1

EXEMPLO 9.2. Vamos calcular o limite:
1

im ——.
0 23 4 212
Como quando z — 0 o numerador tende a 1 e o denominador tende a zero,
basta analisar o sinal do denominador. Temos
23 4+ 222 = 2% (2 4 2)

de modo que 234222 >0 parax > —2e 3+ 222 <0 para z < —2. Como
o valor do limite de f(z) quando x — 0 s6 depende do valor de f(z) para
x # 0 préximo de zero (item (iii) do Teorema e como x> + 222 > 0
para z # 0 préximo de zero, concluimos que (Teorema :

lim ——= = .
250 23 + 222 oo
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EXEMPLO 9.3 (limite de polinémio no infinito). Vamos calcular o limite:

lim (z° —22% + 2 +1).
T—r—+00
Como limg_ 4o 2 = 400 e limg 4 oo 222 = 400, vemos que esse limite
contém uma indeterminagao do tipo (400) + (—0o0) e portanto o seu célculo
nao é imediato. Intuitivamente, pensamos que para z muito grande, z° é
muito maior do que 222, de modo que o termo com z3 é o termo dominante
na expressao z° — 222 + x + 1 para = grande. Dai, é de se esperar que:
lim (2% —22% + 2 +1) = 4o0.

r——+00

Para passar isso a limpo, fatoramos a expressao x> — 222 + x + 1 colocando

2% em evidéncia, como segue:

2 1 1
lim (z°—22° +2+1)= lim 333(1———1——-1—7),

r—+00 Tr——+00 T :1,‘2 :L’3
Agora
. 2 1 1
lim (177+—+—):1
TFoo r x2 a3

e limg 400 2% = +o00, donde segue que:

2 1 1
lim (z® -2z +2+4+1) = lim :L”?’(l—f—{———i——) = (+00) - 1 = 400,
x  x? a3

T—+00 T—+00

como queriamos demonstrar. Um raciocinio similar mostra que:

lim (2% —22% 4+ 2 +1) = —o0.
Tr—r—00
Em geral, o limite de um polinémio nao constante em +oo € igual a +oo se
o seu coeficiente dominante for positivo e é igual a —oo se o seu coeficieinte
dominante for negativo. Recorde que se

p(z) = apx" + 12" 4 a4 ag

é um polinémio com a, # 0, entao o coeficiente dominante de p é a,, e o grau
de p é n. Se o grau de um polindmio nao constante é par, entao o seu limite
em —oo ¢ igual a 400 se o seu coeficiente dominante for positivo e é igual
a —oo se o seu coeficiente dominante for negativo. Se o grau do polinémio
for impar, entdao o seu limite em —oo é igual a —oco se o seu coeficiente
dominante for positivo e é igual a 400 se o seu coeficiente dominante for
negativo.

EXEMPLO 9.4 (limite de quocientes de polindémios no infinito). Vamos
calcular o limite:
o2l
lim ———-.
z—too 13 + 22 — 1
+

Trata-se de uma indeterminacao do tipo 2. Intuitivamente, quando z ¢

muito grande, o termo com z> é dominante tanto no numerador quanto no
denominador, de modo que o valor do quociente deve ser aproximadamente
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. 3 . . A
igual a Qm% = 2. Para passar isso a limpo, colocamos x> em evidéncia no
numerador e no denominador, obtendo:

o2t ta4l P24+ H4E) . 2+ hH+ %

lim P R lim 3 1y = lim —5—F- =2,

z—+o0 2 + x4 — x—)—&—oox(l 5—m—3) z—+00 1+5_3T3
Vamos agora calcular o limite:
22— 2z +1

:L‘Egloo 2+ 5x+7

3 2

Colocamos z° em evidéncia no numerador ¢ z© em evidéncia no denomina-

dor, obtendo:

3 —2r+1 . Pl-%+ %)
im ———— = lim
e—co g2 +5x +7 a——oo g2(1+ 2

Utilizando essa estratégia de colocar o termo dominante em evidéncia é
possivel calcular o limite em 400 ou em —oo de qualquer quociente de po-
linémios.

EXEMPLO 9.5. Vamos calcular o limite:

lim (Vz+1-+z).

T—r—+00

Trata-se de uma indeterminagao da forma (400) 4+ (—o0). O truque para eli-
minar a indeterminacao é multiplicar e dividir a expressao da qual queremos
calcular o limite pela soma das raizes quadradas, da seguinte forma:

V4 — V4 1
lim (\/J:Jr —\/:E): lim ( v \/E)( vt +\/§)
T—+00 x—+00 vo+14+ \/5
) (r+1)—= ) 1
lim ———= lim ———= =0,
zotoo \/xr + 14 /& z=to/x+ 1+
ja que limg 4 o (\/a? +1+ \/5) = 4o00.

10. Teoremas da Conservacao do Sinal e do Valor Intermediario

Comegamos estudando alguns resultados relacionando limites e desigual-
dades. O primeiro resultado que apresentamos ¢ um resultado que fala sobre
a estabilidade de desigualdades estritas: se uma desigualdade estrita

lim f(z) < lim g(z)

vale no limite quando = — a, entdo a desigualdade f(z) < g(x) ja tem
que valer para z préximo (mas diferente) de a. Como consequéncia desse
resultado obtemos o chamado Teorema da Conservagao do Sinal, que diz
que uma fungao continua nao pode mudar repentinamente de sinal.
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TEOREMA 10.1 (estabilidade de uma desigualdade estrita). Sejam
f:D—=>R e g:D—=R

fungoes com D C R e seja a € [—oo,+0o0] um ponto de acumulagdo de D.
Suponha que
lim f(x) =L; e limg(z)= Lo,
r—a

T—a
com Ly, Ly € [—00,4+00]. Se Ly < Lo, entao f(z) < g(x) para todo x € D
com x # a e x prorimo de a. Mais precisamente:

(i) se a € R, entdo existe r > 0 tal que para todo x € D:
0<|z—a|l <r= f(z) < g(z);
(ii) se a = +o0, entdo existe M € R tal que para todo x € D:
> M= f(z) < g();
(iii) se a = —o0, entdo existe M € R tal que para todo x € D:
r< M= f(z) < g(z).

Nao ¢é dificil de demonstrar o Teorema a partir da definicao de
limite, mas os casos em que L1, Lo sao finitos e infinitos tem que ser tratados
separadamente, o que acaba tornando a demonstragao um pouco enfadonha.

COROLARIO 10.2 (teorema da conservagao do sinal). Seja f : D — R
uma fungdo com D C R e seja a € D. Suponha que f é continua no ponto
a. Se f(a) >0, entdo f(x) > 0 para todo x € D prdzimo de a, isto é, existe
r > 0 tal que para todo x € D:

|z —a| <r= f(z)>0.
Similarmente, se f(a) <0, entdo existe r > 0 tal que para todo x € D:
|z —a| <r= f(z) <0.

DEMONSTRAGAO. Se a é um ponto isolado de D, entao existe r > 0
tal que a é o tnico ponto de D em Ja —r,a +r[. Nesse caso, se v € D
e |z —al < r entdo x = a e portanto f(x) = f(a). Se a é um ponto
de acumulacao de D, entao lim,_, f(z) = f(a) e a conclusdao segue do
Teorema aplicado a funcao f e a funcao identicamente nula. O

O préximo resultado nos diz que quando temos uma desigualdade da
forma f(z) < g(z), podemos tomar o limite quando x — a dos dois lados
da desigualdade (desde que os limites existam, é claro) e a desigualdade se
mantém.

COROLARIO 10.3 (desigualdades ndo estritas sao mantidas no limite).
Sejam f: D — R eg: D — R fungées com D C R e seja a € [—00, +00]
um ponto de acumula¢do de D. Suponha que

lim f(z) =Ly e limg(x)= Lo,
r—a

r—a

com Ly, Ly € [—00,+0]. Se f(x) < g(x) para todo x € D, entdo L1 < Ls.
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DEMONSTRAGAO. Supondo por absurdo que L; > Lo, o Teorema [10.1
nos daria € D com f(x) > g(x), contradizendo a hipétese. O

EXEMPLO 10.4 (o Corolério nao ¢é valido para desigualdades estri-
tas). Nas condicoes do Corolério se a desigualdade estrita f(z) < g(x)
for vélida para todo = € D, nem sempre serd o caso que Ly < Lg. Evi-
dentemente, o Corolério nos garante que Ly < Lo, ja que f(z) < g(x)
para todo = € D; mas pode ocorrer que L; = Lo, mesmo se f(z) < g(z)
para todo x € D. Por exemplo, se D = ]0,4o00[ e as fungoes f: D — R e
g : D — R sdo definidas por

1
f)=0 e gle)=
para todo = > 0, entao f(x) < g(z) para todo x € D, mas:
oo 1) = 0= L, 6()

O resultado a seguir expressa a ideia intuitiva de que uma fung¢ao con-
tinua cujo dominio é um intervalo nao pode “dar pulos”: isto é, se uma tal
fungao assume um valor y; e um valor ys, entao ela necessariamente assume
todos os valores intermedidrios entre y; e ys.

TEOREMA 10.5 (do valor intermediario). Seja f : I — R uma fun¢ao
continua cujo dominio I C R € um intervalo. Se y1 e yo sdo elementos da
imagem de f e se y1 < ya, entdo todo o intervalo [y1,y2] estd contido na
imagem de f. Portanto, a imagem de f também € um intervalo.

A demonstracao do Teorema do Valor Intermediario usa o axioma da
completude (veja discussao logo apds a Definicao [5.1)).

Como caso particular do Teorema do Valor Intermediario, temos que
uma fungao continua num intervalo nao pode mudar de sinal sem se anular.

COROLARIO 10.6 (teorema do anulamento). Seja f : I — R uma fungdo
continua cujo dominio I C R € um intervalo. Se existem x1,x9 € I com
f(z1) >0 e f(xze) <0, entao existe x € I com f(x) = 0.

Usando o Teorema do Valor Intermediario podemos determinar com mais
facilidade a imagem de fungbes continuas cujo dominio é um intervalo e
justificar alguns fatos que ja mencionamos em segoes anteriores.

EXEMPLO 10.7 (existéncia da raiz n-ésima). Se n é um inteiro positivo,
entdo a fungao f: R — R dada por f(z) = 2" para todo x € R é continua.
Segue entao do Teorema que a imagem de f é um intervalo. Suponha
que n é impar. Como

lim f(z)=-00 e lim f(z)=4oc0

T——00 T—r+00
esse intervalo deve ser ilimitado inferiormente e superiormente. Dai a ima-
gem de f tem que ser RR. Isso prova que todo nimero real admite uma raiz
n-ésima para m impar. Se n é par, temos f(0) = 0, f(z) > 0 para todo
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z € R e limyyyo f(z) = +00. Usando novamente o Teorema vemos
entdo que a imagem de f é o intervalo [0, +00[. Isso prova que todo nimero
real nao negativo admite uma raiz n-ésima para n par.

EXEMPLO 10.8 (polinémio de grau impar é sobrejetor). Sep: R — R é
uma funcao polinomial de grau fmpar cujo coeficiente dominante é positivo,

entao (Exemplo

lim p(z)=—-00 e lim p(x)=4oc;

T——00 T—-+00

se o coeficiente dominante de p é negativo, temos:

lim p(z)=+o00 e lim p(x)=—oc.
T—r—00 r—r+00
Em qualquer caso, como p é continua, o Teorema do Valor Intermediario
nos dd que a imagem de p é um intervalo que é ilimitado inferiormente e
superiormente. Assim, p : R — R é uma fungao sobrejetora. Em particular,
todo polindomio de grau impar possui uma raiz real. Note que isso nao é
verdade em geral para polinémios de grau par.

ExeEMPLO 10.9 (imagem das fungdes trigonométricas). Sabemos que as
fungoes seno e cosseno sao continuas e que suas imagens estao contidas no
intervalo [—1,1]. Como sen (—g) =—1,seng =1, cos0 =1¢e cosm = —1,
o Teorema do Valor Intermediario nos da que a imagem da funcao seno e

da fungao cosseno sao iguais ao intervalo [—1,1]. Mais ainda: a imagem da
restrigao da fungao seno ao intervalo [—%, g] é igual a [—1,1] e a imagem da

restrigao da fungao cosseno ao intervalo [0, 7] é [-1,1]. No caso da funcao
tangente, temos:

, ) sen x ) . senx
lim tgzx= Ilim =-—00 e lim tgxr= lim = +00,

z——27F z——21T COST z—5 " z—3~ COST

donde o Teorema do Valor Intermediario nos da que a imagem da restrigao

da funcao tangente a ]—g, g[ ¢ R. Similarmente, a imagem da restricao da

funcao cotangente ao intervalo |0, [ é R.

11. Potenciagao e logaritmo

Nesta secao vamos estudar o significado da expressao a’, em que a e b

sao nimeros reais. Recorde que na expressao a’ dizemos que a é a base e b
é o expoente. Comecamos pelo caso em que o expoente b é um inteiro nao
negativo, depois consideramos o caso em que b é um inteiro qualquer, depois
0 caso em que b é racional e finalmente o caso em que b é real. Poténcias
com expoente inteiro positivo ja vinham aparecendo ao longo do curso, mas
apresentamos agora uma definicao formal para deixar a se¢ao mais completa.
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DEFINIGAO 11.1 (potenciagao com expoente natural). Se a é um nimero
real e n é um inteiro positivo, definimos a" como sendo o valor do produto
aa---a em que o fator a aparece n vezes. Mais precisamente, definimos a™
recursivamente através das igualdades:

1 _ n+l _ n : : >
a =a e a =a"a, para todo inteiron > 1.
Nés definimos também a® = 1, para todo a € R (de modo que a igualdade
a"t! = a"a também vale para n = 0).

Note que, de acordo com a definicdo acima, 0° = 1. Como definicdes sio
livres — uma definicao é meramente uma escolha de associacao de um nome
a uma coisa — nao ha algum sentido em que a expressao 0° possua um “valor
correto”: o valor dessa expressao depende da definicio escolhida para ab. No
entanto, algumas escolhas de defini¢oes sao mais tteis e convenientes do que
outras e algumas escolhas de defini¢oes sao mais compativeis com nogoes
informais que eram comumente associadas ao termo sendo definido e que
estavam disponiveis antes da formulagao da definicdo. Existem argumentos
para justificar que 0° = 1 é uma boa definicdo e outros argumentos que
sugerem que seria melhor deixar a expressao 0° indefinida. Um motivo para
deixar a expressao 0° indefinida é o fato que — como veremos adiante no
Exemplo m — 0% é uma forma indeterminada para limites, isto é, se

lim f(z) =0 e limg(z) =0,

Tr—a r—a

nao temos como saber a priori o valor do limite lim,_,, f(a:)g(’”). No entanto,
isso néo nos proibe de atribuir um valor qualquer para 0°. Se atribuimos
um valor para 0%, ocorrerd apenas que, se

lim f(x) =L; e limg(z)= Lo,

r—ra Tr—ra

nao vai valer em geral que limx_mf(:v)g(x) = LlL2 para L1 = 0e Ly = 0.
Argumentos para usar 0° = 1 como definicio normalmente sio baseados
no desejo de manter validas em casos extremos certas formulas de andlise
combinatériaﬂ A defini¢do 0° = 1 também é conveniente para se escrever
polinémios de forma abreviada usando somatérios. De fato, é conveniente
poder escrever um polinémio p(z) = a,z" + ap_12" 1 + -+ + a1z + ap na
forma abreviada p(z) = Y1 ; a;z’, mas essa forma abreviada sé da o valor
correto p(0) = ag em x = 0 se definimos 0° = 1.

5Por exemplo, se A é um conjunto finito com m elementos e se B é um conjunto finito
com n elementos, entdo existem n™ fungées f : A — B (pois, para cada a € A, temos n
possiveis valores para f(a)). Se queremos que esse resultado seja vélido para n =m = 0,
isto é, quando os conjuntos A e B sio vazios, devemos definir 0° = 1 pois h4 uma tnica
funcdo f com dominio e contradominio vazios.
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DEFINIGAO 11.2 (potenciagdo com expoente inteiro). Se a é um nimero
real nao nulo e se n é um inteiro positivo, definimos:

1
a = —.
an
Juntas, as Defini¢oes [I1.1] e [I1.2] nos dao o valor de a" para qualquer
a € R e qualquer n € Z, exceto que deixamos a expressao a” indefinida para

a=0en <0. Nao é dificil verificar que as igualdades
(11.1) a"™m =a"a™, (a")™ =a"", (ab)" = a"b",

valem para quaisquer a,b € R nao nulos e quaisquer n,m € Z. Para a =0
ou b = 0 essas igualdades valem se n >0 e m > 0.

DEFINIGAO 11.3 (potenciagao com expoente racional). Se ¢ é um nimero
racional, entao podemos escrever ¢ de forma tinica como uma fragao 7> em

que m,n € Z sao relativamente primos e n > 1. N6s definimos

(11.2) a® = Vam = (Ya)",
nos seguintes casos: (i) a =0e g > 0; (ii) a > 0; (iii) @ < 0 e n {mpar.

Para a > 0, as igualdades em (|11.2) valem também quando m e n néo
s@o relativamente primos (evidentemente, para a = 0 é necessario supor
m > 0). Porém, para a < 0 essas igualdades nao valem em geral se m e n
nao sao relativamente primos. Por exemplo, se ¢ = %, entao

(-1)?=+v-1=-1,

Y=

isto é, usando a representacao ¢ = % obtemos um resultado diferente. Assim,
para a < 0 é realmente relevante na Definicao [11.3| supor que m e n sejam
relativamente primos.

Os fatos mencionados acima bem como o resultado abaixo podem ser
demonstrados usando as igualdades ((11.1)).

mas

TEOREMA 11.4 (propriedades bésicas da potenciagdo em que o expoente
é racional). Para a € R e q,r € Q, as igualdades

(11.3) a?™" = ala”,
(11.4) (a?)" = a?",

valem se as expressoes al e a” estiverem bem-definidas. Para a,b € R e
q € Q, a igualdade

(11.5) (ab)? = a1
vale se as expressoes al e bl estiverem bem-definidas.

No caso da igualdade (|11.4)) deve-se atentar ao fato de que ha situagoes

em que ambos os lados da igualdade estao bem-definidos mas a igualdade

- _ _ _1
nao vale, como por exemplo paraa = —1,g=2er = ;.
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TEOREMA 11.5 (propriedades da fungao poténcia com expoente racional
fixo). Seja ¢ € Q e considere a funcio f dada por f(x) = x4, em que o
dominio de f € o conjunto dos pontos x € R tais que a expressdo x? estd
bem-definida. Temos que a funcdo f € continua e:

se ¢ > 0, entdo a restri¢io de f a [0,+00] € estritamente crescente
e a sua imagem € [0, +00|;

se ¢ < 0, entdo a restricao de f a ]0,+o00[ € estritamente decres-
cente e a sua imagem € ]0, +o0[;

se q >0 e q € um quociente de inteiros impares, entdo f: R — R
€ uma bijecao estritamente crescente;

seq < 0 eq € um quociente de inteiros impares, entao a restricdo de
f a]—00,0[ € estritamente decrescente e a sua imagem € |—o0,0[;

seq > 0 e q € um quociente de um inteiro par por um inteiro impar,
entao a restrigao de f a]—o0,0] € estritamente decrescente e a sua
imagem € [0, +00[;
seq < 0 eq € um quociente de um inteiro par por um inteiro impar,
entdo a restri¢io de f a |]—00,0[ € estritamente crescente e a sua
imagem € |0, +ool.

DEMONSTRAGAO. A continuidade de f segue do Coroldrio do Te-
orema [5.2] e do Corolario As afirmagoes a respeito de crescimento e
decrescimento estrito das restrigoes de f sao obtidas de , e do Te-
orema [8.23] Finalmente, as afirmacdes a respeito das imagens das restrigoes
de f seguem do que foi discutido no Exemplo [10.7} O

Estamos prontos agora para tratar o caso de expoentes irracionais. Para
isso, nés vamos usar o seguinte resultado que nao vamos demonstrar.

TEOREMA 11.6. Sejam dados a,b € R com a > 0. Considere a func¢ao
f:Q — R definida por

(11.6)

f(z) = a®,

para todo x € Q. Temos que o limite
lim f(x)

z—b

existe e € finito. Seb € racional, o valor desse limite é a® (em outras palavras,
a fungao f € continua).

Notamos que o Teorema |11.6[nao vale se a < 0. Por exemplo, se a = —1,
temos que a® = —1 para todo x no conjunto
(11.7) {% mneZ,n>lem, n fmpares}

e que a” = 1 para todo x no conjunto

(11.8)

{%:m,ne Z,n>1, mparenl’mpar}.

Ocorre que todo nimero real é ponto de acumulacao tanto de (11.7)) como
de (11.8)), isto é, para qualquer b € R podemos fazer x — b tanto com z
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em €como com T em . Segue dai que o limite lim, ,;(—1)* nao
existe. Mais geralmente, o limite nunca existe se ¢ < 0. Se a = 0,
entao o dominio da funcao f s@o s6 os racionais nao negativos e o limite
(11.6)) sempre existe e é igual a zero se b > 0; note, porém, que para a = 0
temos f(0) = 1, de modo que f nao é continua no ponto zero.

DEFINIGAO 11.7 (potenciagao com expoente real). Dadoa >0e b e R
quaisquer, nés definimos a® como sendo igual ao valor do limite , isto
é, a’ é definido como sendo igual ao limite de a® quando z tende a b por
valores racionais. Para a = 0, nés definimos a® = 0se b > 0 e a® =1 se
b = 0 (coerentemente com a Definigao ; a® fica indefinido para a = 0
e b < 0. Para a < 0, nés definimos a® apenas nos casos em que ja estavam
cobertos pela Defini¢ao isto ¢, se a < 0 entdo a’ é deixado indefinido

para b irracional e para b racional da forma % com m,n € Z, m fmpar e

n # 0 par.
Observamos que para a,b € R vale que

(11.9) a>0=a">0.

De fato, se b é racional isso segue diretamente da Definicao[I1.3]e se b € R
isso segue tomando o limite quando ¢ — b com ¢ € Q dos dois lados da
desigualdade a? > 0 (Corolario . Veremos logo adiante que na verdade
a® > 0 para todo a > 0 e todo b € R (Corolario .

TEOREMA 11.8 (continuidade da fungdo exponencial com base fixa).
Dado um nimero real positivo a, temos que a funcdo f : R — R definida
por f(x) = a® para todo x € R é continua.

O Teorema deve parecer bastante plausivel, ja que o seu enunciado
diz que a® = lim,_,; a® sempre que a > 0 e b € R. Note que quando z tende
a b por valores racionais, temos que a® tende a a’ pela prépria definicio
de a’. No entanto, para provar o teorema precisariamos justificar que a”
também tende a a® quando z tende a b por valores reais, o que nio é tao
imediato.

TEOREMA 11.9 (propriedades bésicas da potenciagao em que o expoente
éreal). Sea >0 eb,c € R, valem as igualdades:

(11.10) a’t¢ = aa’,
(11.11) (a®)¢ = a;

sea >0, essas igualdades valem parab >0 ec>0. Sea >0 eb >0, entdo
vale a igualdade:

(11.12) (ab)® = a“b®,
para qualquer c € R; sea >0 e b > 0, essa igualdade vale para ¢ > 0.

DEMONSTRAGAO. Se a =0, b > 0 e ¢ > 0, a demonstragao de ((11.10))
e (11.11)) é obtida por uma andlise de casos simples. Suponha a > 0. Para
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demonstrar (11.10f), tomamos primeiro o limite quando ¢ — b com ¢ € Q
dos dois lados da igualdade ([11.3]), obtendo

ab+r — abar7

para todo r € . Agora tomamos o limite quando 7 — ¢ com r € Q dos dois
lados dessa ultima igualdade, obtendo ; nesse segundo passo, para
justificar que a®*" tende a a’t¢ quando r — ¢ com r € @, precisamos usar
o Teorema pois mesmo com r € @ nao é necessariamente verdade que
b+ r € Q. Note que de obtemos a’a=? = a® = 1, de onde sai que
a’ # 0 e portanto a® > 0 por . Para demonstrar (|11.11f), tomamos
primeiro o limite quando ¢ — b com ¢ € Q dos dois lados da igualdade
, obtendo
(ab)r — abr‘7

para todo r € Q; aqui usamos a continuidade da funcao poténcia com expo-
ente racional r fixo (Teorema [L1.5). Agora tomamos o limite quando r — ¢
com r € @ dos dois lados dessa ultima igualdade, obtendo . Nova-
mente, o Teorema é usado para justificar que a”" tende a a* quando
r — c¢ com r € Q. Finalmente, vamos demonstrar . Sec>0,a
demonstragao da igualdade para a = 0 ou b = 0 é obtida por uma
analise de casos simples. Se a > 0 e b > 0, a igualdade segue da
igualdade tomando o limite quando ¢ — ¢ com ¢ € Q. O

COROLARIO 11.10. Dados a,b € R, se a > 0, entdo a® > 0.

DEMONSTRAGAO. De (T1.10) segue que a’a™® = a® = 1 e portanto
a® # 0. A conclusdo segue de (11.9). O

TEOREMA 11.11 (propriedades da fungao poténcia com expoente real
fixo). Se b é um nimero real positivo, entao a fungao f : [0,+oc0] — R
definida por f(x) = z¥ para todo © > 0 € estritamente crescente, continua
e sua imagem € [0,+oo[. Se b € um nimero real negativo, entdo a fungao
f :]0,+00[ — R definida por f(z) = x° para todo x > 0 ¢é estritamente
decrescente, continua e sua imagem € ]0, +o0].

DEMONSTRAGAO. Suponha primeiro b > 0. Fixados z1,22 > 0 com
r1 < x9, 0 Teorema [11.5|nos da

q q
Ty < x5,

para qualquer racional ¢ > 0. Tomando o limite com ¢ — b dos dois lados
dessa desigualdade (Corolario [10.3)), obtemos:

2y <,
o que prova que f é crescente. Usando ([11.11)) vemos que a fungao
g : [0, +o00[ — [0, +00
definida por g(z) = b para todo x > 0 é a funcao inversa da funcao

f 10, +00] — [0, 00,
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donde segue que f : [0, +oo[ — [0, +00[ é bijetora. Em particular, como f
é crescente, concluimos que f é estritamente crescente e que sua imagem é
[0, +00[. A continuidade de f segue entdo do Teorema Ocasob<0¢é¢
tratado notando que

para todo z > 0 e todo b € R. O
COROLARIO 11.12. Se b > 0, entdo:

lim 2% = 4+oo.
Tr——400

Se b < 0, entao:

lim 2°=0 e lim 2° = +.
r—+00 z—07F

DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas [11.11]e O

TEOREMA 11.13 (monotonicidade da funcao exponencial com base fixa).
Seja a # 1 um niumero real positivo e seja f : IR — R a fun¢do definida por
f(z) = a*, para todo x € R. Se a > 1, entdo a fungio f € estritamente
crescente e se a < 1, entdo a funcdo f € estritamente decrescente.

DEMONSTRACAO. Suponha primeiro a > 1. Dados z1,72 € R com

x1 < x9, segue de (11.10f) que:

Usando o Teorema [11.11| com b = x2 — x1 > 0, obtemos:
1<a= 177" < ™™™ —= 1 < a®™™ ",

como a*! > 0 (Corolario [11.10]), podemos multiplicar a tltima desigualdade
acima dos dois lados por a®!, obtendo a®™ < a*2 e concluindo a demonstracao
de que f é estritamente crescente. A demonstracao do teorema no caso a < 1
¢é obtida notando que
1\ —=
=)
a

para todo x € R e todo a > 0. ([l

Vamos agora estudar o crescimento da funcao exponencial f(x) = a”
quando a > 1 e z — +oo. Veremos que nao apenas f(x) tende ao infinito
quando z tende ao infinito, mas que f(z) tende ao infinito mais rapidamente
do que qualquer poténcia de = (veja a discussao apés o Exemplo na
Segao . Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 11.14 (a exponencial cresce mais réapido do que qualquer po-
téncia). Para a,b € R com a > 1, vale que:

T

(11.13) lim L = foc.
T—+00 I
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DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, observamos que é suficiente tra-
tar o caso em que b > 0. De fato, se b < 0, entdo para todo x > 1 o
Teorema [I1.13 nos d4

x aiﬂ
b<0=b<l=0<a’<a'=a= — > —,
x x
e portanto ([11.13) seguira do Teorema do Sanduiche com um unico pao
(Teorema } se tivermos mostrado que lim,_, % = +o00. Vamos agora
tratar o caso 0 < b < 1. Escrevaa =1+ h com h > 0. Dado x > 1, seja n

o inteiro positivo tal que n < x < n + 1 e note que
a®>a" = (14 h)" > 1+ nh,

em que na ultima desigualdade usamos a expansao de (14 h)™ pelo bindémio
de Newton. Como n > x — 1, obtemos

a®>14nh>14(x—1)h > (z—1)h,

e daf
a®  (r—1)h
(11.14) 5>
para todo x > 1. Usando o Corolario [11.12| nés calculamos
—1)h 1
lim u = lim <w1*b — —)h = +o00,
T—+00 ,’L‘b T—+00 xb

e dai segue de (11.14)) e do Teorema do Sanduiche com um unico pao (Te-
orema [8.18)) que ([11.13)) vale para 0 < b < 1. Para tratar o caso b > 1,

notamos primeiro que
1yz\2b
a* _ [ (ax)
o\ T 1 ’
Jfb T2

1 1 .
para todo z > 0. Tomando ¢ = a2 > 12 = 1, o caso do teorema que ja
demonstramos nos da

C:D

hm - = +OO,
T—=+00 5

e a conclusao segue do Corolério [11.12 U

COROLARIO 11.15. Se a > 1, entado:

lim a®* =400 e lim a® =0.
T——+00 T——00

Se 0 < a <1, entao:

lim ¢*=0 e lim a® = +cc.
Tr—r+00 T——00
DEMONSTRAGAO. Se a > 1, a igualdade lim, o a® = 400 é sim-
plesmente o caso particular do Teorema [I1.14] com b = 0. Para calcular
lim,_, o a*, usamos a substituicao y = —x como segue:
1

lim ¢*= lim ¢ Y= lim — =0.
T——00 y——+o00 y——+oo a¥
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O caso 0 < a < 1 é obtido notando que:

para todo x € R e todo a > 0. O

COROLARIO 11.16. Sea > 0 e a # 1, entao a fungdo f : R — ]0,+o0|
dada por f(x) = a® para todo x € R € bijetora.

DEMONSTRAGAO. A injetividade de f segue do Teorema [11.13|e a so-
brejetividade segue do Teorema do Valor Intermediario (Teorema [10.5)), da

continuidade de f (Teorema [11.8)) e do Corolario [11.15 O

DEFINIGAO 11.17 (logaritmo). Se a # 1 é um numero real positivo,
entdo a func¢ao logaritmo de base a, denotada log, : ]0,+oo[ — R, é a funcao
inversa da fungao f : R — |0, +00[ definida por f(z) = a®, para todo x € R

(veja o Corolario [11.16)).

TEOREMA 11.18 (propriedades bésicas do logaritmo). Sea >0 e a # 1,
entao:

log, (bc) = log, b+ log,, c,
para quaisquer b >0 ec>0e
log, (b°) = clog, b,
para qualquer b > 0 e qualquer ¢ € R.
DEMONSTRAGAO. Usando o Teorema obtemos
qlosabHoga e — Jlog,blogac — p. o Closab — ( alo%a b)C — 1,
e a conclusao segue. (I

TEOREMA 11.19 (mudanga de base no logaritmo). Se a > 0, b > 0,
c>0,a#1eb#1, entdo:

log; ¢

1 = .
%a ¢ log, a

DEMONSTRAGAO. Usando o Teorema obtemos
blogbaloga c _ (blogb a)lOga ¢ _ aloga c _ c,
donde logy, alog, c = log, c e a conclusao segue. ([

TEOREMA 11.20 (continuidade e monotonicidade do logaritmo). Se a €
maior do que 1, entdo a funcao

(11.15) log, : 10, +00] — R

€ estritamente crescente, continua e bijetora. Se 0 < a < 1, entdo a fun¢do
(11.15) € estritamente decrescente, continua e bijetora.

DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas [11.13] [8.23} |11.8| e O
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COROLARIO 11.21 (limites do logaritmo). Se a > 1, entdo:

ili)% log,z = —00 e Igr}rloo log, x = +o0.

Se 0 < a <1, entdo:

ilg(l) log,z =400 e a:Ll\IJPoo log, x = —o0.
DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas [11.20] e O

Vamos agora tratar de limites da forma lim,_,, f(x)g(z), em que f é uma
funcao positiva. Um truque 1util para calcular esse tipo de limite é escrever

(11.16) f(z)9®) = p9(@)losy f(z)
para algum b > 1 fixado qualquer.
TEOREMA 11.22 (limite de uma potenciagao). Sejam
f:D—>R e g:D—=R

fungées com D C R e seja a € [—oo,+00] um ponto de acumulagdo de
D. Suponha que para todo x € D tenhamos que f(x) > 0 e também que
g(xz) > 0 sempre que f(x) = 0 (o0 que garante que a expressio f(z)9®)
esteja bem-definida). Suponha também que

il_r)r(llf(x) =L, €[0,400] e ig)rég(x) = Ly € [—00, +0].
Temos que:
e se0< L1 <+ e Ly €R, entdo lim,_, f(:n)g(x) = LlLQ;
o se L1 = +o0 e Ly > 0, entio lim,_,, f(2)9®) = 400;
o se Ly = +00 e Ly < 0, entdo lim,_,q f(2)9®) = 0;
o se L1 =0 e Ly >0, entdo lim,_,, f(x)9®) =0;
o se L1 =0 e Ly <0, entdo lim,_,q f(x)9%) = 400;

e se L1 >1 e Ly = +00, entao lim,_,, f(x)g(x = 400;

)
o se L1 >1 e Ly = —o0, entdo limg_,q f(2)9@) = 0;
o se L1 <1 e Ly =400, entdo limg_,q f(2)9@) = 0;
e se L1 <1 e Ly=—o0, entio lim,_,, f(2)9*) = 400.
DEMONSTRAQAO- Suponha primeiro que f(w) > 0, para todo x € D.

Nesse caso, escolhemos um b > 1 qualquer e podemos usar a igualdade
(11.16)). Dai a conclusao segue da continuidade da fungao logaritmo (Te-
orema , do Corolario do Teorema e do Corolério
Para tratar o caso geral, note primeiro que se f(z) > 0 para todo x € D
com x # a préximoﬁ de a, entao recaimos no caso que ja foi tratado, ja
que o limite lim,_., f(2)?®) s6 depende dos valores de f(z)9(*) para = € D
com z # a préximo de a. Se nao é verdade que f(x) > 0 para todo z € D

60 significado preciso dessa frase estd explicado no enunciado do Teorema m
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com x # a proximo de a, entao temos que a é um ponto de acumulagao do
conjunto:
={zeD: f(z) =0}
Nesse caso
Ly = lim £(2) = lim(f],)(z) = 0
e como g(x) > 0 para todo = € D1, segue do Corolario que:
Ly = lim g(z) = lim(g|p,)(2) > 0

Note que o caso L1 = 0 e Ly = 0 nado é contemplado por nenhum dos itens
do enunciado e portanto podemos supor que Lo > 0. Nés devemos mostrar
agora que:

(11.17) lim f(z)/® = 0.

r—a

Como Ly > 0, segue do Teorema que g(x) > 0 para todo x € D com
x # a proximo de a. Se for verdade que f(x) = 0 para todo x € D com
& # a préximo de a, ai f(z)9*) = 0 para todo # € D com z # a préximo
de a e segue. Se isso nao for verdade, temos que a é um ponto de
acumulacao do conjunto:

Dy ={z e D: f(z) >0}

Dai temos que f(2)9®) tende a zero quando z — a por dentro de Dy (j4
que f(x)9®) = 0 para z € D; com z # a préximo de a) e que f(x)9®) tende
a zero quando x — a por dentro de Dy (pelo caso que foi tratado no inicio
da demonstragao). Como D = D; U Dy, a igualdade segue agora do

item (ii) do Teorema O

Sob as condigoes do Teorema [11.22] nos casos
e 1 =0elLy=0,
) le—i—ooeLg:O,
[ J L1 =1le L2 =
nio é possivel concluir nada sobre o limite lim,_,, f(x)9*) (s6 podemos
garantir que, se esse limite existir, ele é nao negativo, ja que f (3:)9(”) >0
para todo x € D). Dizemos entao que

0°, (+oo)0 e 1%

sao indeterminacoes. Como sempre, esses sa0 0s casos interessantes em que
¢é preciso trabalhar um pouco para calcular o valor do limite.

OBSERVACAO 11.23. Existem outras abordagens para se definir a po-
tenciacdo a’ com a € ]0,4+00[ e b € R usando ferramentas mais avancadas
(séries de poténcias, equagoes diferenciais ou integracao). Nao temos essas
ferramentas disponiveis agora, mas observamos que com essas ferramentas
a demonstragao dos resultados estudados nesta secao ficaria mais simples
(veja Observagao adiante para mais detalhes).
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12. O numero e

O numero e é uma constante irracional que aparece em diversas férmulas
importantes da Matematica, da Estatistica e da Fisica, assim como o niimero
w. Existem varias motivacoes possiveis para a introducdo do ntumero e,
sendo que a mais simples envolve derivadas: o nimero e aparece na solugao
da equacao diferencial f’ = f. Como ainda nao tratamos formalmente de
derivadas no curso, nés motivaremos a definicao de e agora através da ideia
de juros compostos continuamente.

Recorde que se eu possuo um certo capital x e se eu invisto esse capi-
tal e obtenho um rendimento de, digamos, 20% de juros num determinado
periodo, apds esse periédo eu terei o montante inicial x e mais 20% de =z,
isto é, z + 0,2x = 1,2x. Chamando de j uma determinada taxa de juros
(ja dividida por 100, isto é, no exemplo em questao j = 0,2), entdo apds
um periodo o capital inicial z se transforma em (1 + j)z. O que ocorre
se, em vez de me pagarem 20% de juros por um determinado periodo de
investimento, me pagassem 10% de juros na primeira metade desse periodo
e depois mais 10% de juros na segunda metade? Na primeira metade do
periodo, o capital inicial x se multiplicaria por 1,1 e na segunda metade o
novo capital 1,1z se multiplicaria novamente por 1,1, de modo que o capital
final serd 1,12z = 1,21z. Assim, dois meios perfodos com rendimento 10%
correspondem a um periodo inteiro com um rendimento de 21%, nao 20%.
Estamos tratando aqui de juros compostos, isto é, juros incidem sobre juros:
no segundo periodo, os 10% de juros nao incidem apenas sobre o capital
inicial z, mas também sobre o rendimento 0,1z obtido no primeiro periodo.
O que acontece agora se, em vez de me pagarem 20% de juros por um deter-
minado periodo, esse peridédo fosse dividido em 10 partes e me pagassem 2%
de juros em cada décimo de periodo? E facil ver que, nesse caso, o capital
inicial x seria multiplicado por 1,02 por 10 vezes, isto é, o capital final seria
1,029z, Fazendo os célculos explicitamente, vé-se que um juro de 2% em
cada décimo de periodo corresponde a um rendimento no periodo todo de
aproximadamente 21,899% (com trés casas decimais de aproximacao). Po-
demos continuar essa brincadeira, subdividindo o periodo completo em mais
e mais subperiodos: podemos trocar a taxa de juros de 20% no periodo todo
por uma taxa de 0,2% composta 100 vezes em 100 centésimos desse periodo.
Nesse caso, o capital inicial se multiplica por 1,002'%° e um célculo explicito
nos mostra que isso corresponde a um rendimento no periodo de cerca de
22,116% (com trés casas decimais de aproximagao). Como é de se esperar,
quanto mais subdivisoes se faz do periédo, maior o rendimento total. Mas
o que acontece quando esse numero de subdivisoes tende ao infinito? Sera
que o rendimento também tende ao infinito? Vamos investigar essa questao
abaixo.

Considere uma taxa de juros j que deveria incidir sobre um determinado
periodo. Dado um inteiro positivo n, consideramos uma subdivisao desse
perfodo em n partes e deixamos uma taxa de juros Z incidir sobre o capital
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acumulado em cada um dos n subperiodos. Ao final do periodo todo, o
capital inicial tera sido multiplicado por:

(12"

A pergunta é: o que ocorre com essa expressao a medida em que n tende a
+00? Para responder a essa pergunta, usaremos o seguinte resultado cuja
demonstragao serd omitida.

TEOREMA 12.1 (limite que define €). O limite

(12.1) lim (1 + z)7

z—0

existe e € finito.

DEFINIGAO 12.2 (o numero e). O ndmero e, também conhecido como

numero de Euler, é definido por:
e=lim(1+ x)%
z—0

Sabe-se que e é um numero irracional entre 2 e 3. Na verdade, assim
como T, sabe-se que e é um nimero transcendente: isso significa que e (e )
nao sao raizes de um polindémio nao nulo com coeficientes racionais. Note
que, por exemplo, o nimero /2 é também irracional, mas nio é transcen-
dente, ele é algébrico: /2 é raiz de um polinémio nao nulo com coeficientes
racionais, a saber p(r) = 22 — 2. As primeiras 15 casas decimais de e sdo:

e = 2,718281828459045 . ..

E possivel obter estimativas de e atribuindo valores pequenos a x na ex-
~ 1 . . o
pressao (1 4 x)=, mas uma maneira muito melhor de obter estimativas de e

é usar a série:
o

1 , 1 1 1 1 1
e_nzon!_nirfoo(m+1!+2!+3!+'”+m>'
A teoria de séries nao é estudada no curso de Célculo I, mas veremos essa
aproximagao para o nimero e mais adiante quando estudarmos o polindomio
de Taylor da fungao f(z) = e* (Exemplo [33.19). Usando essa série nao é
muito dificil de mostrar que e é um nimero irracional, mas a transcendéncia
de e é consideravelmente mais dificil de demonstrar.

EXEMPLO 12.3 (juros compostos continuamente). Voltamos & nossa per-
gunta inicial sobre os juros compostos continuamente e calculamos agora o

limite:
. J\"
lim (1 + —) .
n—+o00 n
Fazendo a substituicao de varidveis z = % em ([12.1)), obtemos:
e = lim(1 -i-x)% = lim (1 + 1)7.
n

x—0 n—-+o0o
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Dali:

I\ I\ 217 .
im (1+2) = 1m [(1+2)] =
n—+o0o n n—+4o00 n
Note que no problema inicial de juros compostos sé estdvamos considerando
valores inteiros de n, mas na verdade a igualdade acima também vale se no
limite n — 400 permitimos que n assuma qualquer valor real. A conclusao
dessa andlise ¢ que uma taxa de juros j, quando composta continuamente,
isto é, quando subdividida em uma taxa de juros Z incidindo em n sub-
periodos com n muito grande, corresponde a uma taxa de juros no periodo
total de e/ — 1. No exemplo que consideramos inicialmente de uma taxa
de juros de 20% (j = 0,2), vemos que a composi¢ao continua corresponde a
uma taxa de juros de aproximadamente 22,140% (com trés casas decimais
de aproximacao).

DEFINIGAO 12.4 (logaritmo natural ou neperiano). O logaritmo natural
ou logaritmo neperiano, denotado In, é por definicao o logaritmo com base
e.

Como e > 1, o Teorema nos diz que a funcao In : J0,+oc0] = R
é estritamente crescente, continua e bijetora. Além do mais, pelo Co-
roldrio 1.2k
limlnz = -0 e lim Inz = 4oc.
z—0 r—+00
OBSERVAGAO 12.5. E possivel dar uma demonstragao do Teorema m
em que se trata primeiro o caso em que x tende a zero através de valores
da forma % com n inteiro positivﬂ depois trata-se o caso em que x tende a
zero por valores reais pela direita e finalmente o caso em que = tende a zero
pela esquerda. Por outro lado, hd um outro tipo de abordagem: primeiro
desenvolve-se toda a teoria do Calculo Diferencial, depois define-se a fungao
f(x) = e” usando a série de poténcias e* =y erT e usa-se as ferramentas
do Célculo Diferencial para demonstrar as suas propriedades. O logaritmo
neperiano pode entao ser definido como a fungao inversa de f(z) = e* (al-
ternativamente, é possivel definir o logaritmo neperiano usando integragao
da fungdo g(z) = 1 e depois define-se a funcio f(z) = e® como sendo a in-
versa do logaritmo neperiano). A partir dai pode-se obter de forma eficiente
uma defini¢do de a® com a > 0 e b € R (fazendo a’ = ") ¢ uma demons-
tracao rapida das propriedades da potenciacao. Uma vez que tenhamos tudo

isso em maos, o Teorema fica bem facil de demonstrar e obtém-se que
lim,,0(1 + x)% é igual ao nimero e que aparece como base da poténcia e*
que foi definida através da série 7 %,L Num curso de Célculo, queremos
ter acesso a funcgoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas tao cedo
quanto possivel para trabalhar com exemplos, enquanto demonstracoes ri-
gorosas de todos os teoremas nao sao uma prioridade. Porém, num curso de

matematica rigorosa, em que as prioridades seriam invertidas, seria muito

TUsa-se aqui um teorema que diz que uma sequéncia crescente e limitada de niimeros
reais admite um limite finito.
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mais eficiente desenvolver toda a teoria do Calculo Diferencial antes de in-
troduzir fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Calculamos agora dois limites importantes envolvendo exponencial e lo-
garitmo que serao usados no futuro.

TEOREMA 12.6 (limites fundamentais de exponencial e logaritmo). Te-
mos que:
In(1+ x) e’ —1

lim =1 e lim
z—0 x z—0 €T

=1.

DEMONSTRAGAO. Para calcular o primeiro limite, note simplesmente
que
In(1

para todo x # 0 tal que 1 + x > 0 e portanto

In(1
z—0 x z—0
pela definicao de e e pela continuidade de In. Para o calculo do segundo
limite, usamos a substituicao de varidveis y = e*—1 o que nos dé x = In(1+vy)
e:
r—1 1
lim & = lim — 24— = =L 0
=0 T y—0 In(1 4 y) lim, 0 n( y+y)

13. Mais exemplos de limites: todas as ferramentas juntas

Temos agora em maos um conjunto de ferramentas razoavelmente po-
deroso para calcular limites e justificar esses cdlculos rigorosamente. Vamos
nesta secao usar essas ferramentas para trabalhar em mais alguns exemplos.
Observamos que hé ainda muitos limites relevantes cujo célculo depende
de resultados que veremos sé mais adiante, como a regra de L’Hospital
(Secao , cujo enunciado precisa de derivadas.

ExXEMPLO 13.1. Vamos calcular o limite:
1—cosx

lim 5
x—0 xT

Trata-se de uma indeterminacao da forma %. A indeterminacao pode ser

eliminada multiplicando o numerador e o denominador por 1 + cos z:

. 1—cosz . (l—cosx)(l+cosx) . 1—cos’z
lim ——— = lim =lim ——
=0 x? z—0 22(1 + cosx) 2—0 22(1 + cos x)
. sen? x . senx\2 . 1 1
= lim ———— = lim lim ——— = —.
=0 22(1 +cosz) 2-0\ =z =01+ cosz 2

senx — 1

Na ultima igualdade acima usamos o limite fundamental lim,_,o %

(Teorema [7.10)).
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EXEMPLO 13.2. Vamos calcular o limite:
lim sen(:zc2 — 3z + 2).
r—1 .732 -1

Trata-se de uma indeterminacao da forma 8. Intuitivamente, podemos raci-
ocinar assim: para z préximo de 1, temos que z2 — 3z + 2 é préximo de zero
e portanto sen(z? — 3z + 2) é préximo de 22 — 3z + 2 (pelo Teorema .
Parece entdo razoavel simplesmente trocar sen(z? — 3z +2) por 2 -3z +2 e
depois calcular o limite fatorando os polinomios, usando a técnica ilustrada
no Exemplo Como justificar corretamente esse raciocinio intuitivo? Di-
vidimos e multiplicamos a expressao dentro do limite por z? — 3z + 2, como
segue:
sen(z? — 3z + 2) . sen(z? — 3x +2) 2% — 3z +2

li =
rl—% 2 —1 zl—% x2—3x—|—2 2 —1

. sen(2? —3x+2) .. 22-3x+2
= lim im .
e=1 22 —-3r+2 =1 22-1

Usando a substituicdo de varidveis y = 2> — 3z + 2, obtemos:

. sen(z? —3x+4+2) . seny
lim = lim =1.
o1 22 —-3r+2 y—0 Yy
Assim:
2 2 2 2 —1)(z—2
im sen(z® — 3z +2) i & 3r+2 lim (x —1)(z —2)
z—1 2 -1 a1 x2—1 a—1 (x —1)(x + 1)
.o —2 1
= lim = ——

Observamos que a justificativa rigorosa que nés usamos acima para a troca
de sen (2% —3x+2) por 22 —3x+2 ndo é uma mera formalidade e que esse tipo
de raciocinio intuitivo pode de fato gerar resultados errados. Por exemplo,
nés veremos mais adiante (no Exemplo usando a regra de L’Hospital e
no Exemplo usando o polinémio de Taylor) que

. xr—senx 1
lim ———— =~
z—0 T 6
enquanto que a substituicao ingénua de sen z por x nos levaria a pensar que

esse limite é igual a zero.

Um limite indeterminado pode ser visualizado como uma disputa de
forcas, em que um termo ou fator tenta puxar o limite para um lado e
outro termo ou fator tenta puxar o limite para o outro lado; para resolver
o limite nés temos que saber quem ganha essa disputa. Por exemplo, se
limg,—q f(z) = 400 e limg—,4 g(x) = 400, entdo f(x) e g(z) ficam ambos
muito grandes quando x fica proximo de a. O limite

lim /(@)

a—a g(z)
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serd também igual a +oo se f(x) fica muito maior do que g(x) para x perto de
a. Por outro lado, se é g(x) que fica muito maior do que f(z) para x perto de
a, entao esse limite serd igual a zero. Ha também casos em que a disputa de
forcas é razoavelmente equilibrada e esse limite tem como resultado alguma
constante positiva e finita c. Nesse caso, temos que f(z) é aproximadamente
igual a cg(x), para = perto de a. Pode acontecer também de o quociente

% ter algum comportamento oscilatério quando x se aproxima de a e ai
o limite limg_,, % nem existe. Vimos no Exemplo algumas disputas

desse tipo em que tanto f como g eram polinémios e z tendia a +oco. No
caso de polindémios, o termo mais relevante quando x — +00 é o termo (nao
nulo) em que z aparece com a maior poténcia. Esse é o termo dominante.
No Teorema vimos que exponenciais da forma a® com a > 1 crescem
mais réapido do que qualquer poténcia de x (e portanto mais réapido do que
qualquer polinémio) quando x — 4o00. Formalmente, esse fato é expresso
pela igualdade

xT

r—+oc0 I

valida para qualquer a > 1 e qualquer b € R. Nos exemplos a seguir nos
veremos o resultado de mais algumas dessas disputas.

ExeEmMpPLO 13.3 (logaritmo no infinito). Para qualquer a > 1 e qualquer
b > 0, temos que

(13.1) lim [%8a?

=0

Tr——+00 T
isto é, o logaritmo de x tende a infinito mais devagar do que qualquer
poténcia de x com expoente positivo (se b = 0, entao b =1eseb <0,
entdo z° tende a zero quando x — 400, de modo que nesses casos o limite
em é igual a +00). Para calcular o limite em nés usamos a

substituicao de varidveis y = log, x e obtemos:

g,z .y
lim = lim ;= lim —-.
rz—+o00 I y—+oo (a¥) y——+oo ab¥

Usando agora a substituicao z = by, vem

1
im 2% — iy Y= im 2 =,
z—+o0 xb y—+oo ab¥ 2—+00 ba®
em que usamos o Teorema [11.14] Notamos que a igualdade (13.1]) também
vale para 0 < a < 1, ja que log, x = —log1 x.

ExEMPLO 13.4 (logaritmo perto de zero). Para qualquer a > 1 e qual-
quer b > 0, temos que:

13.2 lim 2”1 = 0.
(13.2) lim " log, 0

Note que esse limite é uma indeterminagao do tipo 0-(—o0). O fato que esse
limite é igual a zero nos diz que quem ganha a disputa é 2. Para mostrar
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a igualdade ((13.2)), nés fazemos a substituigao y = % e obtemos

—1
lim 2°log, £ = lim —%aY
z—0

=0
Yy—>+00 yb ’

em que usamos o resultado mostrado no Exemplo Note que como
a expressio z’log, x sé estd bem-definida para x > 0, entdo o dominio
da funcao cujo limite estamos calculando em ¢ 10, +o00[. Em outras
palavras, no limite em temos que x esta tendendo a zero por valores
positivos e é por isso que y = % — 400 quando x tende a zero. A igualdade
também vale no caso 0 < a < 1, j4 que a igualdade vale nesse

caso.

ExeEmMPLO 13.5 (0 é uma forma indeterminada para limites). Temos
que:
lim z* =1.
z—0+t
De fato, para todo x > 0 vale que:

2% = ° Inz
e a conclusao segue do fato que lim, ,oxlnz = 0 (Exemplo [13.4). No
entanto, ha exemplos em que lim,_, f(z) = 0 e limy, g(x) = 0, mas
limg_s, f(:c)g(‘”) nao é igual a 1. De fato, se

f:]0, 40 — R e g:]0,+o0[ — R
sao definidas por
J@)y=er e glo) ==,
1

para todo x > 0, entdo lim, o f(x) = 0 e lim, o g(x) = 0, mas f(x)9®) = <
para todo = > 0.

14. Maximos e minimos: o Teorema de Welierstrass

O problema de encontrar pontos de maximo e minimo de uma fungao
é um dos grandes problemas da Matematica e possui um sem ntmero de
aplicacoes praticas. O Calculo Diferencial nos da ferramentas importantes
para se encontrar pontos de maximo e minimo que serao estudadas mais
adiante no capitulo sobre derivadas. Aqui apenas enunciaremos um resul-
tado simples que garante a existéncia de pontos de méaximo e minimo sob
certas hipéteses. Comegamos pelas defini¢oes precisas.

DEFINIGAO 14.1 (méximos e minimos). Seja f : D — R uma funcao,
em que o dominio D é um conjunto qualquer. Dizemos que x € D é um
ponto de maximo de f se f(x) > f(t), para todo t € D. Dizemos que x € D
é um ponto de mdzximo estrito de f se f(x) > f(t) para todo t € D com
t # x. Dizemos que z € D é um ponto de minimo de f se f(z) < f(t),
para todo t € D. Dizemos que x € D é um ponto de minimo estrito de f se
f(z) < f(t), para todo t € D com t # z.
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Evidentemente, se uma funcao f possui um ponto de maximo, entao ela
¢ limitada superiormente. Similarmente, se ela possui um ponto de minimo,
entao ela é limitada inferiormente.

EXEMPLO 14.2. A funcdo f : R — R dada por f(z) = 23, para todo
xz € R, nao é nem limitada inferiormente nem limitada superiormente e
portanto ndo possui nem ponto de méximo nem ponto de minimo. Se [a, b]
é um intervalo limitado e fechado (em que a,b € R e a < b), entdo a restri¢ao
de f ao intervalo [a, b] possui um ponto de minimo estrito em a e um ponto
de méximo estrito em b, ja que f é estritamente crescente. A restrigdo de
f ao intervalo semi-aberto |a, b] possui um ponto de méximo estrito em b,
mas nao possui ponto de minimo, apesar de ser limitada: de fato, nenhum
x € |a, b] pode ser um ponto de minimo de f, j4 que podemos sempre escolher
um ¢t com a < t < x e af vale que f(t) < f(z). Similarmente, a restricao
de f ao intervalo semi-aberto [a, b[ possui um ponto de minimo estrito em
a, mas nao possui ponto de maximo, apesar de ser limitada. A restricao de
f ao intervalo aberto ]a, b[ ndo possui nem ponto de méximo nem ponto de
minimo, apesar de ser limitada.

EXEMPLO 14.3. A funcdo f : R — R dada por f(x) = 22, para todo
x € R, possui um ponto de minimo estrito em 0, mas nao possui ponto de
maximo, ja que nao é limitada superiormente.

ExEMPLO 14.4. Se uma funcao é constante, entdao todo ponto de seu
dominio é ao mesmo tempo um ponto de maximo e um ponto de minimo,
mas nenhum deles é estrito (se o dominio possuir mais de um ponto).

ExXEMPLO 14.5. Considere a fungao f : [0,1] — R dada por:

f(CC)Z{:lU’ se0i$<1, B

5, sex=0oux=1

Temos que f nao possui nem ponto de maximo nem ponto de minimo. De
fato, o ponto 0 e o ponto 1 nao sao nem pontos de maximo nem de minimo,
j& que f(3) < f(0) = f(1) < f(%). Um ponto z € ]0, 1[ também néo pode
ser nem ponto de maximo nem de minimo, ja que escolhendo ¢t e u com
O<t<z<u<l,temos f(t) < f(z) < f(u).

Vamos agora enunciar o resultado central da secao. A sua demonstragao
estd fora do escopo de um curso de Célculo.

TEOREMA 14.6 (de Weierstrass). Dados a,b € R com a < b, entao
qualquer fungao continua f : [a,b] — R possui um ponto de mdximo e um
ponto de minimo.

COROLARIO 14.7. Dados a,b € R com a < b, entdo qualquer funcgdo
continua f : [a,b] = R € limitada. O

O Exemplo mostra que a hipdtese de que o dominio de f seja
um intervalo limitado e fechado no Teorema de Weierstrass é fundamental.
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O Exemplo mostra que a hipdtese de que f seja continua também é
fundamental.

ExeEmMpPLO 14.8. No Corolério a hipdtese de que o dominio de f
seja um intervalo limitado e fechado é fundamental. Por exemplo, a funcao
f :]0,1] — R definida por f(z) = % para todo = € ]0,1] nao é limitada,
apesar de ser continua e o seu dominio ser um intervalo limitado. A hipdtese
de que a fungao seja continua também é fundamental: a funcao f: [0,1] - R
definida por

fz) =

também nao é limitada, apesar do seu dominio ser um intervalo limitado e
fechado. Nesse caso, f nao é continua no ponto 0.

%, se 0 <z <1,
0, sex=0,



CAPITULO 2

Derivadas

15. Definigao e primeiros exemplos

DEFINIGAO 15.1 (derivada). Seja f : D — R uma fungdo com D C R
e seja x um ponto de D que também é um ponto de acumulacao de D. A
derivada de f no ponto x, denotada por f’(z), é definida por

(15.1) Fa) = lim L& FN = /(@)

h—0 h ’

caso esse limite exista e seja finito. Quando esse limite existe e é finito,
dizemos que f é derivdvel no ponto x.

Usando a substituicao de varidveis t = z + h, vemos que a definicao de
derivada pode ser reescrita na forma:

_f(t) = f=z)
15.2 "(z) = lim ———~"~,
(15.2) fiz) = lim =——
Como a substitui¢do de varidveis t = x + h é reversivel (isto é, pode ser
desfeita, fazendo h = t—x), vemos que o limite em (|15.2)) existe se, e somente
se, o limite em ([15.1]) existe e que, quando ambos os limites existem, eles
sao iguais.

OBSERVAGAO 15.2. Vamos discutir com um pouco mais de cuidado as
condicOes necessarias para que faca sentido considerar o limite em .
Em primeiro lugar, é necessario que x pertenca ao dominio D de f, pois
o termo f(x) aparece explicitamente em . Segundo, precisamos que
0 seja um ponto de acumulagdo do dominio da fungdo da qual estamos
tomando o limite em ; esse dominio é:

(15.3) {heR:h#0ex+heD}.

Agora note que 0 é um ponto de acumulacao do conjunto (|15.3)) se, e somente
se, para todo r > 0 existe h # 0 em com |h| < r. Nao ¢é dificil ver
que isso é equivalente a dizer que para todo r > 0 existe t € D com t # x
e |t — x| < r. Assim, 0 é ponto de acumulacao de se, e somente
se, ¢ é ponto de acumulagao de D. Concluimos entao que a condigao para
que faca sentido considerar o limite em é justamente a condicao de
que z seja ponto de acumulacdo de D e que x seja também um ponto de
D, como exigimos na Definicao Essa conclusao pode ser obtida mais
diretamente quando a definicao de derivada é escrita na forma (|15.2)).

67
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ExeEMPLO 15.3 (derivada da fungdo constante). Se f : R — R é uma
funcao constante, entdao evidentemente

m fzth) - f(z) = lim 0 = 0,
h—0 h h—0

para todo = € R.

ExEMPLO 15.4 (derivada da fungao identidade). Se f : R — R é a
funcao dada por f(x) = z, para todo x € R, entao

farh) - f@) b

para todo = € R.

EXEMPLO 15.5 (derivada da n-ésima poténcia). Se f : R — R é a funcao
dada por f(x) = 22, para todo x € R, entdo:
flx+h)— f(x) 22 + 2zh + h? — 22

! _ . _ . _ . _
o) = iy FEE G — iy SRS o) =3,

para todo x € R. Mais geralmente, se n é um inteiro positivo qualquer e se
f:R — R é dada por f(x) = z™ para todo = € R, entao calculamos f'(x)
usando o binémio de Newton:

r+h)" =" +na" 'h+ n 2" 2% + " 23R 4+ nah T+ B
2 3

A expansdo acima pode parecer meio complicada, mas os seus detalhes nao
importam: tudo o que importa é que dela segue que podemos escrever
(x+ h)" — 2"
h

em que p é alguma funcdo polinomial (envolvendo os coeficientes binomiais).
Dali segue que:

=nz""' + hp(h),

f(x) = lim (nz""' + hp(h)) = na"".

h—0

Os resultados mostrados nos Exemplos e podem ser sumari-
zados no teorema abaixo. Recorde que nés optamos por usar a convengao

0° = 1 (Definicdo [11.1]).

TEOREMA 15.6 (regra do tombo, expoente inteiro positivo). Seja n um
inteiro positivo e considere a fungio f : R — R definida por f(x) = z™,
para todo x € R. Temos que f € derivdvel no ponto x e

f/<1') — nxnfl7
para todo x € R.

Note que o Teorema também vale para n = 0 se supusermos x # 0,
ja que nesse caso a funcao f é constante e a sua derivada em qualquer ponto
é nula (Exemplo . A dificuldade com o caso n = 0 e x = 0 é que a
expressao naz" ! contém o fator 07! que nao estd definido. Mais adiante nés
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generalizaremos a regra do tombo para expoentes reais (veja Teoremas

e e Observagoes e [22.7)).

No quociente que aparece no limite que define a derivada f/(z)
temos que o denominador sempre tende a zero. Se a fungao f for continua
no ponto x, entao o numerador também tende a zero, de modo que temos
uma indeterminacao da forma 8. Quando f nao é continua no ponto x,
entdo o numerador ndo tende a zero e nesse caso vamos mostrar agora que
nunca ocorre de o limite existir e ser finito. Em outras palavras, fungoes que
nao sao continuas no ponto x, nao podem ser derivaveis no ponto x. Esse é

o conteido do préximo resultado.

TEOREMA 15.7 (fungdo derivédvel é continua). Seja f : D — R uma
fungcao com D C R e seja x € D um ponto de acumulagao de D. Se f é
derivdvel no ponto x, entdo f € continua no ponto x.

DEMONSTRAGAO. Temos

lim (f(t) — f(x)) = lim J) = J) lim(t —z) = f'(x)-0=0,

t—x t—x t—x t—x

donde segue que
lim f(1) = lim (f(t) ~ f(2)) + lim f(2) = 0+ f(z) = [(2),
provando que f é continua no ponto x. ([

A reciproca do Teorema[I5.7 nao vale, isto é, a continuidade de f em um
ponto nao implica na derivabilidade de f nesse ponto. Vejamos um exemplo
simples.

EXEMPLO 15.8 (derivada do médulo). Seja f : R — R a fungao dada
por f(z) = |z|, para todo = € R. Se = > 0, entdo a derivada de f no ponto
x é dada por

. + h| — ||
/ — 1 ‘x _
(@) hlgtl) h h—0 h

pois apenas o valor da expressao Wlﬂ para h # 0 préximo de zero

é relevante para o valor do limite quando h — 0 (Teorema e para
x positivo temos que também x + h é positivo para h proximo de zero.
Similarmente, se x < 0 entao  + h < 0 para todo h préximo de zero e
portanto:

et b=z . —(z+h)—(-2)
z) hs0 h hs0

O que acontece se x = 07 Temos
hi
! — 1 L
F(0) = lim ==,

mas
lim m =1 1 m = -1,
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donde segue que o limite limy_,q % nao existe e f nao é derivavel no ponto
zero. Note que a funcao f é continua e portanto temos aqui um contra-
exemplo para a reciproca do Teorema [15.

16. Interpretagao geométrica da derivada: reta tangente

Seja f : D — R uma funcao com D C R e seja x € D um ponto de
acumulacao de D. Dado h # 0 tal que x 4+ h € D, temos que o quociente

flz+h) - f(z)
h

que aparece na definicdo de derivada é precisamente o coeficiente angular
da reta que passa pelos pontos (ac, f(ac)) e (a: +h, flx+ h)) Dizemos que
essa é uma reta secante ao grafico de f. A figura a seguir ilustra o grafico
da fungao f(x) = \/x e uma reta secante a esse grafico.

4

flz + k) — fiz)

-1 0 1 2 3 4 xz4+h 5 6

Se f for derivavel no ponto z, entao a medida em que h fica cada vez
menor (mas mantendo-se diferente de zero), o ponto z + h fica cada vez
mais proximo do ponto = e a reta secante passando pelos pontos (:U, f (:U))
e (x + h, f(z + h)) se aproxima cada vez mais de uma reta que passa pelo
ponto (z, f(z)) e cujo coeficiente angular é:

(16.1) () = lim L8R = f(@)

h—0 h

Essa reta é chamada a reta tangente ao grafico de f no ponto (a:, f(a:)) e é
ilustrada na figura a seguir.
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4

H4 uma situagao em que f nao é derivavel no ponto x, mas mesmo
assim definimos a reta tangente ao grafico de f no ponto (a:, f (a:)) Quando
o limite em ({16.1]) é igual a +00 ou a —oo ou ainda, mais geralmente, quando

lim
h—0

:+OO

fl@+h) - f(x)
h

entao f nao é derivavel no ponto x, mas as retas secantes passando pelos
pontos (a;, f(a;)) e (a: + h, f(z+ h)) se aproximam, quando h — 0, de uma
reta passando pelo ponto (m, f (m)) e paralela ao eixo das ordenadas. Nesse
caso, essa é a reta que chamamos de reta tangente ao grafico de f no ponto

(iL‘, f(iL‘))

EXEMPLO 16.1 (reta tangente vertical). Se f : [0,4+00] = R é a funcao
definida por f(z) = /x, para todo x > 0, entao

(16.2)

i O+ 1) = (0) Vh ]
h

= lim
h—0 h—0

donde a fungao f nao é derivavel no ponto 0. Porém, como o limite (|16.2])
é igual a +00, temos que a reta tangente ao grafico de f no ponto

(0, £(0)) = (0,0)

¢é a reta paralela ao eixo das ordenadas passando por esse ponto, isto é, a
reta tangente é o préprio eixo das ordenadas.
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Em algumas situagoes, o limite que define a derivada f’(x) nao existe
porque os limites laterais

flz+h) - f(x)

(16.3) hlirgl+ W e
. fleth) — fz)
10 iy L

existem e sao distintos. Nesse caso, o pedago do gréafico de f que fica a
direita do ponto (ac, f (m)) — mais precisamente, o grafico da restricao de f
ao conjunto DNz, +00[ — possui uma reta tangente no ponto (a;, f(a:)) cujo
coeficiente angular é igual ao limite a direita (16.3]). Similarmente, o pedago
do gréfico de f que fica & esquerda do ponto M:U)) — isto é, o grafico da
restri¢ao de f ao conjunto DN]—o0, 2] — possui uma reta tangente no ponto
(iL‘, f (l‘)) cujo coeficiente angular é igual ao limite a esquerda . Como
os limites laterais e sao distintos, essas duas retas tangentes
sao distintas e ndo hd uma reta tangente ao gréafico de f no ponto (w, f(ac))
Nesse tipo de situagao o grafico de f forma um “canto” (ou “bico”) no
ponto (:c, f (x)) Um exemplo simples desse fenémeno ocorre com o grafico

da fungao f(x) = |z| no ponto (0,0) (veja Exemplo [15.8]).

H4 situagbes também em que nem mesmo os limites laterais ((16.3]) e
(116.4]) existem.

EXEMPLO 16.2 (nem os limites laterais existem). Se f : R — R é a
funcao dada por

o) = {xsen;, se x # 0,

0, se x = 0,

lim F0+h) - 1(0) = lim senl e
h—0+ h h—0+

lim f(0+1) - £(0) = lim sen1
h—0— h h—0—

nao existem. De fato, o argumento que demos no Exemplo mostra que
o limite a direita nao existe e um argumento similar (trocando os sinais dos
elementos dos conjuntos A e B) mostra que o limite & esquerda nao existe.
Assim, a funcao f néo é derivavel no ponto 0. Além disso, nem a parte
do gréafico de f que fica a direita do eixo das ordenadas nem a parte do
grafico de f que fica a esquerda do eixo das ordenadas admite uma reta
tangente no ponto (0,0). De fato, temos que a reta secante ao grafico de
f passando pelos pontos (0,0) e (h, f (h)) apresenta um comportamento
oscilatério quando h — 0 (com o coeficiente angular sen% oscilando entre
—1 e 1) e ela ndo se aproxima de reta alguma quando h — 0, nem mesmo
quando h tende a zero s6 pela direita ou sé pela esquerda.
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17. Taxa de variacao e notacao de Leibniz

A nocdo de taxa de variacdo e a notacdo classica de Leibniz para de-
rivadas sao melhor compreendidas no contexto de aplicacoes concretas da
Matematica. Em tais aplicagoes, normalmente hd um certo sistema que
se quer estudar e uma série de quantidades (também chamadas grandezas,
varidveis ou varidveis dindmicas) de interesse associadas a esse sistema. Os
valores dessas quantidades frequentemente sao nimeros reais. O sistema
possui varios estados possiveis e essas varias quantidades assumem diferen-
tes valores em estados diferentes do sistema. Na maioria dos exemplos, o
tempo (mais precisamente, o tempo decorrido a partir de um certo instante
inicial convencionado) é uma dessas quantidades de interesse e queremos sa-
ber como outras quantidades variam em fungao do tempo. Alguns exemplos:

e em Fisica, podemos estudar o sistema que consiste de uma particula
em movimento. Nesse caso, quantidades de interesse sao o tempo,
a posicao, a velocidade, a aceleracao, o momento linear, a energia
cinética e a energia potencial.

e Ainda em Fisica, mais especificamente na Termodinamica, o sis-
tema sendo estudado pode ser um gas e quantidades de interesse
sa0 a pressao, o volume e a temperatura.

e Em Economia, o sistema sendo estudado pode ser um pais e quan-
tidades de interesse sdo o produto interno bruto, a taxa de inflacao,
a taxa de juros bésica e a taxa de desemprego.

e Em Epidemiologia, o sistema sendo estudado pode ser uma po-
pulagao afligida por uma epidemia e quantidades de interesse sao o
tempo, o niimero de infectados, o nimero de suscetiveis e o niimero
de recuperados.

Se z e y denotam quantidades de interesse associadas a um sistema sob
estudo, pode ocorrer que o valor de x determine completamenteﬂ o valor de
1y e nesse caso podemos escrever y em fungao de z, isto é, existe uma fungao
f tal que y = f(x). Se as quantidades x e y tomam valores reais, entao o
dominio de f é um subconjunto de R e o contradominio de f é R. Quando
o sistema muda de estado, a quantidade x sofre uma perturbacao Az e a
quantidade y sofre entdo uma perturbacao Ay dada por:

Ay = f(xz + Az) — f(2).

Frequentemente estamos interessados na taxa de variacao entre as quanti-
dades y e z, isto é, o quanto a quantidade y varia para cada unidade que a
quantidade x varia. Uma maneira natural de tentar quantificar essa taxa é

IMais geralmente, a quantidade y pode ser uma funcao de vérias outras quantidades
T1, T2, ..., Tn, isto é, y = f(x1,22,...,2Zn). Fungdes de vérias varidveis reais serdo
estudadas nos cursos de Célculo II e III.
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olhar para o quociente:

Ay _ flz+Az) — f(z)

17.1 _ '

(17.1) Ax Ax

Por exemplo, suponha que a quantidade x seja a medida da aresta de um

cubo e que y denote o volume desse cubo, de modo que:

y =z,
Nesse caso
Ay = (z + Az)3 — 23 = 32° Az + 32(Az)? + (Az)3
e:
A
A—i = 32 + 3xAx + (Ax)>

Infelizmente a interpretacao ingénua do quociente % como “o quanto y

varia para cada unidade que x varia” nao é realmente correta porque esse
quociente depende do valor de Axz. Por exemplo, se a aresta do cubo vale
x = 2 e se ela sofre uma perturbacdo de uma unidade (Az = 1), entdo o
volume do cubo sofre uma perturbacio de Ay = (24 1)3 — 23 = 19; porém,
se a aresta x = 2 sofre uma perturbacao de duas unidades (Ax = 2), a
perturbacio sofrida pelo volume é Ay = (2 + 2)3 — 23 = 56, que nio é o
dobro de 19. Dito de outro modo, temos que para Axr = 1 o quociente %
vale 19 e para Az = 2 o quociente ﬁ—g vale 52—6 = 28. Qual desses valores
devemos usar como uma medida da taxa de variacao de y em relacao a z?
Uma opgao é considerar apenas perturbagoes pequenas de x. Considere o

limite

lim &
A:}cﬁo Ax
que no exemplo do cubo ¢ igual a:
. Ay . 2 2 2
(17.2) lim — = lim (32 + 3zAz + (Az)?) = 32°.

Az—0 Az Az—0

O fato que esse limite existe nos diz que o quociente % é aproximadamente
constante quando Az é muito pequeno ou, ainda, que Ay é aproximada-
mente proporcional a Az quando Az é muito pequeno. Por exemplo, se
r = 2, o limite vale 3 - 2% = 12, o que significa que se Az é bem
pequeno entdo Ay é aproximadamente igual a 12Az. Em outras palavras,
quando um cubo de aresta x = 2 muda ligeiramente de tamanho e a sua
aresta passa a valer 2+ Ax, com Ax pequeno, a perturbacao Ay sofrida pelo
seu volume é aproximadamente proporcional a Ax e, mais especificamente, é
aproximadamente igual a 12Ax. A seguir listamos alguns valores concretos
de Ay para varios valores pequenos de Az e para x = 2, comparando o valor
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exato de Ay com a aproximacao 12Ax:

Az = 0,001 = Ay = 0,012006001 e 12Az = 0,012,
Az = 0,002 = Ay = 0,024024008 e 12Az = 0,024,
Az = 0,003 = Ay = 0,036054027 e 12Az = 0,036,
Az = 0,01 = Ay =0,120601 e 12Az = 0,12,
Az =0,02 = Ay =0,242408 e 12Az = 0,24,
Az = 0,03 = Ay =0,365427 e 12Az = 0,36,
Az =0,1= Ay=1,261 e 12Ax =1,2,
Ar=02=— Ay =2,648 e 12Ax =24,
Az =03 = Ay =4,167 e 12Ax = 3,6,
Axr=05= Ay =7,625 e 12Ax =6.

Note que, nesse exemplo, a aproximacao de Ay por f'(z)Az = 12Ax é
muito boa enquanto Ax é da ordem de um milésimo ou um centésimo,
mas ja nao é tdo boa para Axr = 0,5. Estimativas explicitas do erro que
cometemos quando aproximamos Ay por f’(x)Ax serdo estudadas na secao
sobre polinémio de Taylor (Segao .

Evidentemente, o limite do quociente quando Az — 0 é, por
definicao, precisamente a derivada de f no ponto z, isto é

. Ay /
Alylcgo N =),
se f for derivavel no ponto x. Assim, se f é derivavel no ponto x, temos
que pequenas perturbagoes Az no valor de x levam a pequenas perturbacoes
Ay no valor de y = f(x) que s@o aproximadamente proporcionais a Ax e,
mais especificamente, aproximadamente iguais a f’'(z)Az. Definimos entao
a taza de variacao instantanea da quantidade y com respeito a quantidade
x como sendo o valor da derivada f/(z) da funcao f tal que y = f(x).

Nos primérdios do Célculo Diferencial, quando ele foi concebido por
Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz na segunda metade do século
XVII, nao havia a nocao de limite e nem um entendimento claro do que
fosse um nimero real. A definigdo precisa de limite (como aparece na nossa
Definigao foi desenvolvida por Bernard Bolzano, Augustin—Louis Cau-
chy e Karl Weierstrass ao longo da primeira metade do século XIX e um
entendimento melhor da nogao de ntimero real surgiu a partir dos trabalhos
de Richard Dedekind s6 na segunda metade do século XIX. Originalmente,
o Calculo Diferencial foi formulado em termos da ideia informal de infinite-
simal ou “numero infinitamente pequeno”. Na notacao original de Leibniz,
uma perturbagao infinitesimal da quantidade z era denotada por dz (em
vez de Ax, que denota uma perturbacio arbitraria — possivelmente grande
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— de x) e a perturbacao infinitesimal correspondente na quantidade y seria
entao denotada por dy. Com essa notacao, o quociente

dy
dx

seria a derivada da fungao f tal que y = f(x). Essa notacao continua sendo
padrao hoje em dia para derivadas de fungbes, mas entre matematicos ela é
normalmente entendida como apenas uma notacao para a derivada de f e
nao como um quociente entre perturbacoes infinitesimais. De fato, no con-
junto R dos nimeros reais definido da maneira usua]ﬂ nao faz nenhum sen-
tido falar em “elementos infinitesimais”. Porém, varias formas de introduzir
os velhos infinitésimos na matematica rigorosa moderna foram desenvolvidas
na segunda metade do século XX. Uma das abordagens mais populares para
isso é a Andlise nao Standard desenvolvida por Abraham Robinson, em que
se considera uma certa extensio*R da reta real, a reta ndao standard. A reta
nao standard possui muitas das propriedades da reta real usual (standard)
e ela contém elementos infinitesimais: um elemento 8 de *R é chamado um
infinitésimo se 6 # 0 e se |§] < ¢ para todo ¢ € R tal que ¢ > 0. Em outras
palavras, 8 é nao nulo, mas seu valor absoluto é menor do que qualquer
numero real positivo da reta real standardlﬂ Utilizando Andlise nao Stan-
dard, podemos considerar uma perturbacao infinitesimal dz = 6 € *R da
quantidade x e também a perturbacao correspondente dy = f(x +0) — f(x)
da quantidade y. Observamos que para dar sentido & expressdo f(x + 0) é
necessario definir uma certa extensao apropriada da funcao f da reta stan-
dard para a reta nao standard; a construcao dessa extensao é explicada nas
exposi¢oes de Andlise nao Standard. Se f é continua no ponto z, esse dy
é também um infinitésimo. Nessa abordagem para os infinitesimais nao é

d

. y . 7 . N . / .
exatamente verdade que o quociente 32 serd igual a derivada f'(z); o que

vale é que esse quociente difere da derivada f/(z) por um infinitésimo. No-
tamos que a Analise ndo Standard, embora perfeitamente rigorosa, nao é
mainstream no sentido de que ndo faz parte do curriculo da maior parte
dos cursos de graduagao e pés-graduacao em Matemadtica e é ignorada pela
vasta maioria dos livros de Andlise Matematica.

Os simbolos dx e dy foram também reintroduzidos na Matematica Mo-
derna rigorosa através da teoria das formas diferenciais, que é normalmente

2As construcles mais comuns para os numeros reais sao os cortes de Dedekind e as
classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de ntiimeros racionais. Muitos livros de
Anédlise Matemadtica tratam os numeros reais de forma axiomética (usando os axiomas de
corpo ordenado completo) e essas construgdes mostram a existéncia de uma estrutura que
satisfaz esses axiomas. Tais construgoes devem ser realizadas dentro do &mbito de uma te-
oria axiomatica de conjuntos, sendo que a mais usual e que funciona como fundamentacao
axiomdtica para quase toda a Matemadtica é a teoria axiomdtica de Zermelo—Fraenkel com
o axioma da escolha, mais conhecida pela sigla ZFC.

3Evidentemente, |6| ndo poderia ser menor do que qualquer elemento positivo da reta
nio standard "R j& que |0| ndo poderia ser menor do que si préprio nem menor do que,
por exemplo, a sua metade.
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estudada em cursos mais avancados de Célculo e Geometria Diferencial.
Porém, nesse contexto os simbolos dx e dy nao denotam infinitesimais.
A nocao de forma diferencial requer alguns requisitos de Algebra Linear
e nao é possivel resumir as ideias centrais aqui. E razoavelmente comum
também usar os simbolos dz e dy em manipulagoes algébricas (por exemplo,
na resolugao de equagoes diferenciais) sem uma preocupac¢ao com uma ex-
plicitacao precisa do seu significado. Essas manipulacoes algébricas de um
modo geral produzem resultados corretos, mas para fins de justificativa da
conclusao obtida requerem ou um tratamento alternativo sem os simbolos
dz e dy ou um tratamento em que sejam atribuidos significados precisos
a esses simbolos. Observamos também que entre nao matematicos traba-
lhando com aplicacoes da Matemadtica (especialmente a Fisica) é comum
ainda a utilizacao dos simbolos dx e dy da mesma forma que eram usados
no século XVII, isto é, como perturbacoes infinitesimais das quantidades x e
7/, Sem uma preocupacao com um tratamento bem fundamentado da nocgao
de infinitesimal (como aquele dado pela Analise ndo Standard de Robinson).

ExeEMPLO 17.1 (velocidade e aceleracao). Na cinemadtica, quando estu-
damos o movimento de uma particula ao longo de uma linha, denotamos
por t € R o tempo (decorrido a partir de algum instante inicial convencio-
nado) e por s € R a posigao da particula. Mais precisamente: escolhemos
um ponto da linha pela qual a particula se move — denominado origem —
para corresponder a posicao s = 0 e um dos lados da origem nessa linha que
convencionamos chamar de lado positivo. O valor de s é definido como o
comprimento do trecho da linha desde a origem até a posicao da particula,
caso a particula esteja do lado positivo da origem, e como menos esse com-
primento, caso a particula esteja do lado negativo da origem. A taxa de
variagao

ds

dt
da posicao s em relagdo ao tempo t é a quantidade que chamamos de velo-
cidade (ou velocidade escalar instantinea) da particula e denotamos por v.
A taxa de variacdo

dov

dt
da velocidade v em relagao ao tempo ¢ é a chamada acelerag¢ao (ou aceleragao
escalar instantanea) da particula e é denotada por a.

OBSERVAGAO 17.2. Um tratamento matemético adequado da nocao de
“quantidade associada a um sistema” é obtido considerando um conjunto
S que é o espaco de estados desse sistema, isto é, o conjunto de todos os
estados possiveis do sistema. Quantidades de interesse z, y associadas a esse
sistema sao tratadas como fungbes z : S — R e y : S — R que associam
um numero real a cada possivel estado do sistema. Com esse tratamento,
a igualdade y = f(z), com f: D — R e D C R, significa na verdade que
y = fouz, isto é, que para cada estado s € S do sistema, vale que o valor
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y(s) da quantidade y é obtido do valor x(s) da quantidade x pela aplicacao
da funcao f. O dominio D de f pode ser tomado como sendo a imagem
da funcao x. Esse tipo de tratamento cuidadoso da nocao de quantidade
associada a um sistema raramente aparece em livros—textdﬂ Quantidades z
e y associadas a um sistema sao as vezes chamadas de varidveis do sistema,
mas deve-se tomar cuidado para nao confundir essas “variaveis” com aquilo
que normalmente é chamado de “varidavel” na maior parte das exposicoes de
matemadtica (e em livros de Légica Matemética). Quando usamos varidveis
r e y em frases como “sejam x e y numeros reais” temos que os simbolos
x e y apontam para um Unico valor (nao especificado) e nesse caso nao faz
sentido falar em uma dependéncia funcional do tipo y = f(x). Esse tipo de
dependéncia funcional sé aparece quando as “varidveis” = e y denotam elas
préprias fungoes, como explicado acima.

Finalizamos a se¢ao discutindo uma forma de usar a notagao de Leib-
niz que é muito conveniente para escrever eficientemente contas extensas
com derivadas. Uma dificuldade com a notagao f’(x) que introduzimos na
Definicao [15.1] é que ela s6 serve para denotar a derivada de uma fungao
quando foi dado um nome para essa fungao. Por exemplo, se f: R — R é a
funcdo definida por f(x) = 2% — 3z cos x, para todo = € R, entdo o simbolo
f é o nome da funcdo, enquanto a expressio x> — 3z cosx denota o valor
da fungao f no ponto z (podemos dizer também que essa expressao é uma
formula usada para definir a fungdo f). Uma funcdo ndo deve ser confun-
dida com o seu valor em um ponto: escrever (x?— 3z cosz)’ ndo é uma forma
apropriada de usar a notacao para derivadas introduzida na Definicao [15.1
ja que 22 — 3z cos x ndo é o nome da funcdo, mas o seu valor no ponto x. A
forma correta de usar a notacao de derivada é colocar a linha na frente do
nome da fungéo. A preocupacdo aqui nao é apenas com uma formalidade
convencional, mas com o fato que expressdes como x? — 3z cos  nem sempre
deixam claro de qual fungao estamos falando. Por exemplo, dados a, b, ¢ € R,
se consideramos a fungdo f : R — R definida por f(z) = ax?+ bz + ¢, para
todo x € R, entdo quando escrevemos f’(x) estd claro qual é a fungao que
estamos derivando, mas escrevendo (ax? + bx + ¢)’ alguém poderia pensar,
por exemplo, que x, b e ¢ sdo constantes e que queremos na verdade derivar
a funcdo g dada por g(a) = az?+br+c. Em outras palavras, ao colocar uma
linha na frente de uma expressao nao fica necessariamente claro qual fungao
estamos derivando porque nao fica claro qual das varidveis aparecendo na
expressao que deve ser entendida como sendo a varidvel usada para definir
a funcao. Uma solucao para esse problema é ter uma notacao em que essa
variavel é tornada explicita. Por exemplo, se f : R — R é a funcao definida

4Uma excecao importante sao livros-texto de Probabilidade e Estatistica, em que o
conjunto S é um espaco amostral — onde se definem probablidades para certos subcon-
juntos, chamados eventos — e as fungdes = : S — R, y : S — R (normalmente denotadas
por letras maiisculas X, Y) sdo chamadas varidveis aleatdrias.
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por f(x) = 22 — 3z cosz para todo x € R, escrevemos:

d
fl(z)= g(:cQ — 3z cosx).
Mais geralmente, podemos escrever
(17.3) g(alguma expressao)

em que v é o nome de alguma variavel que apareceﬁ na expressao entre
parénteses. Assim, por exemplo, a férmula
d 2

& (J;Z

denota ¢'(z), em que g é a funcao definida por

— cos(zyz))

g(z) = z2* — cos(zyz)

e x e y sao constantes fixadas pelo contexto. Kssa notagdo para derivadas
é muito pratica porque é muito incoveniente ter que introduzir nomes f,
g para todas as funcbes que aparecem durante um calculo extenso. Em
conjunto com essa notacao para derivadas, a notacao

(alguma expressao)

b=a

também é conveniente para escrever o valor de uma funcdo em um ponto

quando nao foi dado um nome para a funcao. Por exemplo, a expressao
(z° — 3zycos(z +y)) ’

=2

denota o valor no ponto 2 da funcao f definida por f(x) = 22 —3zy cos(z+y),

isto é:

=4 —6ycos(2+y).

xr=

(zQ — 3zycos(z + y))

18. Regras de derivacao: soma, produto e quociente

Na Secao [L5| nés calculamos diretamente a partir da definicao as deriva-
das de algumas fungoes bem simples. Como no caso do cédlculo de limites,
o calculo de derivadas de fungoes mais complicadas é feito pensando nessas
fungoes como se fossem montadas a partir de fungoes mais simples usando
operacoes tais como soma, produto e quociente. Precisamos entao saber
como calcular a derivada de uma soma, de um produto e de um quociente.

TEOREMA 18.1 (derivada da soma). Sejam f : D —- Reg: D — R
funcoes com D C R e seja x € D um ponto de acumulacdo de D. Se f e g
sdo derivdveis no ponto x, entdo f + g também € derivdvel no ponto x e:

(f +9)(x) = f'(z) + ¢'(2).

5Na verdade, a varidvel pode nao aparecer na expressao e nesse caso estamos tomando
a derivada de uma funcdo constante.
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DEMONSTRAGAO. Temos
U+gth) - (F+o) fleth) —fl) gl@th)—g)

h N h h ’
para todo h # 0 tal que z + h € D. Tomando o limite quando h — 0 dos
dois lados dessa igualdade e usando o fato que o limite da soma é a soma

dos limites, obtemos a conclusao. [l

Antes de tratar o caso da derivada do produto, consideramos um caso
mais simples de produto, em que um dos fatores é uma constante.

DEFINIGAO 18.2 (produto de funcéo por constante). Se f : D — R é

uma funcao e ¢ € R é um nimero real, entao o produto de ¢ por f é a fungao
cf : D — R definida por

(cf)(z) = c(f(2)),
para todo z € D.
TEOREMA 18.3 (derivada de produto por constante). Seja f : D — R
uma funcdo com D C R. Seja x € D um ponto de acumulacdo de D e seja

c € R. Se f € derivdvel no ponto x, entao cf também é derivdvel no ponto
T e:

(cf)(z) = cf'(x).
DEMONSTRAGAO. Temos:

(cf)@+h) —(cf)@) _  flz+h)—flz)

h B h ’
para todo h # 0 tal que x+h € D. Tomando o limite quando h — 0 dos dois
lados dessa igualdade e usando o fato que o limite do produto é o produto
dos limites, obtemos a conclusao. [l

TEOREMA 18.4 (derivada do produto). Sejam f: D - R eg: D — R
funcées com D C R e seja x € D um ponto de acumulagdo de D. Se f e g
sao derivdveis no ponto x, entdo fg também € derivdvel no ponto x e:

(18.1) (f9)(x) = f'(x)g(x) + f(2)g' ().

DEMONSTRAGAO. Temos
(fg)(@+h)—(fg)(x) _ f(z+h)g(xz+h)— flz)g(z+h)

h h
L J@)g(e + h})L — f(z)g(x)
e portanto
. Ul +) = (Go)a) _ .4y Lo+ 1) = I
@) g(@+h) —g(x)
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para todo h # 0 tal que x + h € D. A conclusao é obtida tomando o
limite quando h — 0 dos dois lados da igualdade em @ , tendo em mente
que a continuidade da fungdo g no ponto z (Teorema E implica que
limy 0 gz + ) = g(x). O

A férmula para a derivada do produto de duas funcoes pode ser
memorizada de forma préatica usando a seguinte frase: “a derivada do pro-
duto é igual a derivada da primeira fungao vezes a segunda, mais a primeira
fungao vezes a derivada da segunda”.

Antes de obter uma férmula para a derivada de um quociente qualquer,
consideramos quocientes da forma %

TEOREMA 18.5 (derivada da reciproca). Seja f : D — R uma fungao
com D C R e seja v € D um ponto de acumulagdo de D. Se f(t) # 0
para todo t € D e se f € derivdvel no ponto x, entdo a func¢ao % também €

derivdavel no ponto x e:

(1)’ _ ')

f fx)*
DEMONSTRAGAO. Temos
1 1
/ Tl b E N —
(l) (@) = lim T8 7@ _ St h) - f(@) L
f h—0 h h—0 h flxz+h)f(z)
e a conclusdo é obtida notando que a continuidade de f no ponto z (Teo-
rema [15.7) implica que limy_,o f(x + h) é igual a f(z). O

COROLARIO 18.6 (derivada do quociente). Sejam
fD—=-R e g:D—=R

funcées com D C R e seja © € D um ponto de acumula¢do de D. Se
g(t) # 0, para todo t € D, e se f e g sao derivdveis no ponto x entao 5 é
derivdvel no ponto x e:

N, f@)glx) - f(x)d (x)
<§> (#) = g(x)? '

~ f _ 1
DEMONSTRACAO. Note que 5= fg e use os Teoremas e [l

No Teorema [18.5] e no Corolério [18.6 a hipétese de que a funcdo que
aparece no denominador nunca se anula sb é necessaria se queremos que o
dominio do quociente seja o mesmo dominio das funcgoes dadas. As con-
clusdes do Teorema [I8.5] e do Corolario [I8.6] sao vélidas mesmo sem essa
hipétese, ja que podemos considerar as restricoes das funcoes envolvidas
para o conjunto dos pontos em que o denominador é nao nulo. O tnico
cuidado a ser tomado é que o ponto em que calculamos a derivada tem que
pertencer a esse dominio reduzido e ser um ponto de acumulagao dele. Na
secao a seguir discutimos a relagao entre derivadas e restricoes de funcoes.
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19. Derivadas e restricao de funcoes

A restriggo de uma funcdo derivdavel num ponto é ainda derivdvel nesse
ponto e a derivada da restrigao é igual a derivada da funcao original. Esse
¢é o contetido do resultado simples a seguir.

TEOREMA 19.1 (derivada da restrigdo). Seja f : D — R uma fun¢ao
com D C R. Seja S C D e seja x € S um ponto de acumulagdo de S.
Nesse caso, x € D e x € um ponto de acumulacdo de D. Além do mais,
se f € derivavel no ponto x, entdo fls também é derivdvel no ponto x e

(fls)' () = f'(x)-
DEMONSTRAGAO. Counsidere a funcdo g : D \ {z} — R dada por

f(t) = f(x)

t—x

g(t) =

para todo t € D com t # x. A derivabilidade de f em x nos dd que o
limite de g em z existe e é igual a f'(x). A derivada de f|g no ponto x
é, por defini¢do, o limite em z da restricao de g a S\ {z}. Segue entdo
do Teorema que f|s é derivavel no ponto x e que (f|s)'(z) é igual a
f(z). O

A reciproca do Teorema [19.1] nao vale em geral, isto é, nao é verdade
em geral que se a restricdo f|g é derivdvel no ponto x, entdo f também
¢é derivavel no ponto x. No entanto, essa reciproca vale em uma situagao
importante: quando S contém todos os pontos de D que estao préximos de
x. A situagao é similar aquela que ocorre com limites (Teorema .

)

TEOREMA 19.2 (a derivada de f no ponto = sé depende dos valores que
f assume perto de z). Seja f : D — R uma fun¢ao com D C R e seja
x € D um ponto de acumulacdo de D. Seja S um subconjunto de D com a
sequinte propriedade: existe r > 0 tal que para todot € D:

[t —z|<r=teb.

Nesse caso, x também € um ponto de acumulacdao de S. Além do mais,
f € derivdvel no ponto x se, e somente se, f|s € derivdvel no ponto x.
Em virtude do Teorema as derivadas f'(z) e (f|s)'(x) sdo iguais, se
existirem.

DEMONSTRAGAO. Consideramos a fungao g : D \ {x} — R definida na
demonstragdo do Teorema Se fls é derivavel no ponto z, entdo a
restrigao de g a S\ {«} possui limite no ponto z e esse limite é igual a
(f]s) (x). Como, para todo t € D\ {z}, vale que

O<ft—z|<r=teS\{z},

o Teorema [2.6|nos da que g possui limite no ponto z e que esse limite é igual
a (f|s) (x) também. Logo f é derivavel no ponto x e f/'(z) = (f|s)'(z). O



20. DERIVADA DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS 83

20. Derivada das funcoes trigonométricas

Comecamos calculando as derivadas das fungoes seno e cosseno. A deri-
vada da func¢ao seno num ponto x € R é dada por:

. sen(x + h) —senx . senx cosh + cosxsenh — senx
im = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
=senx lim ——— 4+ cosx lim .
h—0 h h—0

Sabemos que (Teorema [7.10))

sen h

li =1
hoo h
e além disso:
cosh —1 . (cosh —1)(cosh +1) , —sen?h
lim ————— = lim = lim ——
h—0  h h—0 h(cosh +1) h—0 h(cosh + 1)
senh\2 h 0
ho \ R cosh+1 2 0
Assim
. sen(z+h) —senx
lim = cosz,
h—0 h

para todo = € R.
O célculo da derivada da funcao cosseno num ponto z € R procede de
forma similar:

Y cos(x + h) — cosx y cosxcosh —senxsenh — cos
im = lim
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . senh
—cosz lim ——— —senz lim .
h—0 h h—0
Como vimos acima
. senh . cosh—1
lim =1 e lim——=0
h—0 h h—0 h
e portanto
cos(x + h) — cosx
im = —sencz,
h—0 h

para todo = € R.
Os célculos acima demonstram o seguinte resultado.

TEOREMA 20.1 (derivada de seno e cosseno). As fungdoes seno e cosseno
sao derivdveis no ponto x e suas derivadas sao dadas por

/ !/
sen’' xr = cosST e COS & = —senc,
para todo x € R. [l

Usando agora o Teorema [20.1| e a regra da derivada do quociente, obte-
mos por um célculo direto as derivadas das outras fungoes trigonométricas.
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TEOREMA 20.2 (derivadas das outras fungoes trigonométricas). Para
qualquer x € R tal que cosxz # 0, temos que a fungao tangente e a fungdo
secante sdo derivdveis no ponto x e suas deriwadas sao dadas por:

tg'x =sec’z e sec x = tguxsec.

Além do mais, para qualquer x € R tal que senx # 0, temos que a func¢do
cotangente e a fungdo cossecante sao derivdveis no ponto x e suas derivadas
sao dadas por:

cotg’ x = —cosec’z e cosec’ & = — cotg x cosec x.
DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema e do Coroldrio [18.6] O

21. Derivada da exponencial e do logaritmo

Comegamos calculando a derivada da funcao logaritmo na base a, em
que a > 0e a# 1. Dado x > 0, temos:

. log,(x+h)—log,z . 1 r+hy 1 h
lim —hmﬁloga (T>—hmﬁloga <1+ )
h

h—0 h h—0 h—0 T

Usando a substituicao de variaveis ¢t = % e mudando a base do logaritmo

(Teorema |11.19)) obtemos

1 h) —1 1 1
lim 08q(® £ 1) —log, @ = lim In(1+¢) =
h—0 h t—0 ztlna

em que a tultima igualdade segue do limite fundamental do logaritmo (Teo-

rema [12.6). N6s provamos entao o seguinte resultado.

zlna’

TEOREMA 21.1 (derivada do logaritmo). Dado um nimero real positivo
a com a # 1, temos que a fungao log, : |0, +00] — R € derivdvel no ponto x
e

log, v = zlna’

para todo x > 0. O

COROLARIO 21.2 (derivada do logaritmo neperiano). A fun¢ao logaritmo
neperiano In : 10, +o00[ — R € derivdvel no ponto x e

1
In'z ==,
x

para todo x > 0. O

Seja agora a > 0 e vamos calcular a derivada da fungao f(z) = a® num
ponto x € R. Temos:
am+h_am ah—l ehlna_l
limizlima”< ) =a" lim ——.
h—0 h h—0 h—0 h
Vamos usar agora a substituicdo de variaveis t = hlna; para isso, devemos
supor a # 1 para garantir que ¢ # 0 sempre que h # 0. Temos:
a®th —qg* et —1)Ilna
lim ——— = a" lim %
h—0 h t—0 t

=a"Ina,
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em que na ultima igualdade usamos o limite fundamental da exponencial
(Teorema . Note que para a = 1 temos também:
atth — q* 1-1
lim —— =lim —— =0=a"Ina.
h—0 h h—0
Nés provamos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 21.3 (derivada da exponencial). Dado a > 0, temos que a
fungao f: R — R definida por f(x) = a®, para todo x € R, € derivdvel no
ponto x e

f'(r) =a"Ina,
para todo x € R. Em particular, se a = e, entao f'(x) = €*, para todo

z € R. O

22. Regra da cadeia

A regra da cadeia é o método que se usa para calcular a derivada da
composicao de duas funcoes. Comecamos pelo enunciado e demonstracao e
depois veremos alguns exemplos. Alguns leitores podem preferir inicialmente
pular a demonstracao e olhar primeiro o Exemplo e a discussao que
aparece na Observagao que d4 uma intuicao melhor sobre o que esta
acontecendo na demonstragao.

TEOREMA 22.1 (regra da cadeia). Sejam f : D - R eg: E — R
funcées com D C R e E C R. Suponha que a imagem de f esteja contida
no dominio E de g. Seja x € D um ponto de acumulacao de D e suponha
que f(x) seja um ponto de acumulagao de E. Se f € derivdvel no ponto x
e g € derivdvel no ponto f(x), entdo a fungdo composta go f : D — R €
derivdvel no ponto x e:

(g0 f)(z) =g (f(2))f (2).
DEMONSTRAGAO. Temos que
(90 )(x) = lim (1),
em que ¢ : D\ {z} - R é a funcdo definida por
(p(t) _ (go f)(t) — (go f)(x)

t—x
para todo t € D com t # x. Se t € D \ {z} satisfaz f(t) # f(x), podemos
escrever

?

g(f(®) —g(f(=)) f(t) = f(=)

f(t) = f(x) t—x
Nés gostariamos de calcular o limite lim;_,; ¢(t) usando a igualdade (22.1),
notando que o primeiro fator do lado direito da igualdade tende a ¢’ ( (x)) e
o segundo fator tende a f’(z) quando ¢t — z. A dificuldade é que a igualdade
(22.1)) nao vale para todo ¢t no dominio de ¢, mas apenas para os pontos ¢
no dominio de ¢ tais que f(t) # f(x). Essa dificuldade desapareceria se

(22.1) o(t) =
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fosse o caso que f(t) # f(z) para todo t € D com t # x préximo de z
(pelo Teorema , mas isso nao é necessariamente verdade. Existem duas
formas de resolver esse problema: uma é tratar separadamenteﬁ 0S casos
f(t) = f(z) e f(t) # f(x) e usar o Teorema Nés vamos resolver o
problema de outra forma: consideramos a funcéo ¢ : E — R definida por

g(u) —g(f(2))
u—f(z)
para todo u € E com u # f(z) e por ¢¥(u) = ¢'(f(z)), se u = f(z). Note

que ao definirmos ¥ (u) = ¢ ( f (;U)) para u = f(x), estamos fazendo com que
a fungao 1 seja continua no ponto f(z); de fato:

g(u) — g(f(x))

P(u) =

lim ()= lim — g (f(@)) = ¥ (f(2)).

u=f() usfl@)  u— f(x)
Sendo 1) continua no ponto f(z), o item (b) do Teorema [6.3| nos da
(222) im0 F)(1) = 6(f(2) = o (@),

ja que limy_,, f(t) = f(x), isto é, f é continua no ponto x (Teorema [15.7)).
Agora note que

f@) — f(z
(223) ott) = w(s() 10D,
para todo t € D com t # x; de fato, (22.3)) segue de (22.1) se f(t) # f(x)
e, para f(t) = f(x), notamos que ambos os lados de (22.3]) sdo nulos. A
demonstragao do teorema termina agora tomando o limite quando t — x
dos dois lados da igualdade (22.3)) e usando ([22.2)). O

EXEMPLO 22.2 (aplicagoes da regra da cadeia). Vejamos alguns exem-
plos comuns de aplicagao da regra da cadeia. Sejam f : D — R uma fungao
com D C R, x € D um ponto de acumulacdo de D e suponha que f é
derivavel no ponto x. Usando a regra da cadeia e as derivadas das fungoes
seno e cosseno (Teorema obtemos:

L son(e) = cos(1(a) ),

= cos(f(@)) = —sen(f(a)) £ (2).

6Mais precisamente, escrevemos D \ {z} = D1 U D2, em que D; é o conjunto dos
pontos t € D\ {z} tais que f(t) = f(x) e D2 é o conjuntos dos pontos ¢t € D tais que
f(t) # f(x). Se ndo é verdade que f(t) # f(x) para todo t € D\ {z} préximo de z, entdo
x é ponto de acumulacao de D;. Nesse caso podemos calcular o limite lim;_, %i(z)
apenas com t € D e concluir que f'(z) = 0. Usando o Teorema mostra-se agora que
lim¢ 2 p(t) = 0 = ¢’ (f(x)) f'(z). Para isso, nota-se que para t € D; vale que () =0 e

para t € D; vale a igualdade (22.1)).
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Na primeira igualdade estamos derivando a func¢ao composta sen o f no ponto
e na segunda estamos derivando a funcao cosof no ponto z. Usando a
derivada da fungao exponencial (Teorema , obtemos também

e, se a imagem de f esta contida em |0, +oo[, usamos a derivada do logaritmo
(Corolério [21.2)) junto com a regra da cadeia e concluimos que:

4
dwl (f( )) flx)”

A regra do tombo (Teorema [15.6) também pode ser combinada com a regra
da cadeia e nos da
d n n—1
(F@)" = n(f@)" @),

para qualquer inteiro positivo n.

OBSERVAGAO 22.3 (regra da cadeia e notacao de Leibniz). Sejam x, y e
z quantidades (tomando valores reais) associadas a um certo sistema (veja
Secao . Suponha que as quantidades y e = estejam relacionadas por uma
funcao f e que as quantidades z e y estejam relacionadas por uma fungao
g, isto é, y = f(z) e z = g(y). Temos nesse caso que a funcdo composta
go f é a funcao que relaciona diretamente as quantidades z e z, isto é,
z=g(f(x)) = (go f)(z). Se f for derivdvel no ponto z e g for derivével no
ponto y = f(z), a regra da cadeia nos da que go f é derivavel no ponto z e
que

dz dz d
ds = 0o )@ =g (J@)I'@) =g w)f' @) = -
isto é, usando a notagao de Leibniz para taxa de variacao entre quantidades
relacionadas, a regra da cadeia nos diz simplesmente que podemos cancelar
o dy como se estivéssemos trabalhando com uma fracao genuina:
dz dz dy
de  dy dz’

Note que, usando essa linguagem de quantidades relacionadas, a igualdade
que apareceu na demonstracao da regra da cadeia nos diz simples-
mente que
Az Az Ay
Az Ay Az
e a demonstracao rigorosa da regra da cadeia consiste entao basicamente
em tomar o limite quando Az tende a zero dos dois lados dessa igualdade,
notando que Ay também tende a zero quando Az tende a zero (pela con-
tinuidade de f no ponto z, que segue da derivabilidade). O que torna a
demonstragao rigorosa tecnicamente um pouco envolvida é o fato que a
igualdade na verdade s6 vale se Ay # 0, sendo que é possivel que
Ay assuma o valor zero enquanto Az tende a zero mantendo-se diferente

(22.4)
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de zero. Mas, a menos desse detalhe, a demonstracao da regra da cadeia
é s6 um cancelamento do Ay junto com uma passagem ao limite quando
Ax — 0, o que explica o fato que em notacdo de Leibniz ela apareca apenas
como um cancelamento do dy.

Usando a regra da cadeia e as derivadas das funcoes exponencial e lo-
garitmo ¢é facil generalizar a regra do tombo (Teorema para expoentes
arbitrarios. Comecamos considerando apenas bases positivas, sem restricao
sobre o expoente.

TEOREMA 22.4 (regra do tombo, expoente qualquer). Seja b € R e
considere a fungdo f : ]0,+oo] — R definida por f(z) = x°, para todo
x > 0. Temos que f € derivdvel no ponto x e

(22.5) f(z) = babt,
para todo x > 0.

DEMONSTRAGAO. Note que

f(x) _ eblnac

para qualquer x > 0 e ai usando a regra da cadeia e as derivadas das fungoes
exponencial e logaritmo, obtemos:
b
f/(.%') _ % ebln:c _ eblnx%(blnx) _ ebln:cg _ b% _ b(Eb_l. 0
OBSERVAGAO 22.5 (regra do tombo em = 0). Quando b > 0, podemos
incluir o zero no dominio da funcao f considerada no Teorema [22.4] isto
é, podemos definir f : [0, +0o[ — R fazendo f(x) = x°, para todo x > 0.
Se b = 0, a funcao f é constante e igual a 1 e portanto sua derivada é
nula em qualquer ponto, mas a férmula (22.5) nao vale em x = 0, ja que
0~! ndo estd definido. Suponha entdo b > 0. A demonstracdo que demos
do Teorema nao funciona para z = 0, mas podemos calcular f’(0)
diretamente pela defini¢ao:

(0 i T T

h—0 h h—0t+ h h—0+

Temos (usando o Teorema [11.11{e o Coroldrio [11.12]):

b>1= f'(0)= lim R 1 =0=10-0""1,
h—0*+

b=1= f(0)=1=0b-0""1,

0<b<1l= f(0)= hlim+ h'~! = +00 = f nao é derivével no ponto 0.
—0

Assim, vemos que a férmula (22.5) também vale em x = 0 para b > 1. Se

0 < b < 1, poderia-se dizer que a formula “vale” no sentido de que ambos

os lados da igualdade nao estao definidos.



22. REGRA DA CADEIA 89

Para expoentes racionais com denominador impar é possivel definir a
funcao poténcia também para bases negativas. Consideramos esse caso
agora.

TEOREMA 22.6 (regra do tombo, base negativa). Seja g € Q um niamero

racional da forma q = 7', em que m,n € Z e o denominador n € impar.

Seja f : R\ {0} = R a fun¢do definida por f(x) = x%, para todo x # 0.
Temos que [ € derivdvel no ponto x e

(22.6) (@) = gz,
para todo x # 0.

DEMONSTRAGAO. Se x > 0, o resultado segue do Teorema tendo
em mente que a derivada de f no ponto x s6 depende dos valores que f
assume perto de z (Teorema [19.2). Se x < 0, entdo —x > 0 e daf:

f'(=x) = q(=2)"".

Supondo primeiro que m é impar, temos f(z) = —f(—x) e ai usando a regra
da cadeia obtemos

Fa) = 2 (~F(-2) = () =~ (~2) < (~=)

= f(=a) = gl = gt

em que a ultima igualdade segue do fato que ¢ — 1 =
par. Finalmente, se m é par temos f(—x) = f(z) e dai

Fla) = () = () () = — () = —g(-a)t = gt

M=7n tom numerador

m—n

em que a ultima igualdade segue do fato que ¢ — 1 = tem numerador
impar. O

OBSERVACAO 22.7 (base nula de novo). No enunciado do Teorema [22.6]
se ¢ > 0 poderiamos incluir o zero no dominio de f, isto é, poderiamos definir
f em toda a reta real. Nesse caso, raciocinando como na Observagao [22.5
vé-se que a igualdade ([22.6) vale em x = 0 se ¢ > 1 e que para 0 < ¢ < 1
a fungdo f nao é derivdvel em = = 0 e nem o lado direito de (22.6) estd
definido em x = 0. Para ¢ = 0, evidentemente f é constante e igual a 1 e
sua derivada em qualquer ponto é nula, mas o lado direito de continua
nao estando definido em x = 0.

EXEMPLO 22.8 (cosseno, cotangente, cossecante). Usando a regra da
cadeia podemos entender melhor a relagao entre as derivadas das funcgoes
cosseno, cotangente, cossecante e as derivadas das funcgoes seno, tangente e
secante. De fato, temos que

cosx:sen(g—x), cotgazztg(%—x) e cosec:c:sec(g—ﬁ)
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e usando a regra da cadeia obtemos

cos’xzsen'(g —:U) %(g —ac) = — cos (% —:U) = —senw,
cotg' x = tg'(% —37) C%(g — x) = —sec? (g —a;) = — cosec? ,
cosec’ :sec’(g —a:) %(g —x) = —tg (g —x) sec (% —$)

= — cotg x cosec x.

23. Exemplos: usando as regras de derivagao

Tendo as regras para derivada da soma (Teorema |18.1)), do produto por
constante (Teorema [18.3), do produto (Teorema [18.4), do quociente (Co-
rolario , a regra do tombo (Teoremas [22.4] e 22.6] e Observagdes e
, a regra da cadeia (Teorema [22.1)) e as férmulas para as derivadas das
funcoes trigonométricas (Teoremas[20.1]e[20.2)), logaritmicas (Teorerna
e exponenciais (Teorema [21.3)) em maos jd somos capazes de calcular a de-
rivada, justificando os passos, de qualquer funcao expressa por uma férmula
envolvendo essas fungoes e operagoes. Para completar o nosso arsenal de fer-
ramentas falta apenas um método para calcular derivadas de fungoes inver-
sas, o qual estudaremos na Sec¢ao [24] a seguir. Antes disso, vamos trabalhar
em alguns exemplos.

EXEMPLO 23.1. Seja f: R — R a fungéo dada por
f(z) = sen? (excos(:nQ) + CL‘S) + l‘g,

para todo x € R. A regra da cadeia nos da:

d 2y _ o d o 2

gcos(x ) = —sen(z )ax = —2xsen(z”).

Usando a regra da derivada da soma e do produto, obtemos:
%(eicos(:f) + CL’S) = (%eﬂc) cos(z?) + ez% cos(z?) + P

= e%cos(x?) — 2zesen(z?) + 322

Usando agora a regra da cadeia repetidamente vem:

a4 sen> (e$cos(x2) + 333) = 3sen? (e$cos(a:2) + x3) a4 Sen(ezcos(xQ) + :vg)
dx dx
= 3sen®(e“cos(z?) + z°) cos(e”cos(z?) + z°) % (e”cos(z?) + 2°)

= 3sen’(e”cos(z?) + 2?) cos(e”cos(z?) + 2°) (e“cos(z?)

— 2ze”sen(z?) + 327).
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Finalmente, a derivada de f é dada por
d d
f(z) = e sen3(excos(x2) + x3) + e 5
= 3sen’(e”cos(z?) + 2?) cos(e“cos(z?) + z°) (e“cos(z?)
)
— 2ze”sen(2?) + 327%) + 3 23,
para todo = € R.

ExEMPLO 23.2. Considere a funcao f: D — R dada por

2
x
)= t (7)’
/(@) & 3z +1
paratodo x € D, em que D é o conjunto dos pontos = € R tais que 3z+1 > 0

e cos (\/?%) # 0. Temos:

d d 11 1 d 3
—V3 1=—(3 1)2 =—-(3 )7z —(3 1) = ———.
ag V3Pl = e =g Be s ) g Get ) = oo
Dal, usando a regra do quociente vem:
2
d 22 (L22)/Br+1-22L 3x+1_295v355+1—2\;§ﬁ
dz 3z +1 3z +1 - 341
4z(3z + 1) — 322 922 + 4x
= 3 = 3
23z +1)2 23z +1)2

em que a penultima igualdade é obtida multiplicando a fracdo em cima e

embaixo por 24/3z + 1. A derivada de f é entdo dada por
p 9 x? d 22 922 + 4x 9 x?
fi(z) = sec ( ) — = 5 sec <7),
V3z+1/dz/3z+1 23z +1)2 V3r+1

para todo z € D.

EXEMPLO 23.3 (fungao elevado a fungao). O cdlculo de derivadas de
funcoes da forma h(z) = f(z)9*), em que f toma valores positivos, pode
ser realizado escrevendo h na forma h(z) = 9@ f(#) Por exemplo, vamos
calcular a derivada da fungao h : |0, +o0o] — R definida por

h(x) — wsenx7

para todo = > 0. Temos que h(z) = e**"*"% para todo 2 > 0 e portanto

usando a regra da cadeia e a regra do produto, obtemos

d d
b (z) = esenmlnmd—(senxlna:) = xsenmd—(senxlnx)
x x

sen
:xse”<cosa:lna:+ ),
x

para todo = > 0.
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24. Derivada de fungoes inversas
Seja f: D — R uma funcao injetora com D C R e seja
g=f"1:Im(f) — R

a fungao inversa da fungao bijetora f : D — Im(f), em que Im(f) denota a
imagem de f. Temos que

9(f(x)) =z,

paratodo x € D. Se x € D for um ponto de acumulagao de D e se soubermos
que f é derivavel no ponto x e que g é derivéveﬂ no ponto f(x), entao
podemos usar a regra da cadeia para obter:

(go f)(z) =1=g'(f(2))f(z) =1
Essa observacao simples demonstra o seguinte resultado.

TEOREMA 24.1 (derivada da inversa). Seja f : D — R uma fun¢ao
injetora com D C R e seja x € D um ponto de acumula¢do de D. Denote
por g = f~1:Im(f) = R a funcdo inversa de f. Se f for continua no ponto
x, entao y = f(x) € um ponto de acumulagio de Im(f). Se f for derivdvel
no ponto x e g for derivdvel no ponto y, entdo:

(24.1) g f(x) =1
Em particular, sob essas condigoes, temos que f'(x) # 0. (|

EXEMPLO 24.2 (critério para nao existéncia da derivada da inversa).
Uma consequéncia do Teorema é que se a derivada f’(z) for igual a zero
num certo ponto = € D, entdo sabemos que a funcdo inversa g = f~! ndo
pode ser derivavel no ponto y = f(x). Assim, por exemplo, se f: R — R é
a funcio dada por f(x) = 23, para todo = € R, temos f/(0) = 0 e portanto
a fungao inversa g : R — R, isto é, a fungdo g dada por

1

9(y) = Yy = y3,
para todo y € R, nao é derivavel no ponto f(0) = 0. Nesse exemplo em par-
ticular isso nao é novidade, pois ja haviamos observado que a funcao poténcia
com expoente em |0, 1[ ndo é derivavel em 0 (veja Observacao [22.5)). Para
um exemplo mais interessante, considere a fungao injetora f : [—g, %] — R

dada por f(x) = senz, para todo x € [—g, g], temos

fi(5) =cosy =0 e f(=F)=cos(-3) =
donde segue que a fungao inversa g = arcsen : [—1,1] — R nao é derivavel

nos pontos 1 = f(g) e —1= f(—%)

"Como limy ., f(t) = f(z) e f(t) # f(z) paratodo t € D com t # z, segue do item (a)
do Teorema que f(z) é um ponto de acumulagao de Im(f).
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Note que o Teorema [24.1| nos d4 uma férmula para a derivada da funcao
inversa g = f~!. De fato, se y € Im(f), entdo segue de (24.1)) que

,( )_ 1 _ 1
TW= @) =~ 7 Ww)

desde que f seja derivavel no ponto x = f~1(y) e g seja derivavel no ponto
y = f(z). O que costuma acontecer em exemplos concretos é que a fungao f
é uma fungao que ja sabemos derivar (e ja sabemos que ela é derivéavel), mas
nao sabemos a priori que a funcdo inversa g = f~! é derivavel. Por exemplo,
se f € a restricdo da funcdo seno ao intervalo [—%, %], entao sabemos que

f é derivavel em qualquer ponto x € [—%, g] e sabemos que f'(x) = cosz,
mas nao ¢é claro nesse momento em que pontos a fungao arcoseno é derivavel.
Como vimos no Exemplo 24.2] o Teorema [24.1] pode ser usado para concluir
que a funcao arcoseno ndo ¢ derivdvel nos pontos 1 e —1, mas o que seria
mais Util é um critério que garante que a funcao arcoseno € derivdvel em
certos pontos. Como vimos, uma condi¢do necessaria para se garantir que
g = f~! seja derivavel num ponto y = f(z) é que f'(z) seja diferente de
zero; no entanto, essa condigao ainda nao é suficiente e veremos a seguir que
para garantir que g seja derivavel no ponto y = f(x) precisamos de uma

hipdétese a mais.

Na Observagao [24.6| adiante daremos um insight melhor sobre a demons-
tracao do Teorema abaixo, entao alguns leitores podem preferir ler a
observacao antes da demonstragao do teorema.

TEOREMA 24.3 (derivabilidade da inversa). Seja f : D — R uma fun¢ao
injetora com D C R e seja x € D um ponto de acumulacao de D. Denote
por g = f~1:Im(f) — R a funcdo inversa de f. Se f for continua no ponto
x, entao y = f(x) € um ponto de acumulagio de Im(f). Se f for derivdvel
no ponto x e se a funcao g for continua no ponto y, entdo:

g € derivdvel no ponto y <= f'(x) # 0.

Em vista do Teorema se f'(x) # 0, entao a derivada de g no ponto y
€ dada por:

(24.2) L — !

fllx) ()
DEMONSTRAGAO. J4 vimos que se g for derivdvel no ponto y, entao

1/ (x) # 0 (Teorema[24.1)). No que segue, supomos que f'(x) # 0 e provamos
que g é derivavel no ponto y. Como f é derivavel no ponto x, temos:

_flet+h)—flx) . fla+h)-y

1 = lim ——~= = .

hs0 h B0 h Fz)
Vamos usar a substituigao de varidveis h = g(y+k)—g(y) = g(y+k)—x; como
g é continua no ponto y, temos que limy_ (g(y—l—k:) —:c) =g(y)—x =0, isto
é, h tende a zero quando k tende a zero. Além do mais, como g é injetora, se
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k # 0, entdo h = g(y+k)—g(y) # 0. Dai, usando o item (a) do Teoremal6.3]
obtemos:

fath)—y T +k) -y . (+k) -y
h—0 h k0 gly+k)—x  ks0g(y+k)—g(y)
= lim i
k0 g(y+ k) —gly)

Como f’(z) # 0, concluimos que

i YW TR —gly) _ 1
k—0 k N f’ .1‘)’

ou seja, g é derivdvel no ponto y = f(z) e ¢'(y) é igual a % O

COROLARIO 24.4. Seja f: I — R uma func¢do continua e injetora cujo
dominio I C R é um intervalo com mais de um ponto. Se f for derivdvel
num ponto x € I e f'(x) # 0, entdo a funcdo inversa g = f~1 : Im(f) — R
é derivdvel no ponto y = f(z) e a derivada ¢'(y) € dada por (24.2).

DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas e O

EXEMPLO 24.5 (derivada nao nula, mas inversa nao derivavel). A funcao
injetora f : D — R discutida no Exemplo é derivavel em todo ponto de
seu dominio e f'(z) = 1, para todo x € D. No entanto, a sua fungéo inversa
nao é continua e portanto nao é derivavel no ponto 1.

OBSERVAGAO 24.6 (derivada da inversa e notacao de Leibniz). Sejam
x e y quantidades (tomando valores reais) associadas a um certo sistema
(veja Secao . Suponha que as quantidades y e x estejam relacionadas por
uma funcao f, isto é, y = f(z). Se a fungao f é injetora, entao a funcao
inversa g = f~! é a funcdo que relaciona x com y, isto é, x = g(y). Se f for
derivavel no ponto x, entao

dy
/ —
e se g for derivavel no ponto y, entao:
dz
/ —

. . ~ dx 2 , dy . ,
A igualdade ([24.2) nos diz entao que §7 é o reciproco de 32, isto é, como no

. ~ ~ dy _ dz
caso da regra da cadeia (Observagao ) as expressoes g € - comportam-

se como se fossem fragoes genuinas. Usando essa linguagem de quantidades
relacionadas, a demonstragao do Teorema [24.3] pode ser resumida assim: se
o limite

existe e é nao nulo, entao o limite

24. li —
(24.3) A Ay



24. DERIVADA DE FUNCOES INVERSAS 95

existe e é igual a % A derivada de ¢ no ponto y é dada pelo limite:

Ax
24.4 "(y) = lim ——.
(24.4) 9 (y) Am Ay
Para concluir que o limite (24.4) também existe e é igual a (24.3)), precisamos
saber que quando Ay tende a zero entdo Az também tende a zero. Esse
fato segue justamente da continuidade da fungao g no ponto y, ja que:

Az = g(y + Ay) — g(y).

EXEMPLO 24.7 (derivada das fungbes trigonométricas inversas). Como
as fungdes trigonométricas inversas sao todas continuas (Teorema , po-
demos facilmente usar o Teorema|24.3| para determinar os pontos em que sao
derivaveis e calcular as suas derivadas. Por exemplo, temos que a funcao
arcsen : [—1,1] — R é derivdavel num ponto y € [—1,1] se, e somente se,
a derivada da funcao seno no ponto x = arcseny ¢é nao nula, isto é, se e
somente se cosx # 0; além do mais, se cosz # 0, entao:

1

cosx

arcsen’ y =

Como arcsen € a inversa da restrigao da fungdo seno ao intervalo [—%, g],

temos que x € [—%, g] e portanto cosz > 0; dai:

cosz =V1—sen2z = /1 — y2.

Concluimos que arcsen € derivavel no ponto y se, e somente se, —1 <y < 1
e que

1
N
para todoy € |—1,1[. Vamos agora derivar as outras fungdes trigonométricas
inversas. A funcao arctg : R — R é derivavel num ponto y € R se, e somente
se, a derivada da funcao tangente no ponto x = arctgy é nao nula, isto é,
se e somente se sec’x # 0. Como arctg é a inversa da restricdo da funcio
tangente ao intervalo ]—g, g [, temos que z € ]—g, g[ e portanto cosx > 0
e secx > 0. Dai a funcao arctg é derivavel em qualquer ponto y € R e:

arcsen’ y =

arctg’y =—5.
sec* x
Como
2 a2
14+ tg”x = sec” z,

concluimos que

arctg’y = !
g y - 1 _l_ y27
para todo y € R. A fungdo arcsec : |—oo0, —1]U[1, 400 — R é derivavel num

ponto y € |—oo, —1]U[1, +00] se, e somente se, a derivada da funcao secante
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no ponto x = arcsec y é nao nula, isto é, se e somente se, tgx secx # 0; além
do mais, se tgzsecx # 0, entao:
1

arcsec’ y = ————.
tgrsecx

Como a fungao arcsec é a inversa da restrigado da fungao secante ao conjunto
[0,7]\ {5}, temos que z € [0,7]\ {Z} e daf:

tgx:\/se@ﬂc—l:\/y?—L se0§x<g e

tgg;:—\/m:—\/y2—1, seg<a}§7r.

Concluimos que arcsec é derivavel no ponto y € |—oo, —1] U [1,+00] se, e
somente se, y € |—oo0, —1[ U |1, +o0[ e que:

1
/
arcsec' y = ————, sey>1 e
yvVyr —1
, 1
arcsec' §y = —————, sey < —1.
yvyr -1

Essas duas igualdades podem ser resumidas dizendo que

1
lylv/y2 -1

para todo y € |—oo,—1[U]1,4o00[. Para calcular agora as derivadas das
fungoes arcocosseno, arcocotangente e arcocosecante, a maneira mais simples
é notar que valem as identidades

arcsec’ y =

U

arccosy = 5~ arcseny,
0

arccotgy = 3~ arctgy,

™
arccosecy = 5 — arcsecy

donde segue que
arccos’ y = —arcsen’ y, para todo y € |—1, 1],
arccotg’ y = —arctg’y, paratodoy € R,
arccosec’ y = —arcsec’ y, para todo y € |—oo, 1[U |1, +o0];

além do mais, as funcbes arccos e arccosec nao sao derivaveis nos pontos 1
e —1.
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25. Crescimento e decrescimento: maximos e minimos

Como vimos na Sec¢ao a derivada de uma funcao f num ponto z nos
d4 uma medida da taxa de variagao instantanea da quantidade y = f(z) em
relagao a quantidade x. Se a taxa de variacao entre duas quantidades y e x é
positiva, é de se esperar que quando uma quantidade cresce, a outra também
cresce, isto é, que Ax > 0 implica em Ay > 0; por outro lado, se a taxa de
variagao entre duas quantidades y e x é negativa, entao é de se esperar que
quando uma quantidade cresce, a outra decresce, isto é, que Ax > 0 implica
em Ay < 0. Nesta secdo comegamos a investigar os enunciados precisos
que relacionam o sinal da derivada de uma funcao f com o crescimento e o
decrescimento de f. Esses resultados sao preliminares, ja que os resultados
mais importantes dependem do Teorema do Valor Médio e serao vistos mais
adiante (Secao . No entanto, esses resultados preliminares ji nos dao
uma informagcao crucial sobre a derivada de uma fungdo em um ponto de
maximo ou minimo.

Comegamos com um resultado que segue facilmente da definigao de deri-
vada e que nos diz como uma fungao f se comporta em termos de crescimento
e decrescimento perto de um ponto x em que f'(x) # 0. Tal resultado nos
diz que se f’(x) > 0, entdo o valor de f aumenta quando nos movemos li-
geiramente para a direita de x e diminui quando nos movemos ligeiramente
para a esquerda de x; a situacao é revertida quando f’(x) < 0. Mais pre-
cisamente, se f’(z) > 0, entdo o valor de f é maior do que f(z) em pontos
ligeiramente para a direita de z e é menor do que f(x) em pontos ligeira-
mente para a esquerda de x. Como veremos adiante, a afirmagcao feita nessa
ultima sentenca é sutilmente diferente da afirmacao de que f é crescente
perto de z e em alguns casos um pouco exdticos é possivel ter f'(x) > 0 sem
que f seja crescente perto de x (Example [25.12)).

TEOREMA 25.1 (crescimento/decrescimento a partir de um ponto). Seja
f:D — R uma funcdo com D C R e seja x € D um ponto de acumulagao
de D. Se f € derivdvel no ponto x e f'(x) > 0, entdo existe r > 0 tal que
para qualquer t € D, temos:

(25.1) z—r<t<z= f(t)< f(z) e z<t<zxz+r= f(z)<f(t).
Se f € derivdvel no ponto x e f'(x) < 0, entdo existe r > 0 tal que para
qualquer t € D, temos:

(25.2) z—r<t<z= f(t)> f(z) e z<t<zxz+r= f(z)> f(t).

DEMONSTRAGAO. Se

> 0,

f(t) — f(=)
t—x

/ .
=1
fi(z) = lim
entao segue do Teorema [10.1| que existe r > 0 tal que, para todo t € D com
t # x, vale que:

f(t) — f(z)

t—x

r—r<t<z+r— > 0.
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Dai, para © < t < x + r, temos t —x > 0 e portanto f(t) — f(x) >
Similarmente, se © —r < t < x, entdo t — x < 0 e portanto f(t) — f(z) <
A demonstragao do teorema no caso f'(z) < 0 é andloga. D

E um pouco tentador concluir a partir do Teorema que se f'(x) # 0,
entdo x nao pode ser nem um ponto de maximo nem de minimo de f. De
fato, se f/(x) > 0, entdo parece que z nao pode ser um ponto de méaximo de f
porque f assume valores maiores do que f(z) em pontos ligeiramente para a
direita de x e que x nao pode ser um ponto de minimo de f porque f assume
valores menores do que f(x) em pontos ligeiramente para a esquerda de z.
Por um motivo similar, pareceria a primeira vista que se f’(x) < 0, entao x
nao pode ser nem um ponto de maximo nem de minimo de f. Porém, ha
um erro nesse raciocinio, como o exemplo a seguir ilustra.

EXEMPLO 25.2 (pontos de méximo e minimo em que a derivada nao é
nula). Considere a funcio f : [1,2] — R definida por f(z) = 22, para todo
€ [1,2]. Como f é estritamente crescente, temos que o ponto 1 é um
ponto de minimo estrito e que o ponto 2 é um ponto de maximo estrito de
f. Temos f'(1) =2 >0e f'(2) =4 > 0. O que deu errado no raciocinio
explicado no paragrafo que precede o exemplo? Temos que f'(2) > 0 e
portanto o Teorema [25.1| nos diz que o valor de f é um pouco maior do que
f(2) quando vamos um pouco para a direita do ponto 2, o que supostamente
contradiz o fato que 2 é um ponto de maximo de f; sé que nao ha nada no
dominio de f para a direita do ponto 2. Similarmente, como f’(1) > 0,
o Teorema nos diz que o valor de f é um pouco menor do que f(1)
quando vamos um pouco para a esquerda do ponto 1, o que supostamente
contradiz o fato que 1 é um ponto de minimo de f; sé que nao ha nada no
dominio de f para a esquerda do ponto 1.

O erro no raciocinio que fizemos no pardgrafo que precede o Exemplo[25.2]
estd em esquecer que se x € D é um ponto de acumulacao do dominio D de
uma funcao, nem sempre é possivel andar ligeiramente para a direita de = e
encontrar outro ponto de D e nem sempre é possivel andar ligeiramente para
a esquerda de x e encontrar outro ponto de D. Porém, com as hipoteses ade-
quadas, esse raciocinio errado pode ser corrigido, como vemos no enunciado
a seguir.

COROLARIO 25.3 (derivada em pontos de méximo e minimo). Seja dada
uma funcdo f : D — R com D C R e seja x € D tal que x € ponto de
acumulagdo de |z, +oo[N D e de |—oo,z[N D. Se f € derivdvel no ponto
e se f'(x) #0, entao x ndo € nem um ponto de mdrimo nem de minimo de
f. Em outras palavras, se x € um ponto de mdzrimo ou de minimo de f e se
f € derivdvel no ponto x, entio f'(x)=0.

DEMONSTRAGAO. Se f'(x) > 0, tome r > 0 tal que (25.1]) vale para
todo t € D. Como x é um ponto de acumulacao de |—oo, z[ N D, temos que
existe t € D com x —r <t <z edal f(t) < f(x), de modo que z nao é um
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ponto de minimo de f. Similarmente, como z é um ponto de acumulacao de
|z, +00[ N D, temos que existe t € D com x <t < x +r e dal f(x) < f(¢),
de modo que x nao é um ponto de maximo de f. A demonstragdao do fato
que se f'(z) < 0, entdo x ndo é um ponto nem de méximo nem de minimo

de f é feita de forma andloga, usando (25.2]) em vez de (25.1)). O

EXEMPLO 25.4 (ponto de minimo em que a func¢ao nao é derivéavel). A
fungao f: R — R dada por f(z) = |z|, para todo x € R, possui um ponto
de minimo estrito em 0, mas f nao é derivavel em 0 (Exemplo . Assim,
a hipétese de que f seja derivavel no ponto z é de fato necessaria para a
validade da udltima frase que aparece no enunciado do Corolario [25.3

O Corolario [25.3 nos diz que a derivada de uma fungdo num ponto de
maximo ou de minimo é nula, desde que a funcao seja derivavel nesse ponto
e que o dominio da funcao se acumule no ponto pelos dois lados. Sabemos
que a derivada de uma fungdo num ponto sé depende dos valores que a
funcao assume perto desse ponto, de modo que para obter a conclusao de
que a derivada num ponto é nula nao importa o que a fun¢ao faz longe desse
ponto. Esse 1iltimo fato nos leva a considerar as nog¢oes de ponto de maximo
e de minimo local: um ponto x é um ponto de maximo local de uma fungao
f se o valor que f assume em x é maior ou igual ao valor que f assume em
pontos préoximos a . Um ponto x que é um ponto de méaximo local pode, no
entanto, nao ser um ponto de maximo da fungao porque f pode assumir um
valor maior do que f(z) em algum ponto longe de z. A seguir apresentamos
a definicao precisa da nogao de ponto de maximo e de minimo local.

DEFINIGAO 25.5 (méximos e minimos locais). Seja f : D — R uma
fungdo com D C R e seja x € D. Dizemos que:

e z é um ponto de mdzimo local de f se existe r > 0 tal que z é um
ponto de méximo da restri¢ao de f ao conjunto |x —r,z + r[N D;

e z é um ponto de mdximo local estrito de f se existe » > 0 tal
que x é um ponto de maximo estrito da restricao de f ao conjunto
|z —r,z+r[ND;

e 1z é um ponto de minimo local de f se existe r > 0 tal que x é um
ponto de minimo da restricao de f ao conjunto |z —r,x + r[N D;

e z ¢ um ponto de minimo local estrito de f se existe r > 0 tal
que x é um ponto de minimo estrito da restricao de f ao conjunto
le —r,z+7r[ND.

A partir de agora, pontos de méximo ou de minimo (estrito ou nao)
serdo chamados também de pontos de maximo ou de minimo global (estrito
ou nao), quando queremos enfatizar que nao sao apenas pontos de maximo
ou de minimo local. Notamos que pontos de maximo ou de minimo global
também sdo pontos de maximo ou de minimo local. A figura a seguir ilustra
alguns exemplos de pontos de maximo e de minimo local e global.
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TEOREMA 25.6 (derivada em pontos de maximo e minimo local). Seja
dada uma funcdo f: D — R com D C R e seja x € D tal que x € ponto de
acumulagao de |z, +0o[ND e de|—oo,z[ND. Se f é derivdvel no ponto x e
se x é um ponto de mdzimo local ou de minimo local de f, entao f'(z) = 0.

DEMONSTRAGAO. Pela defini¢ao de méximo e de minimo local, temos
que existe r > 0 tal que z é um ponto de maximo ou de minimo da restri¢ao
de faS=lz—r,z+r[ND. E facil ver que x é um ponto de acumulacao
de ]z, +oo[N S e de |]—o0, [N S. Além do mais, o Teorema [19.1] nos dé que
fls é derivavel no ponto x e que (f|s) (x) = f'(z). Dai o Coroldrio
garante que (f|s)'(z) =0 e a conclusdo desejada segue. O

Um caso particular muito usado do Teorema [25.6| ocorre quando o do-
minio da funcao é um intervalo.

DEFINIGAO 25.7 (ponto interior de um intervalo). Se I C R é um inter-
valo, dizemos que um ponto x é um ponto interimﬁ de I se x € I e se x nao
é uma extremidade de I.

Assim, por exemplo, os pontos interiores do intervalo |3, 6] sdo os pontos
do intervalo aberto |3, 6].

8Normalmente se define a nogao de ponto interior para um subconjunto arbitrario D
de R dizendo que = é um ponto interior de D se existe r > 0 tal que |z —r,z + r[ estd
contido em D.
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COROLARIO 25.8 (derivada em pontos de maximo e minimo local para
fungoes em intervalos). Seja dada uma fungdo f : 1 — R em que I C R €
um intervalo. Seja x € I um ponto interior de I tal que f € derivdvel no
ponto x. Se x € um ponto de mdximo local ou de minimo local de f, entdo

f'(z)=0.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema notando que se x é um ponto
interior de I, entdo x é um ponto de acumulagao tanto de |—oo, z[ NI como
de |z, +oo[ N 1. O

EXEMPLO 25.9 (pontos em que a derivada é zero nao sao necessaria-
mente maximos ou minimos locais). Considere a funcao f : R — R dada
por f(z) = 23, para todo z € R. Como f é estritamente crescente e seu
dominio é R, vemos que f ndo possui pontos de maximo local nem pontos de
minimo local. No entanto, a derivada f’(z) = 322 se anula em x = 0. Esse
exemplo mostra que a reciproca do Corolario (ou do Teorema nao
é verdadeira. Informalmente, podemos descrever a situacao assim: quando
uma fungao possui um ponto de méximo local e nesse ponto o dominio se
acumula dos dois lados, entao a funcao tem que subir antes de chegar no
ponto e descer depois de passar pelo ponto; nessa troca de subida por des-
cida, a funcao tem que dar uma paradinha instantanea e dai a derivada se
anula. Uma situagao similar ocorre num ponto de minimo local (com des-
cida antes do ponto e subida depois). Porém, a fungao pode muito bem dar
uma paradinha instantanea num ponto sem que esse ponto seja um maximo
ou minimo local. Por exemplo, a funcio f(z) = 2 s6 sobe, mas no ponto
x = 0 ela d4 uma paradinha instantanea antes de continuar subindo.

O Corolario é 1til para nos fornecer uma lista de possiveis candi-
datos a maximo ou minimo local para uma funcao f : I — R definida num
intervalo I C R. De fato, segue do Coroldrio que se x € I é um ponto
de méaximo ou minimo local de f, entdo uma das seguintes coisas acontece:

(i) x é uma extremidade de I;
(ii) f néo é derivavel no ponto x;
(iii) f é derivdvel no ponto z e f'(z) = 0.
Listando todos os pontos x € I que satisfazem (i), (ii) ou (iii), obtemos
uma lista de pontos — em muitos exemplos interessantes, uma lista finita
e curta — e sabemos que qualquer ponto de maximo ou minimo local de
f estd nessa lista. Nao é verdade em geral que todos os pontos dessa lista
$80 maximos ou minimos locais de f (Exemplo , mas ter essa lista de
candidatos em maos é ttil assim mesmo. Os pontos em que a derivada de
uma fungao é nula sao normalmente chamados os pontos criticos da fungao.
Quando o intervalo I é aberto e f é derivavel em todo ponto de I, temos
que nao ha pontos = € I satisfazendo (i) ou (ii) e dai os pontos criticos de
f sdo justamente os pontos que constituem a lista de candidatos a maximo
ou minimo local de f. Assim, nesse caso, os pontos criticos sdo os pontos
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em que devemos prestar atencao quando estamos buscando os méximos e
minimos locais da funcao; dai o nome “critico”.

Mais adiante (Secao noés aprenderemos algumas técnicas para des-
cobrir quais pontos criticos de uma funcao sdo maximos ou minimos lo-
cais (analisando a variagao do sinal da derivada ou o sinal da derivada se-
gunda). Por enquanto, apenas notamos que a lista de candidatos a méximo
ou minimo local — isto é, a lista de pontos z satisfazendo (i), (ii) ou (iii) —
pode ser usada para encontrar maximos e minimos globais de f quando sa-
bemos que eles existem. De fato, se sabemos que f possui pontos de maximo
global, podemos descobrir quais pontos sao esses simplesmente buscando os
pontos dessa lista de candidatos em que a funcao f assume o maior valor;
similarmente, para encontrar minimos globais cuja existéncia é conhecida,
procuramos os pontos da lista de candidatos em que f assume o menor va-
lor. E importante aqui que tenhamos certeza que um ponto de méximo (ou
minimo) global de fato existe, pois caso contrario esse método pode nos dar
como resultado um ponto que nao é de méximo (ou nao é de minimo). Por
exemplo, para a funcio f : R — R dada por f(x) = 23, esse método nos
daria o ponto zero como resposta, que nao é nem um ponto de maximo nem
de minimo (nem mesmo local). Um resultado 1til para garantir a existéncia
de pontos de maximo e minimo global em alguns casos é o Teorema de
Weierstrass (Teorema que diz que toda fungao continua num intervalo
limitado e fechado possui ao menos um ponto de maximo e um ponto de
minimo global. Vejamos agora como esse método para encontrar maximos
e minimos globais funciona num exemplo concreto.

EXEMPLO 25.10 (buscando maximos e minimos). Considere a funcao
f:[1,3] = R dada por

f(z) =223 — 92% 4+ 122 — 5,

para todo = € [1,3]. Como f ¢ continua e [1,3] é um intervalo limitado e
fechado, o Teorema de Weierstrass (Teorema nos garante que f possui
um ponto de maximo global e um ponto de minimo global. Como f é
derivavel em todo ponto de seu dominio, o Corolario [25.8 nos diz que todo
ponto de maximo ou minimo local de f é ou uma extremidade do intervalo
[1,3] ou um ponto critico de f, isto é, um ponto em que a derivada de f é
nula. Temos

fl(x) = 62> — 18z +12 = 6(2® — 3z +2) = 6(z — 1)(z — 2),

para todo z € [1,3] e portanto os pontos criticos de f sdo 1 e 2. A nossa
lista de candidatos a maximo ou minimo local de f é formada entdao pelos
pontos:

1, 2 e 3;

mais precisamente, todo ponto de maximo ou minimo local de f esta neces-
sariamente nessa lista. Em particular, os pontos de minimo e de maximo
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global de f (que sabemos que existem) também estao nessa lista. Calcula-
mos agora o valor de f nos pontos da lista:

fA)=0, f2)=-1 e fB)=4
Concluimos entao que 2 é um ponto de minimo global estrito de f e 3 é
um ponto de maximo global estrito de f. E o ponto 17 Mais adiante nés
aprenderemos como responder essa pergunta usando Céalculo Diferencial,
mas por enquanto encontramos uma solucao ad hoc para o problema: como
1 é raiz do polinémio f, podemos fazer uma divisdo de polinomios de f(x)
por z — 1 e obter:

f@)=(z—1)(22* =72 +5) = (v — 1)(z — 1)(2x — 5) = (z — 1)*(22 — 5).

Temos que, para x # 1 e préximo de 1, o fator (z — 1)? é positivo e o fator
2x — 5 é negativo, donde f(z) < 0 para x # 1 préximo de 1; como f(1) =0,
concluimos que 1 é um ponto de maximo local estrito de f. Nesse exemplo
ocorreu entao que todos os candidatos da lista eram de fato ou méaximos ou
minimos locais, mas isso é uma coincidéncia. Como vimos no Exemplo
pontos criticos nem sempre sdo maximos ou minimos locais.

Voltando ao tema da relacao entre sinal da derivada e crescimento/de-
crescimento da funcgao, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 25.11 (sinal da derivada de fungao monétona). Seja dada uma
funcdo f: D — R com D CR e sejax € D um ponto de acumulagdo de D
tal que f € derivdvel no ponto x. Se f € crescente, entao f'(x) >0 e se f €
decrescente, entdo f'(x) < 0.

DEMONSTRAGAO. Se f é crescente, entao
f(t) = f(=)
t—x
para todo t € D com t # x. De fato, se t > z, entdo f(t) — f(x) > 0 e
t—x >0e,set <z, entdo f(t)— f(z) <0et—x < 0. Concluimos entao que

f'(x) > 0 tomando o limite quando ¢t — x dos dois lados da desigualdade
(25.3]) (Corolario [10.3). Se f for decrescente, entao

f(t) — f(z)

t—x

(25.3) >0

<0

para todo t € D com t # x e concluimos que f/(z) < 0 tomando o limite
quando t — x dos dois lados dessa desigualdade. ([

Mais adiante, depois que estudarmos o Teorema do Valor Médio, vere-
mos que para fungoes definidas em intervalos vale uma reciproca do Teo-
rema a saber: uma fungao definida num intervalo cuja derivada em
todo ponto é maior ou igual a zero é crescente e uma funcao definida em um
intervalo cuja derivada em todo ponto é menor ou igual a zero é decrescente.

Concluimos a secao com um exemplo de uma funcao que tem derivada
positiva num ponto, mas nao é crescente perto desse ponto.
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EXEMPLO 25.12 (derivada positiva num ponto, mas a fungao nao é cres-
cente perto do ponto). Recordamos que o Teorema nos diz que se
f'(x) > 0, entdao f(t) é maior do que f(z) para t ligeiramente maior do
que z e que f(t) é menor do que f(z) para t ligeiramente menor do que x.
A primeira vista, isso pode parecer a mesma coisa que dizer que f é estrita-
mente crescente perto de x, mas nao é: dizer que f é estritamente crescente
perto de x significa que para t e s préximos de x, se t < s entao f(t) < f(s).
Note a diferenga: em um caso, sé6 comparamos o valor de f em um ponto
préximo de z com o valor de f em z e no outro caso comparamos o valor
de f em dois pontos proximos de x entre si. Vejamos agora um exemplo de
uma funcao f: R — R tal que f/(0) > 0, mas f nao é crescente perto de 0.
Primeiramente, seja g : R — R a fungao definida por

2 1 -
{x sen, sex #0,

9(x) = 0, se x = 0.

Se x € R é nao nulo, entdo todo ponto perto de x também é nao nulo e
portanto:

g'(z) = (Q‘R\{O})/(QJ) = %(mz senl) = 2zsenl +2?(cosl) (—wi?)

1

=2rsen+ —cosi.
X X

No ponto zero, temos:

oy e 9 —9(0) 1
g(O)—}llli]% - —}lgr(l)hsenh—o.

Veja que a derivada ¢'(z) da fun¢do g num ponto x # 0 se escreve como
a soma de um termo 2z sen% que tende a zero quando x tende a zero com
um termo —cos% que oscila entre —1 e 1 enquanto x tende a zero. Para

T pequeno, o comportamento dominante é o comportamento oscilatério do
termo — cos % Consideramos agora a funcao f : R — R dada por

f(@) =35 +g(z),

para todo x € R. Temos que

F10)=5+40) =3,
donde f'(0) > 0. Afirmamos que f ndo é crescente perto de zero, isto é, nao
existe r > 0 tal que a restrigdo de f ao intervalo |—r,r[ é crescente. Se tal

r > 0 existisse, seguiria do Teorema [25.11| que f’(z) > 0 para todo = em
|—r,r[. Porém, para qualquer r > 0, podemos encontrar z em |0, r[ tal que

fl@)=3+7g(x)=%1+2zsenl —cosl <0;
de fato, basta escolher z em ]0,r[ tal que cos% = 1. Nesse caso teremos
sen% =0e:
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Fazendo uma andlise mais qualitativa da situacao, temos que f'(z) se es-
creve como a soma de %, com um termo que tende a zero quando x tende
a zero e mais um termo que oscila entre —1 e 1 enquanto x tende a zero.
Dai, para x pequeno, f'(z) oscila aproximadamente entre —% e % e portanto
fica trocando de sinal. A funcdo f tem entdo um comportamento oscilatério
préximo do ponto zero, alternando entre intervalos de crescimento e inter-
valos de decrescimento infinitas vezes a medida que nos aproximamos do

ponto zero.

26. Funcao derivada e derivadas de ordem superior

Quando uma funcao f : D — R é derivdvel em todos os pontos do
seu dominio D C R, podemos definir uma nova funcao f’ com esse mesmo
dominio D cujo valor em cada ponto de D é a derivada de f nesse ponto. Em
certo sentido o que estamos dizendo aqui nao é novidade, ji que a prépria
notacao f'(r) para a derivada de f no ponto z introduzida na Defini¢ao m
sugere que estamos considerando o valor no ponto x de uma funcao f’. No
entanto, naquele momento estavamos considerando apenas a derivada de
f em um ponto especifico fixado = e até agora nao haviamos oficialmente
tratado a derivada de uma funcao f como sendo uma nova funcao f’. Note
que, para que possamos falar em derivabilidade de f em todos os pontos de
D, precisamos antes de mais nada que todos os pontos de D sejam pontos
de acumulacao de D, isto é, precisamos que D nao possua pontos isolados.
Isso nos leva a seguinte definicao.

DEFINIGAO 26.1 (fungao derivada). Seja f : D — R uma func¢ao com
D C R. Dizemos que f é derivdvel se D nao possui pontos isolados e se
f for derivavel em qualquer ponto x € D. Se f for derivavel, definimos a
funcgao derivada f': D — R de f como sendo a fungao cujo valor em cada
ponto z € D é a derivada f'(x) de f no ponto x.

Observamos que os dominios de fungoes que costumam aparecer na
pratica em problemas de Célculo Diferencial ndo possuem pontos isolados.
Por exemplo, se D é um intervalo com mais de um ponto ou se D é uma uniao
de intervalos com mais de um ponto, entao D nao possui pontos isolados.

Seja f : D — R uma funcao derivavel, em que D é um subconjunto
de R (sem pontos isolados, de acordo com a defini¢ao acima). Se a funcao
f'+ D — R for derivdvel num ponto z € D, podemos definir a derivada
sequnda de f no ponto x como sendo a derivada da funcao f’ no ponto z. A
derivada segunda de f no ponto z é denotada por f”(z). Se f’ é derivavel,
isto é, se f’ & derivavel em todo ponto de D, dizemos entao que f é duas
vezes derivdvel e podemos considerar a funcao derivada seqgunda f” : D — R
que é a funcao derivada da derivada primeira, ou seja:

=y
Se f for duas vezes derivavel e a funcao f” for derivavel num ponto x € D,
podemos definir a derivada terceira de f no ponto x, denotada f”(z), como
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sendo a derivada no ponto x da funcao f”. Se f” for derivével, dizemos
que f é trés vezes derivavel e definimos a funcdo derivada terceira fazendo
" = (f"Y. E assim por diante. Evidentemente, continuar acumulando
linhas e mais linhas nao é uma notacdo muito pratica se precisarmos falar,
por exemplo, da oitava derivada de f. Denotaremos entdo por f*) a k-
ésima derivada da funcao f, caso exista. E conveniente definir fo =
para k = 0, isto é, se derivamos f zero vezes, nao fazemos absolutamente
nada e obtemos apenas a proépria funcao f. Para ser perfeitamente preciso,
a melhor maneira de definir as derivadas de ordem superior de uma fungao
é escrever uma defini¢do recursiva, como fazemos a seguir.

DEFINIGAO 26.2 (derivadas de ordem superior). Seja f : D — R uma
funcao com D C R. Para um inteiro k& > 0, definimos o significado da frase
“f € k vezes derivdvel” e definimos a func¢do derwada k-ésima f*) : D — R
de f recursivamente através das duas clausulas abaixo:

e toda funcio f é zero vezes derivdvel e a zero-ésima derivada f(©) ¢
igual a f;

e se k é um inteiro nao negativo, entao f é k 4+ 1 vezes derivavel se
D nao tiver pontos isolados, f for k vezes derivavel e a sua funcao
derivada k-ésima f*) : D — R for uma funcéo derivével; nesse
caso, a funcdo derivada (k + 1)-ésima de f, denotada f(+1D 6 a
funcao derivada de f*).

A k-ésima derivada de f é também chamada a derivada de ordem k da
funcao f.

EXEMPLO 26.3 (fungao derivavel uma vez sé). Seja f: R — R a funcao
dada por f(z) = x|z|, para todo z € R. Temos f(x) = 22, paraz > 0 e
f(x) = —2?, para x < 0. Como a derivada de uma funcio num ponto sé
depende dos valores que a fungao assume perto desse ponto (Teorema,
temos que:

d o

f’(x):aw =2z, sex >0,
f(z) = i(—:162) =2z, sex<0
dz ’ '
A derivada de f no ponto zero pode ser calculada diretamente pela definigao:
iy e J(R) = f(0) . h[h| _
FO) =i == =l =il =o

Assim, f é uma fungao derivavel e a sua fungao derivada f’ : R — R ¢é dada
por

f'(z) = 2la|,

para todo x € R. E facil ver que, assim como a fun¢ao mdédulo, a fungao f’
nao é derivavel no ponto zero. Assim, a funcao f nao é duas vezes derivavel.
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EXEMPLO 26.4 (fungao derivéavel apenas duas vezes). Se f: R — R é a
funcdo dada por f(z) = x2|z|, para todo = € R, entdo

d
f'(z) = ax?’ =32%, sex >0,
f(z) = i(—953) = -32%, sex <0
dz ’
e: 211
h
/ = 1 _— = 1 =
FO =iy = = i =0
Assim f é derivavel e
f'(x) = 3z,

para todo z € R. Como no Exemplo é facil ver que f’ é derivdvel
uma vez, mas nao duas. Dal f é derivavel duas vezes, mas nao trés vezes.
Seguindo esse padrao, pode-se ver que se n é um inteiro positivo entao a
funcao f : R — R dada por f(x) = a"|x|, para todo = € R, é derivavel n
vezes, mas nao n + 1 vezes.

Se uma funcao f é k vezes derivavel, entao as suas derivadas de ordem
menor do que k sao todas fungoes derivaveis e portanto sao também fungoes
continuas. No entanto, a k-ésima derivada de f nao precisa em geral ser
uma fungéo continua. H& um nome padrdo na literatura para funcoes k
vezes derivaveis cuja k-ésima derivada é continua.

DEFINIGAO 26.5 (fungdo de classe C*). Seja f : D — R uma funcio
com D C R. Dado um inteiro nao negativo k, dizemos que f é de classe C*
se f for k vezes derivavel e a derivada k-ésima f*) : D — R for uma funcéo
continua. Se f é k vezes derivavel para todo inteiro nao negativo k, dizemos
que f é infinitamente derivavel ou de classe C°.

Evidentemente, se uma funcao f é k vezes derivavel para todo inteiro
nio negativo k, entdo a derivada k-ésima f*) é continua, para todo inteiro
nao negativo k. Note que “funcdo de classe C?” é apenas um novo nome
para “funcao continua’”.

EXEMPLO 26.6 (fungdo derivavel que nio é de classe C'). A funcio
g : R — R definida no Exemplo [25.12|é derivdvel; temos que ¢'(0) =0 e
g'(z) =2xsenl —cosi,
para todo x # 0. Como lim,_,q 2 sen L'—0elimyo cos% nao existe, segue
que lim,_,o ¢’(x) ndo existe (Exemplo [3.3). Daf a fungio ¢’ ndo é continua
no ponto zero e g nao é de classe C'.

EXEMPLO 26.7 (algumas fungoes de classe C*°). Se f: R — R é uma
funcao polinomial, entao f é derivavel e a funcao f’ também é polinomial.
Segue dai que f é k vezes derivavel para todo inteiro nao negativo k, isto é,
que f é de classe C*°. Como a derivada da funcao seno é a fungdo cosseno
e a derivada da funcao cosseno é menos a funcao seno, segue que também
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as fungoes seno e cosseno sao de classe C*°. A funcao f : R — R dada por
f(z) = €%, para todo x € R, também é de classe C°°, ja que f' = f.

As vezes uma funcdo f: D — R nao é k vezes derivavel, mas é k vezes
derivavel num ponto x especifico. Por exemplo, a funcao f considerada no
Exemplo nao é duas vezes derivdvel, mas a sua derivada f' : R — R
é derivavel em qualquer ponto x # 0 e portanto podemos falar da derivada
segunda f”(x) em qualquer ponto x # 0. Mas o que exatamente significa
dizer que “f é k vezes derivavel num ponto z”7 Para conseguir definir
) (x), ndo é suficiente que a derivada de ordem k — 1 exista s6 no ponto z,
porque se f* =1 estiver definida num ponto s6, ndo d4 para derivar f*—1)
mais uma vez. Por outro lado, pedir que f seja k — 1 vezes derivavel —
para que a funcio =1 esteja definida em todo o dominio D — é um
tanto excessivo, ja que a derivada de uma funcao num ponto sé depende
dos valores da func¢ao perto do ponto e assim nao nos importamos com 0s
valores de f*~1) longe de z na hora de derivar f*~1 no ponto z. Para
definir f*) (x), nés precisamos entao que f (k=1) esteja definida perto de .
Tornamos essa condi¢do mais precisa na Definigao logo adiante em
termos de restrigoes da fungao f. Antes disso, enunciamos dois resultados
simples relacionando as derivadas de ordem superior de uma fungao com as
derivadas de ordem superior de restricoes dessa funcao.

TEOREMA 26.8 (derivadas de ordem superior de restrigoes). Seja dada
uma fung¢ao f: D — R com D C R e seja S um subconjunto de D sem
pontos isolados. Para todo inteiro nao negativo k, se f € k vezes derivdvel,
entao flg também é k vezes derivdvel e a derivada k-ésima da restrigao fl|s
€ igual a restricao a S da derivada k-ésima de f, isto é:

(fls)® = f®g.

Em particular, se f ¢ de classe O, entdo f|s é de classe C* e se f ¢ de
classe C™, entao f|s € de classe C*°.

DEMONSTRAGAO. A primeira parte do enunciado é consequéncia do
Teorema e a parte sobre funcdes de classe C* segue entdo do Co-
rolario 2.3 O

O proximo resultado nos diz que a propriedade de uma funcao ser k
vezes derivavel e a propriedade de uma funcio ser de classe C*¥ sdo pro-
priedades locais. Informalmente, uma propriedade local é uma propriedade
cuja validade pode ser verificada considerando apenas restricoes da funcgao
a pequenos intervalos. Por exemplo, continuidade é uma propriedade lo-
cal: uma funcao f é continua se, e somente se, para todo ponto xz no seu
dominio héd um intervalo em torno de z tal que a restricao de f a esse inter-
valo é continua. Esse fato segue do Teorema 2.6 Derivabilidade também ¢é
uma propriedade local e esse fato segue do Teorema Um exemplo de
uma propriedade que nao é local é a limitagao: uma funcao cuja restricao a
intervalos pequenos ¢é limitada, nao precisa ser limitada.
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TEOREMA 26.9 (localidade da derivabilidade de ordem superior). Seja
dada uma funcao f: D — R com D C R e seja k um inteiro nao negativo.
Temos que:

(a) f €k vezes derivdvel se, e somente se, para todo x € D existe r > 0
tal que a restri¢ao de f a|lx —r,x+r[N D €k vezes derivavel;

(b) f € de classe C* se, e somente se, para todo x € D existe r > 0 tal
que a restricdo de f a]r —r,x +r[ND € de classe CF.

Em particular, f € de classe C™° se, e somente se, para todo x € D existe
r > 0 tal que a restrigao de f alx —r,x +r[ND € de classe C™.

DEMONSTRAGAO. O item (a) segue dos Teoremas e O item (b)
segue entao do Teorema [2.6 O

Esclarecidos os fatos sobre derivadas de ordem superior de restrigoes
e sobre a localidade da derivabilidade de ordem superior, estamos prontos
para definir derivabilidade de ordem superior num ponto especifico.

DEFINIGAO 26.10 (derivabilidade de ordem k& num ponto). Seja dada
uma funcdo f: D — R com D C R e seja x € D um ponto de acumulagao
de D. Dado um inteiro positivo k, dizemos que f é k wvezes derivdvel no
ponto x se existe r > 0 tal que valem as seguintes condicoes:

(i) arestricaio de f a |z —r,x+r[ND é k — 1 vezes derivével;
(ii) a (k — 1)-ésima derivada da restricao de f a Jz —r,z+r[ND é
derivavel no ponto z.
Se f for k vezes derivavel no ponto x, entdo a k-ésima derivada de f no

ponto x, denotada f(*) (z), é definida como sendo a derivada no ponto z da
(k — 1)-ésima derivada da restricao de f a ]z —r,z +r[N D.

Note que para k > 2 a condigao (i) nos diz em particular que o conjunto
|z — v,z + r[N.D nao possui pontos isolados, isto é, para que f seja ao menos
duas vezes derivavel no ponto x € D é necessario nao sé que £ nao seja um
ponto isolado de D, mas que préximo a x nao existam pontos isolados de
D. Para k = 1, a definicdo acima nos diz simplesmente que f é derivavel
no ponto z, no sentido usual (pelo Teorema . As vezes é conveniente
adotar a convencao de dizer que toda fungdo f : D — R, com D C R, é
zero vezes derivavel em qualquer ponto x € D e que a zero-ésima derivada
de f no ponto z, denotada f(©(z), é igual a f(x). Observamos que segue
dos Teoremas [26.9 e [19.2 que, se D C R néo tem pontos isolados, entao
uma funcdo f : D — R é k vezes derivdvel no sentido da Definicao [26.2]
se, e somente se, f for k vezes derivavel no ponto z € D no sentido da
Definigao [26.10] para qualquer x € D.

Enunciamos agora generalizacoes de alguns resultados que vimos em
secoOes anteriores sobre derivadas primeiras para o contexto de derivadas
de ordem superior. Comecamos com as generalizagoes dos resultados da
Secao [19|sobre derivadas de restrigoes de fungoes. Os dois resultados abaixo
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tratam de derivabilidade de ordem superior em um ponto especifico e por-
tanto nao estao a rigor cobertos pelos enunciados dos Teoremas e
embora sejam semelhantes a eles.

TEOREMA 26.11 (derivadas de ordem superior em um ponto de res-
trigoes). Seja f : D — R uma fun¢ao com D C R. Seja S C D e seja
x € S. Suponha que existe r > 0 tal que |x —r,z + 1[N S ndo tem pontos
isolados. Para qualquer inteiro ndo negativo k, temos que se f é k vezes
derivdvel no ponto x, entao f|g também é k vezes derivdvel no ponto = e

(f15) (@) = fP ().
DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas e O

TEOREMA 26.12 (a derivada de ordem k de f no ponto x sé depende dos
valores que f assume perto de z). Seja f : D — R uma fun¢do com D C R
e seja x € D um ponto de acumulacdo de D. Seja S um subconjunto de D
com a sequinte propriedade: existe r > 0 tal que para todo t € D:

t—z|<r=1teb.

Dado um inteiro nao negativo k, temos que f € k vezes derivdvel no ponto
x se, e somente se, f|s € k vezes derivdavel no ponto x.

DEMONSTRAGAO. Basta notar que, em virtude das nossas hip6teses so-
bre S, o nimero r > 0 que aparece na Definicao [26.10] sempre pode ser
reduzido de modo que tenhamos |z —r,z +r[ND =z —r,z+r[NS. O

EXEMPLO 26.13. A funcao f considerada no Exemplo [26.3] nao é duas
vezes derivavel, j4 que nao é duas vezes derivavel no ponto zero. No entanto,
para todo z € R com x # 0, temos que f é k vezes derivavel no ponto x
para todo inteiro nao negativo k. De fato, as restrigdes de f a |0, +oo] e a
|—00,0[ sao polinomiais e portanto de classe C*°.

Tratamos agora da derivabilidade de ordem k de somas, produtos, quo-
cientes e composicoes de fungoes. Enquanto é facil ver que a derivada de
ordem k da soma de duas fungoes é igual a soma das derivadas de ordem
k das duas fungoes, nao é tao simples obter férmulas explicitas para a de-
rivada de ordem k de produtos, quocientes e composigoes de funcoes. Tais
férmulas nao serao discutidas aqui e nos ateremos entdo apenas a falar sobre
a derivabilidade de ordem k de produtos, quocientes e composigoes.

TEOREMA 26.14 (derivabilidade de ordem k de soma e produto). Sejam
f:D—=Reg:D — R funcies com D C R e seja k wm inteiro nao
negativo. Se f e g sdo k vezes derivdveis, entdo f + g e fg sdo k vezes
derivdveis. Se x € D é um ponto de acumulag¢do de D e se f e g sdo k vezes
derivdveis no ponto x, entdo f + g e fg sao k vezes derivdveis no ponto x.
Se f e g sao de classe C*, entio f + g e fg sao de classe C*. Finalmente,
se f e g sao de classe C*°, entdo f+ g e fg sao de classe C*.

DEMONSTRAGAO. Segue dos teoremas sobre a derivada da soma e do
produto (Teoremas e [18.4)) usando inducao finita. O
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TEOREMA 26.15 (derivabilidade de ordem k do quociente). Sejam
f:D—=>R e g:D—=R

fungoes com D C R e seja k um inteiro nao negativo. Suponha que g(t) # 0,
para todot € D. Se f e g sao k vezes derivdveis, entdo 5 € k vezes derivdvel.
Sex € D ¢ um ponto de acumulacdo de D e se f e g sao k vezes derivdveis
no ponto x, entao % é k vezes derivdvel no ponto x. Se f e g sdo de classe

C*k, entdo 5 ¢ de classe C*. Finalmente, se f e g sio de classe C™, entdo

g é de classe C°.

DEMONSTRAGAO. Segue do teorema sobre a derivada do quociente (Co-
rolério [18.6)) e do Teorema [26.14] usando indugao finita. O

TEOREMA 26.16 (derivabilidade de ordem k da funcao composta). Sejam
f:D—-R e g:FE—R

funcoes com D C R e E C R. Suponha que a imagem de f esteja contida
no dominio E de g e seja k um inteiro nao negativo. Se f e g sao k
vezes derivdveis, entdo g o f € k wvezes deriwdvel. Se x € D € um ponto
de acumulacao de D, f(x) € um ponto de acumulag¢ao de E, f € k vezes
derivdvel no ponto x e g é k vezes derivdvel no ponto f(x), entdo go f €
k wvezes derivdvel no ponto x. Se f e g sdo de classe C*, entdo go f € de
classe C*. Finalmente, se f e g sdo de classe C®, entdo go f € de classe
Cc*e.

DEMONSTRAGAO. Segue da regra da cadeia (Teorema [22.1]) e do Teo-
rema usando indugao finita. U

Os Teoremas [26.14] [26.15] e [26.16] podem ser usados para montar novas
funcdes k vezes derivaveis (ou fungdes de classe C* ou de classe C™) a
partir de fungdes k vezes derivaveis (ou de classe C* ou de classe C°°) mais
simples. No préximo teorema listamos mais algumas fungoes de classe C'*°
para serem usadas como pegas no processo de montagem.

TEOREMA 26.17 (mais fungdes de classe C°). As seguintes funcoes sao
de classe C'*:

(1) as fungoes polinomiais;

(2) as funcgoes trigonométricas: seno, cosseno, tangente, cotangente,
secante e cossecante;

(3) a fungdo f :]0,+oo] = R dada por f(z) = x°, para todo x > 0, em
que b € R;

(4) a fungao f: R\ {0} — R dada por f(x) = x4, para todo x # 0, em

que ¢ =", com m,n € Z e n impar;

(5) a funcio f: R — R dada por f(x) = a®, para todo x € R, em que
a>0;
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(6) a fungao log, (e em particular a funcdao logaritmo neperiano), em
quea>0ea##1;

(7) as fungdes arcoseno e arcocosseno restritas a |—1,1[;

(8) as fungoes arcotangente e arcocotangente;

(9) as fungoes arcosecante e arcocossecante restritas a:
]—00, —1[U]1, +00].

DEMONSTRAGAO. J4 haviamos visto no Exemplo que funcgoes poli-
nomiais e as fungoes seno e cosseno sao de classe C*°. O fato que as outras
fungoes trigonométricas sao de classe C*° segue entao do Teorema[26.15] Os
itens a @ seguem facilmente das féormulas explicitas para as derivadas
das funcoes envolvidas (Teoremas [22.4] 22.6] [21.3] [21.1]e Exemplo[24.7). O

COROLARIO 26.18 (derivabilidade de ordem k da potenciagio). Sejam
f:D—=>R e g:D—>R

fungoes com D C R e seja k um inteiro nao negativo. Suponha que f(t) > 0,
para todo t € D e considere a funcdo h : D — R definida por

h(t) = f(£)*,
para todot € D. Se f e g sdo k vezes derivdveis, entdo h € k vezes derivdvel.
Sex € D € um ponto de acumulagdo de D e se f e g sdo k vezes derivdveis
no ponto x, entdo h € k vezes derivdvel no ponto x. Se f e g sdo de classe

C*, entdo h € de classe C*. Finalmente, se f e g sdo de classe C™, entdo
h € de classe C™°.

DEMONSTRAGAO. Basta notar que
h(t) = 9SO

para todo t € D, e usar os Teoremas [26.16] [26.17] e [26.14]. ([l
Note que a func¢ao f(z) = ¥z (com dominio |0,+o0c[ para n par e

dominio R \ {0} para n fmpar) estd coberta pelo Teorema [26.17] j& que

fz) = T Coletivamente, os Teoremas |26.14|, |26.15L |26.16|, 26.17| e o Co-
rolario nos dizem que quaisquer funcoes definidas por férmulas envol-
vendo somas, produtos, quocientes, composicoes, potenciagoes, logaritmos,
raizes n-ésimas, fungoes trigonométricas e fungoes trigonométricas inversas
sao de classe C*° em qualquer dominio D C R sem pontos isolados em que
as férmulas fagam sentido, desde que sejam cumpridas as duas seguintes
condigoes:

(i) bases de potenciagoes devem ser positivasﬂ e argumentos de raizes
n-ésimas nao podem assumir o valor zero;

(ii) os argumentos das fungoes arcoseno, arcocosseno, arcosecante e ar-
cocossecante nao podem assumir os valores 1 e —1.

INa verdade, bases negativas nao nulas para potenciagbes sao permitidas se o expoente
for uma constante racional de denominador impar.
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E f4cil ver que a fungao médulo restrita ao conjunto R\ {0} também ¢é de
classe C™° e portanto a conclusao acima também vale se permitimos médulos
nas férmulas das fungoes, desde que o argumento do médulo nunca se anule.

Terminamos a nossa lista de resultados sobre derivadas de ordem supe-
rior com um teorema sobre funcées inversas.

TEOREMA 26.19 (derivabilidade de ordem k da funcao inversa). Seja
f D —= R uma fungdo injetora e derivdvel com D C R e seja k um inteiro
positivo. Suponha que a funcdo inversa g = f~': Im(f) — R seja continua
e que f'(t) # 0 para todo t € D. Se f é k vezes derivdvel, entao g € k
vezes derivdvel. Se f € k wvezes derivdvel num ponto x € D, entao g € k
vezes derivdvel no ponto f(x). Se f ¢ de classe C*, entdo g € de classe CF.
Finalmente, se f € de classe C*°, entao g € de classe C*°.

DEMONSTRAGAO. Segue do teorema sobre a derivabilidade da inversa

(Teorema [24.3]) e dos Teoremas [26.15| e [26.16| usando indugao finita. O

Finalizamos a sec¢ao apresentando uma adaptagao da notacgao de Leibniz
discutida na Secao [17] para derivadas de ordem superior. Recorde que se y
e x sdo quantidades (tomando valores reais) associadas a um certo sistema
e satisfazendo uma relacao funcional do tipo y = f(x), entao % denota a
derivada f’(z) da fungéo f calculada em x. A derivada segunda da funcao f
calculada em z, isto é, a derivada da quantidade % em relacao a quantidade

x é denotada entao por:

dy
f”(x) _ d(dg) .

dz ’
uma forma menos desengongada de escrever isso é a seguinte:
d dy
26.1 "Nz) = —==.
(26.1) () = -5

A forma mais usual de denotar a expressao do lado direito da igualdade
(126.1)) é:

d?y

da?’
A motivagao por trds dessa notagao para a derivada segunda é que no nu-
merador da expressao do lado direito da igualdade em o simbolo d
aparece duas vezes e no denominador dessa expressao o simbolo dz aparece
duas vezes, donde escrevemos d? na frente do y no numerador e dz2 no de-
nominador. Evidentemente, esses expoentes nao devem ser pensados como
operagoes algébricas genuinas, isto é, nao estamos de fato elevando algo ao

quadrado: elevar o d ao quadrado nao faz sentido nem quando levamos os

; /. ~ . . . . ~ d2
simbolos dz e dy a sério como perturbagoes infinitesimais. A expressao ﬁ

deve ser entendida apenas como uma notacao para a derivada segunda. Mais
geralmente, a derivada k-ésima f(*)(z) é denotada por:

dky
k _
U@ = g
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A notacao introduzida no final da Secao para escrever de forma
eficiente a derivada de funcées usando apenas uma expressao para a funcao
(sem introduzir explicitamente um nome para a fungao) pode também ser
adaptada para derivadas de ordem superior. Mais explicitamente, usamos

k

ToF (alguma expressao)

para denotar a derivada de ordem k da funcao definida pela expressao entre
parénteses em termos da varidvel v.

27. O Teorema do Valor Médio e suas principais consequéncias

Na Secao [25] nés vimos algumas relagoes entre o sinal da derivada de
uma funcao e suas propriedades de crescimento e decrescimento. Mais espe-
cificamente, nés vimos que fungoes crescentes derivaveis tem derivada maior
ou igual a zero e, similarmente, fungoes decrescentes derivaveis tem derivada
menor ou igual a zero (Teorema . Uma reciproca parcial desse resul-
tado foi dada pelo Teorema que nos diz que se f'(x) > 0 entao o valor
de f aumenta quando nos movemos ligeiramente para a direita de x e dimi-
nui quando nos movemos ligeiramente para a esquerda de x; a situacao se
reverte quando f’(z) < 0. Nesta se¢ao nds obteremos uma reciproca parcial
mais interessante para o Teorema que nos diz que fungoes derivaveis
com derivada maior ou igual a zero definidas em intervalos sao crescentes e,
similarmente, func¢oes derivaveis definidas em intervalos com derivada menor
ou igual a zero sao decrescentes (veja Teorema adiante). A demons-
tracao dessa reciproca parcial é uma aplicagao do célebre Teorema do Valor
Médio.

TEOREMA 27.1 (do valor médio). Seja f : [a,b] — R wuma funcao
continua, em que a,b € R ea < b. Se f € derivdvel em qualquer ponto
do intervalo aberto la,b|, entao existe ¢ € ]a,b| tal que:

f(b) B f(a) _ f/(C)

b—a '

A demonstracao do Teorema do Valor Médio é consideravelmente simples
e serd feita logo adiante, mas antes disso vamos visualizar o significado do
enunciado geometricamente. Com esse propésito, note que o quociente que
aparece do lado esquerdo da igualdade (27.1)) é o coeficiente angular da reta
secante ao grafico de f que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) enquanto
que o lado direito da igualdade (27.1]) é o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto (c, f(e)). O Teorema do Valor Médio nos diz
entdo que se uma funcao f é derivdvel num intervalo I, entdo qualquer
reta secante ao grafico de f passando por dois pontos distintos (a, f (a)) e
(b, f(b)), com a,b € I, é paralela a alguma reta tangente ao grafico de f
num ponto (c, f(c)), em que ¢ fica (estritamente) entre a e b. O teorema
nao dé nenhuma informagao sobre como encontrar o ponto ¢, apenas diz que
ele existe e que estd entre a e b.

(27.1)
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A figura a seguir ilustra a interpretacdo geométrica do enunciado do

Teorema do Valor Médio considerando a funcao f(x) = senz e os pontos

a=0eb= ?jf. Nesse exemplo o ponto ¢ é o arcocosseno de w = % e

é aproximadamente igual a 1,266 (com trés casas decimais de aproximagcao).

|
=
Il
=]
[
I
&l
w

Note que o Teorema do Valor Médio assume um pouco menos do que
a derivabilidade de f em todo o intervalo fechado [a,b]. Para aplicar o
teorema, precisamos apenas que f seja continua no intervalo fechado [a, b]
e derivdvel no intervalo aberto |a,b]. Em outras palavras, o teorema pode
ser aplicado se a funcao f nao for derivavel nas extremidades do intervalo,
desde que ela seja ao menos continua. O Teorema do Valor Médio também
possui uma interpretacao interessante no contexto da cinemaética: se f é a
funcao tal que s = f(t), em que ¢ denota o tempo e s denota a posicao de
uma particula movendo-se numa linha (veja Exemplo , entao o teorema
nos diz que a velocidade média da particula num intervalo de tempo [a, b] é
igual a velocidade instantanea da particula em algum instante entre a e b.

Para demonstrar o Teorema do Valor Médio, precisamos demonstrar
primeiro o caso particular do teorema em que se supoe adicionalmente que
f(a) = f(b). Esse caso particular é normalmente chamado de Teorema de
Rolle.

TEOREMA 27.2 (Rolle). Seja f : [a,b] = R uma fun¢do continua, em
que a,b € R ea < b. Se f € derivdvel em qualquer ponto do intervalo aberto
la,b] e se f(a) = f(b), entdo existe ¢ € ]a,b| tal que f'(c) = 0.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema de Weierstrass (Teorema [14.6) que
a funcao f possui um ponto de méximo e um ponto de minimo. Se um desses
pontos estiver no intervalo aberto |a, b[, entao esse serd um ponto ¢ em que
f'(¢) = 0 (Corolério . A outra opgao é que tanto o ponto de maximo
quanto ponto de minimo de f estao nas extremidades do intervalo. Como
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f(a) = f(b), isso implicaria que a fungao f é constante e nesse caso f’(¢) =0
para qualquer ¢ € ]a, b[. O

A demonstracao do Teorema do Valor Médio é obtida agora aplicando
o Teorema de Rolle sobre uma modificacao da fungdo f que possui valores
iguais nos extremos do intervalo.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DO VALOR MEDIO. Seja g : [a,b] — R
a funcao cujo gréfico é o segmento de reta secante ao grafico de f passando
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é, g é dada por

o(@) = fla) + O T )

para todo z € [a,b]. Considere agora a fungao h = f — g. Temos que h é
continua e que h é derivdvel em todos os pontos do intervalo aberto ]a, b].

Como h(a) = h(b) = 0, o Teorema de Rolle (Teorema [27.2)) nos dé entao um
¢ € la, b[ tal que h'(c) = 0. Notando que

b) — f(a
W) = 1(6) o 0) = 1) - D=,
concluimos que a igualdade (27.1)) é satisfeita. O

EXEMPLO 27.3 (o Teorema do Valor Médio nao se aplica se a fungao nao
for derivével em algum ponto interior do intervalo). Seja a > 0 e considere a
fungao f : [—a,a] — R definida por f(z) = |z|, para todo x € [—a, a]. Temos
que f é continua e é derivdvel em todos os pontos de [—a,al, exceto pelo
ponto 0. Se pudéssemos aplicar o Teorema do Valor Médio nessa situagao,
concluirfamos que existe ¢ € |—a, a| tal que:

fla) = f(=a) /
———r=0= .
S6 que esse ¢ nao existe, ja que a derivada de f vale 1 nos pontos de |0, a] e
vale —1 nos pontos de [—a, 0].

Usando o Teorema do Valor Médio, podemos agora demonstrar os resul-
tados mais interessantes que relacionam o sinal da derivada de uma funcao
com seu crescimento e decrescimento, no contexto de fungoes definidas em
intervalos.

TEOREMA 27.4 (relacdo entre sinal da derivada e monotonicidade em
intervalos). Seja f: I — R uma func¢do continua cujo dominio I C R é um
intervalo. Suponha que f é derivdvel em todo ponto interior de I. Temos
que:

(a) se f'(x) > 0 para todo ponto x no interior do intervalo I, entdo f
€ crescente;

(b) se f'(z) <0 para todo ponto x no interior do intervalo I, entio f
€ decrescente;
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(¢c) se f'(x) = 0 para todo ponto x no interior do intervalo I, entio f
€ constante;

(d) se f'(xz) > 0 para todo ponto x no interior do intervalo I, entao f
€ estritamente crescente;

(e) se f'(x) < 0 para todo ponto x no interior do intervalo I, entio f
€ estritamente decrescente.

DEMONSTRAGAO. Sejam a,b € I com a < b. A restricao de f ao inter-
valo fechado [a,b] é continua e é derivdvel nos pontos do intervalo aberto
Ja,b[. Aplicando o Teorema do Valor Médio (Teorema [27.1]), obtemos entao
¢ € |a, b] tal que a igualdade vale. Sob as hipéteses do item (a), temos
entdo que f'(c¢) > 0 e portanto f(a) < f(b), provando que f é crescente. Um
raciocinio similar demonstra as afirmacoes contidas nos outros itens. ([l

COROLARIO 27.5. Seja f : I — R uma funcgdo derivdvel cujo dominio
I C R é um intervalo. Vale que:

(a) f € crescente se, e somente se, f'(x para todo x € I;

)
(z

(¢c) f € constante se, e somente se, f'(x)
DEMONSTRAGAO. Segue dos Teoremas [27.4] e [25.11] ]

EXEMPLO 27.6 (a reciproca dos itens (d) e (e) do Teorema[27.4néo vale).
A funcdo f : R — R dada por f(x) = 23, para todo = € R, é estritamente
crescente, mas sua derivada se anula no ponto zero. Assim, temos f’(x) > 0
para todo x € R (como deveria ser, de acordo com o Teorema , mas
nao temos f/'(z) > 0 para todo z € R. Portanto, essa fun¢ao nos dd um
contra-exemplo para a reciproca do item (d) do Teorema m Para ob-
ter um contra-exemplo para a reciproca do item (e) desse teorema, basta
considerar a funcio f(z) = —x3. Note que se uma funcio f definida num
intervalo for crescente, mas nao estritamente crescente (ou decrescente, mas
nao estritamente decrescente), entdo havera necessariamente todo um in-
tervalo (com mais de um ponto) em que a funcdo é constante e em todos
os pontos interiores a esse intervalo a funcao tera derivada zero. Assim, se
f:I — R é uma funcao derivdavel num intervalo I C R tal que f/(z) > 0
para todo x € I e se houver apenas um nimero finito de pontos em I em que
/! se anula, entdo f serd estritamente crescente; similarmente, se f/(z) <0
para todo x € I e f’ se anula apenas num nidmero finito de pontos de I,
entao f ¢é estritamente decrescente.

>
(b) f € decrescente se, e somente se, f'(x)

0,
<0, para todo x € I;
0, para todo x € 1.

EXEMPLO 27.7 (o Teorema nao vale se o dominio da fun¢ao nao
for um intervalo). A fun¢do f : R\ {0} — R dada por f(z) = 1, para
todo = # 0, tem derivada f'(x) = —x% negativa em todo ponto de seu
dominio. No entanto, f nao é decrescente ja que, digamos, f(—1) < f(1). O
Teorema nao se aplica aqui porque o dominio de f nao é um intervalo.
Considerando as restrigdes de f aos intervalos |—o0,0[ e ]0, +00[ podemos
aplicar o teorema e concluir que a restricao de f a ambos esses intervalos
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é estritamente decrescente. A condi¢ao de decrescimento s6 falha quando
comparamos o valor de f em um ponto de |—o0, 0] com o valor de f em um
ponto de |0, +o0].

Na Segao nos vimos que se uma fungao derivavel definida num in-
tervalo possui um ponto de méaximo ou de minimo local no interior desse
intervalo, entao esse ponto é um ponto critico da funcao, isto é, nesse ponto a
derivada da fungao se anula (Corolério . Porém nao é verdade que todo
ponto critico é um ponto de méximo ou de minimo local (Exemplo e
naquele momento nao tinhamos um critério que nos permitisse decidir se um
dado ponto critico é um ponto de maximo local, de minimo local ou se nao
é nenhum dos dois. As técnicas desenvolvidas na presente secdo resolvem
boa parte desse problema: estudando o sinal da derivada da funcao, pode-
mos determinar em quais intervalos a funcao cresce e em quais intervalos
a fungao decresce. Com essa informagao, é facil determinar os pontos de
méaximo e de minimo local da funcao. Por exemplo, se a fungéao é crescente
logo antes do ponto x e é decrescente logo depois do ponto x, entao x é um
ponto de maximo local da fun¢éao; similarmente, se a fungéo é decrescente
logo antes do ponto x e é crescente logo depois do ponto z, entao x é um
ponto de minimo local da fungao. Segue entdao do Teorema que se o
dominio de f é um intervalo e se no ponto x o sinal da derivada de f muda
de positivo para negativo (quer dizer, f’ é positiva logo antes de x e nega-
tiva logo depois de z), entdao x é um ponto de maximo local estrito de f
e, similarmente, se o sinal de f’ muda de negativo para positivo no ponto
x, entao x é um ponto de minimo local estrito de f. Resumiremos esses
fatos no enunciado do Teorema logo adiante. Antes do teorema, veja-
mos um exemplo concreto em que determinamos os maximos e os minimos
locais e globais de uma funcao derivavel num intervalo estudando o sinal da
derivada.

EXEMPLO 27.8 (achando méximos e minimos locais e globais estudando
o sinal da derivada). Considere a funcao f : [—2,4+o0o[ — R dada por

f(z) = 2t — 222,
para todo x > —2. Temos que f é derivavel e que
fl(x) =423 — 4o = do(z — 1) (z + 1),

para todo z > —2. Os pontos em que f’ muda de sinal sao os pontos —1, 0
e 1. Mais especificamente, temos que:

—2<zr<-1= f(x) <0,

—-1<z<0= f(z) >0,

0<z<1l= f'(z)<0,
r>1= f'(z) > 0.
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Segue entao do Teorema que:
e a restricao de f a [—2, —1] é estritamente decrescente;
e a restricao de f a [—1,0] é estritamente crescente;
e a restricao de f a [0, 1] é estritamente decrescente;
e a restrigao de f a [1,+o00[ é estritamente crescente.

Temos aqui informacao suficiente para produzir um esbogo do grafico de f
bom o bastante para que possamos saber quais pontos sao de maximo ou
minimo (local ou global). Comegando pela extremidade esquerda em —2,
temos que f(—2) = 8 e que f decresce estritamente a partir dai até atingir

o valor f(—1) = —1 no ponto —1; depois f volta a crescer estritamente
até atingir o valor f(0) = 0 no ponto 0; depois f volta a decrescer estri-
tamente até atingir o valor f(1) = —1 no ponto 1; e, finalmente, f passa

a crescer estritamente com lim, ,;~ f(z) = +o0o0. Exibimos logo a seguir
o desenho detalhado do grafico de f feito num computador para ajudar o
leitor a acompanhar o que estd acontecendo, mas note que esse desenho de-
talhado nao é necessario para descobrir os pontos de maximo e minimo e que
apenas as consideragoes acima sao suficientes para esse proposito. Dessas
consideracoes concluimos que os pontos —2 e 0 sdo pontos de maximo local
estritos e que a fungdo nao possui pontos de maximo global, ji que nem
¢ limitada superiormente. Os pontos —1 e 1 sao pontos de minimo local
estrito e sdo também pontos de minimo global (mas nao estrito).

12

10
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Enunciamos agora em detalhes o teorema que diz que pontos criticos em
que a derivada muda de sinal sao méximos ou minimos locais.

TEOREMA 27.9 (ponto em que a derivada muda de sinal). Seja f : I — R
uma fungao continua cujo dominio I C R € um intervalo e seja x € 1.
Suponha que f é derivdvel em todos os pontos de I, exceto talvez por x.
Temos que:

(a) se existe r > 0 tal que f' € menor ou igual a zero nos pontos de
le —r,x[N T e tal que f' é maior ou igual a zero nos pontos de
lz,x 4+ r[N1, entao x é um ponto de minimo local de f;

(b) se existe r > 0 tal que f' é maior ou igual a zero nos pontos de
le —r,z[ NI e tal que ' é menor ou igual a zero nos pontos de
lz,x +r[N1, entao x é um ponto de mdximo local de f;

(c) se existe r > 0 tal que f" € negativa nos pontos de |z —r,z[NI e tal
que f' € positiva nos pontos de |x,x + r[N I, entao x é um ponto
de minimo local estrito de f;

(d) se existe r > 0 tal que f' € positiva nos pontos de |z — r,x[NI e tal
que f" € negativa nos pontos de |z, x +r[N 1, entdo x é um ponto
de mdzximo local estrito de f.

DEMONSTRAGAO. Para demonstrar o item (a), usamos o Teorema
para concluir que a restrigao de f a |x —r,z] NI é decrescente e segue dai
que para qualquer t € |x — r,z[ N I vale que f(t) > f(z). Similarmente, o
Teorema nos dé que a restrigao de f a [z,x + r[ N é crescente e segue
dai que para qualquer ¢ € [x,z + [N I vale que f(z) < f(t). Portanto z
¢ um ponto de minimo da restrigdo de f a |z —r,x +r[N I e logo x é um
ponto de minimo local de f. A demonstracdo dos outros itens é feita de
modo similar. (]

Um coroldrio muito util do Teorema nos d4 um critério para de-
cidir se um ponto critico de uma fungéo é um méaximo ou um minimo lo-
cal em termos do sinal da derivada segunda da funcéo no ponto critico.
Quando também a derivada segunda da fungdo é nula no ponto critico, é
possivel ainda frequentemente classificar o ponto critico (isto é, decidir se é
um maximo local, minimo local ou nenhum dos dois) olhando para o valor
no ponto das derivadas de ordem superior da funcao. Veremos isso mais
adiante quando estudarmos o polinémio de Taylor (Teorema [33.15)).

COROLARIO 27.10 (critério da derivada segunda). Sejam f : [ — R uma
funcdo deriwdvel cujo dominio I C R é um intervalo e x € I um ponto tal
que [ € duas vezes derivdvel no ponto x. Se f'(x) =0 e f"(x) >0, entdo x
é um ponto de minimo local estrito de f e se f'(x) =0 e f"(z) <0, entao
x € um ponto de mdximo local estrito de f.

DEMONSTRAGAO. Suponha que f'(x) = 0 e f”’(x) > 0. Usando o
Teorema para a funcao f’ no ponto x, vemos que existe r > 0 tal
que f'(t) < f'(x) para todo t € Jx —r,z[ NI e f'(z) < f'(t) para todo
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t€lz,x+r[NI. Como f'(x) =0, concluimos que f’' é negativa nos pontos
de ]z —r,z[NI e que f’ é positiva nos pontos de |z, z + r[NI. O item (c) do
Teorema [27.9 nos dd entdo que = é um ponto de minimo local estrito de f.
A demonstragao do teorema no caso em que f'(z) =0e f”(x) < 0 é obtida
de forma analoga. O

28. Concavidade do grafico e a derivada segunda

Na Secao 27 nés vimos que para uma funcao derivavel definida em um
intervalo, o sinal da derivada nos diz em que intervalos a funcao é crescente
e em que intervalos a funcao é decrescente. Como mostra o Exemplo
usando essa informacao é possivel fazer um esboco do grafico da funcao
que ¢é suficientemente bom para, por exemplo, determinar os seus pontos
de maximo e minimo locais e globais. No entanto, nds gostariamos de po-
der usar as ferramentas do Calculo Diferencial para produzir um esbogo de
grafico de melhor qualidade de uma funcao dada e para isso saber apenas
os intervalos de crescimento e decrescimento é pouco. Hd uma informacao
importante faltando para se fazer um bom esboco que é a concavidade do
grafico. A figura abaixo ilustra um grafico com a concavidade para cima e
um grafico com a concavidade para baixo.

concavidade para cima concavidade para baixo

A concavidade do gréfico de uma funcao e o crescimento/decrescimento
dessa funcao sao propriedades independentes, isto é, é possivel crescer com
a concavidade para cima ou para baixo e é possivel decrescer com a con-
cavidade para cima ou para baixo. O grafico da esquerda na figura tem a
concavidade para cima, é decrescente antes do ponto de minimo e é cres-
cente depois do ponto de minimo. Ja o grafico da direita tem a concavidade
para baixo, é crescente antes do ponto de méximo e é decrescente depois
do ponto de maximo. Temos que um grafico com a concavidade para cima
cresce cada vez mais réapido (crescimento acelerado) nos trechos em que héd
crescimento e decresce cada vez mais devagar (decrescimento desacelerado
ou freado) nos trechos em que ha decrescimento. J& um grafico com a con-
cavidade para baixo cresce cada vez mais devagar nos trechos em que ha
crescimento (crescimento desacelerado ou freado) e decresce cada vez mais
rapido (decrescimento acelerado) nos trechos em que hé decrescimento.

Se queremos ser capazes de provar teoremas a respeito da concavidade
do grafico de uma funcgao, uma figura e a discussao informal acima nao sao
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suficientes para elucidar a nogao: precisamos de uma definicao precisa de
concavidade. Como proceder? A figura a seguir sugere uma definicio.

Temos nessa figura um grafico com a concavidade para cima e um segmento
de reta secante ao grafico. Note que o trecho do grafico delimitado pe-
las extremidades do segmento fica abaixo do segmento. Tomaremos essa
condicao como definicao de “grafico com a concavidade para cima”. Para
traduzir essa condicao geométrica numa condicao algébrica, consideramos
uma fungdo f : I — R cujo dominio I C R é um intervalo e, para a,b € 1
distintos, escrevemos a equacao da reta secante ao grafico de f que passa
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) A equacao dessa reta é:

(28.1) y:f(a)—FW(x—a).

Dado entao um ponto x entre a e b, temos que a ordenada do ponto dessa
reta secante cuja abscissa é igual a x é dada por

f@+ {0, )

e a ordenada do ponto do gréafico de f cuja abscissa € igual a x é exatamente
f(x). Assim, a condicao de que o gréfico de f fica abaixo do segmento de
reta secante é expressa algebricamente pela desigualdade:

1) < g+ T =T gy

Similarmente, a condi¢ao de que o gréfico de f tenha a concavidade para
baixo é expressa geometricamente pela condi¢cdo de que o trecho do grafico
de f delimitado pelas extremidades de um segmento secante ao grafico fica
acima desse segmento. Algebricamente, essa condicdo é expressa pela desi-
gualdade reversa a desigualdade acima. Estamos prontos agora para passar
a defini¢do a limpo.

DEFINIGAO 28.1 (concavidade do gréfico). Seja f : I — R uma funcao
cujo dominio I C R é um intervalo. Dizemos que o grafico de f é concavo
para cima se para quaisquer a,b € I com a < b e qualquer z € [a,b] vale
que:

(28.2) f(@) < fla) + =—F———
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Dizemos que o grafico de f é concavo para bairo se para quaisquer a,b € I
com a < b e qualquer x € [a, b] vale que:

(28.3) f(z) > fla) + W(gg — a).

Note que o grafico de f é concavo para baixo se, e somente se, o grafico

de —f é concavo para cima e por isso restringimos nossa discussao a seguir
ao caso de graficos com a concavidade para cima.

Observamos que para * = a e © = b as desigualdades (28.2]) e (28.3)

valem automaticamente, j4 que para * = a e x = b valem as igualdades
correspondentes. Se a < x < b, a desigualdade (28.2)) é equivalente a:

fla) — fla) _ f(b) — fla)

T —a - b—a

Assim, se para quaisquer a, b € I distintos denotamos por
f() — f(a)
C¢(a,b) = —F———=
r(a,b) —
o coeficiente angular da reta secante ao grafico de f passando por (a, f (a))

e (b,f(b)), temos que uma fungdo f : I — R cujo dominio I C R é um
intervalo possui o grafico concavo para cima se, e somente se

(28.4) Ctla,x) < Cy(a,b),

para quaisquer a,b,z € I com a < x < b. Observe que a reta secante (28.1])
passa pelo ponto (b, f (b)) e portanto podemos reescrever sua equacao na
forma

(x - b)7
isto é, vale a igualdade

Jb) — fla f(b) — fla
85) g+ 10Ty gy TS )
—a —a
para todo = € R e para quaisquer a,b € I distintos (como pode ser dire-
tamente verificado também por um célculo simples). Usando a igualdade

(28.5)), vemos que para a < x < b a desigualdade (28.2)) é equivalente a:
flz) = f(b)  f(b) = f(a)
x—b —  b—a
Assim, uma fungado f : I — R cujo dominio I C R é um intervalo possui o
gréfico concavo para cima se, e somente se

(28.6) Cf(a, b) < Cf(l’,b)

para quaisquer a,b,x € I com a < x < b. Essas tltimas consideracoes po-
dem ser resumidas dizendo que uma funcdo tem o grdfico concavo para cima
se, e somente se, o coeficiente angular de um segmento secante ao grafico
aumenta (ou fica igual) quando movemos as extremidades do segmento para
a direita. Ilustramos esse fato com a figura a seguir e depois apresentamos
um enunciado preciso.
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TEOREMA 28.2 (concavidade do gréfico e coeficiente angular da reta
secante). Seja f : I — R uma func¢do cujo dominio I C R é um intervalo.
Temos que as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) o grdfico de f € concavo para cima;

(2) para quaisquer a,b,xz € I tais que a < x < b, vale a desigualdade
ED;

(3) para quaisquer a,b,x € I tais que a < x < b, vale a desigualdade
(28.6);

(4) para quaisquer a,b,a’, b’ € I tais que a < b, ' <V,a<ad eb<¥,
vale a desigualdade Cy(a,b) < C¢(a', V).

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia entre , e é demonstrada pela
discussao que precede o enunciado. Para estabelecer a equivaléncia entre
essas trés afirmagoes e (4]), notamos primeiro que evidentemente implica

e dai usando e (3) nés provamos notando que
Cs(a,b) < Cpla,b') < Cp(d, V),
para quaisquer a,b,a’,b' € I taisque a < b, a’ <V,a<d eb<V. O

Estamos prontos agora para demonstrar o resultado que relaciona a con-
cavidade do grafico de uma fungao derivavel num intervalo com o cresci-
mento e o decrescimento da sua derivada.

TEOREMA 28.3 (concavidade do gréfico e monotonicidade da derivada).
Seja f: I — R uma funcdo derivdvel cujo dominio I C R € um intervalo.
Temos que o grdfico de f € concavo para cima se, e somente se, a funcdo
derivada f' € crescente. Similarmente, o grdfico de f € concavo para baizo
se, e somente se, a funcdo derivada f' é decrescente.

DEMONSTRAGAO. Suponha que o grafico de f é concavo para cima e
sejam a,b € I com a < b. Devemos verificar que f’(a) < f/(b). Para isso,
primeiro tomamos o limite dos dois lados da desigualdade quando x
tende a a pela direita (Corolario e obtemos a desigualdade:

f/(a’) < Cf((l, b)
Tomando agora o limite dos dois lados da desigualdade (28.6) quando z
tende a b pela esquerda, obtemos

Cs(a,) < f(b),
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donde segue entao que f'(a) < f/(b). Suponha agora que f’ é crescente
e vamos demonstrar que o grafico de f é concavo para cima. Com esse
proposito, fixamos a,b € I com a < b e vamos verificar que a desigualdade
(28.4]) vale para todo = € ]a, b]. Uma forma de obter essa conclusao é verificar
que a fungao g : |a, b] — R definida por g(z) = C¢(a, x), para todo x € a, b],
é crescente. Como g é derivavel e seu dominio é um intervalo, basta verificar
que a derivada de g é maior ou igual a zero (Teorema . Para qualquer
x € |a, b] temos

e portanto:

J@) 2 0= [@)(—a) > f(2) ~ fla) = fa) > 7D

Agora o Teorema do Valor Médio (Teorema [27.1)) nos diz que existe ¢ € ]a, z|

tal que
f(@) — fla
@ =1 _
x—a
e daf a desigualdade f'(z) > W segue do fato que f’ é crescente. Isso

completa a demonstracao de que o gréafico de f é concavo para cima se, e
somente se, f’ é crescente. A demonstracao do fato que o grafico de f é
concavo para baixo se, e somente se, f' é decrescente é obtida aplicando o
resultado ja demonstrado com — f no lugar de f. U

COROLARIO 28.4 (concavidade do gréfico e sinal da derivada segunda).
Seja f: I — R uma funcdo duas vezes derivavel cujo dominio I C IR € um
intervalo. Temos que o grdfico de f € concavo para cima se, e somente se,
f"(x) = 0, para todo = € I. Similarmente, o grdfico de f € concavo para
baizo se, e somente se, f"(x) <0, para todo x € I.

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema e do Corolario [27.5 O

EXEMPLO 28.5 (analisando a concavidade do grafico num exemplo con-
creto). Vamos voltar a estudar a funcao f do Exemplo isto é, a funcao
f:[-2,4+00] — R dada por

f(z) = x* — 222,

para todo # > —2. Temos que f'(z) = 423 — 4z e f"(z) = 122% — 4, para
todo x > —2. Dai:
1 3 3
f"(x)20<:>x223<:>x§—\3[ ouxz\gf.
Assim, o Corolério nos dé que o grafico da restricio de f ao intervalo

[—2, —?] é concavo para cima, o grafico da restricao de f ao intervalo
[ V3 V3

s ,?} é concavo para baixo e o grafico da restricao de f ao intervalo

5

3 4 AA : V3 V3
[ 3 ,+oo[ ¢ concavo para cima. Na passagem pelos pontos —%° e %° a
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concavidade do grafico de f se inverte. A figura abaixo ilustra o grafico de
f, ampliado de forma a ilustrar esses pontos de mudanca de concavidade.

DEFINIGAO 28.6 (ponto de inflexdo). Seja f : D — R uma fungdo com
D C R. Um ponto z € D é chamado um ponto de inflexao de f se existe
r > 0 tal que |z —r,x +r[ C D e uma das duas seguintes coisas ocorre:
(i) a restricdo de f a ]z —r,x] tem o gréfico concavo para cima e a
restrigdo de f a [x,z + r[ tem o gréfico concavo para baixo;
(ii) a restricdo de f a |x —r,z] tem o grafico concavo para baixo e a
restricao de f a [z, 4 r| tem o grafico concavo para cima.

Em outras palavras, um ponto de inflexdo é um ponto em que a conca-
vidade do grafico de f se inverte. No Exemplo @p 0s pontos —? e ?
sao pontos de inflexdo de f. De acordo com o Corolario se f for duas
vezes derivavel (ou, ao menos, duas vezes deriviavel em um intervalo aberto
contendo z), entao x é um ponto de inflexdo de f se, e somente se, f” muda
de sinal no ponto z (isto é, f” é maior ou igual a zero logo antes de z e
menor ou igual a zero logo depois de z, ou o contrario).

OBSERVAGAO 28.7 (pontos criticos que nao sdo maximos nem minimos
locais e pontos de inflexdo). Seja f : I — R uma fungao derivdvel cujo
dominio I C R é um intervalo e seja £ um ponto interior a I. Suponha que
x é um ponto critico de f, isto é, f’(x) = 0. Se x néao é nem um ponto de
maximo local nem um ponto de minimo local de f, entao na maioria dos
exzemplos x é um ponto de inflexdo de f, mas isso nao é sempre verdade
como veremos no Exemplo logo a seguir. Explicamos agora porque
na maioria dos exemplos um ponto critico é ou um maximo local, ou um
minimo local ou um ponto de inflexdo. As funcbes que aparecem na maioria
dos exemplos em cursos de Célculo Diferencial sao fungoes mondtonas por
partes, isto é, funcoes em que podemos subdividir o dominio num niimero
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finito de intervalos de modo que a funcao seja mondétona em cada um desses
intervalos. Se f’ for uma funcao mondtona por partes, entao existe r > 0
tal que as restrigoes de f" a |x —r,z] e a [z, + r[ sdo mondtonas. Se isso
ocorre, temos quatro possibilidades:
(1) arestrigao de f" a ]z — r, x] é crescente e a restricao de " a [z, x + 7|
é crescente;
(2) arestrigao de f’ a]z — r, x] é crescente e a restricao de f’ a [z, z + 7|
é decrescente;
(3) a restricao de f’ a Jx —r,xz] é decrescente e a restrigao de f’ a
[z, x + 7] é crescente;
(4) a restricao de f’ a Jx —r,z] é decrescente e a restrigao de f’ a
[z, x + r[ é decrescente.
Como f'(z) =0, se ou ocorrem, entao f’ muda de sinal na passagem
por x e dai segue do Teorema [27.9|que x é um ponto de maximo ou de minimo
local de f. Por outro lado, se 2[) ou ocorrem, entao o Teorema

implica que x é um ponto de inflexao de f.

ExXEMPLO 28.8 (ponto critico que nao é maximo local, nem minimo local,
nem ponto de inflexdo). A fungdo g : R — R definida no Exemplo
é derivavel e ¢g(0) = ¢’(0) = 0. Temos que para todo r > 0, a funcao g
assume valores positivos e negativos nos intervalos ]0,7[ e |—r,0[, de modo
que 0 é um ponto critico de g que nao é nem maximo nem minimo local.
Além do mais, para todo r > 0, hé infinitos pontos nos intervalos ]0,7[ e
]—r,0[ em que ¢’ assume o valor 1 e infinitos pontos nos intervalos |0, [ e
]—r,0[ em que ¢’ assume o valor —1; de fato, basta considerar pontos que sao
inversos de multiplos inteiros pares e impares de 7. Segue que, para todo
r > 0, a fungdo ¢’ ndo é mondtona nem em [0, 7] nem em |—r,0]. Assim,
pelo Teorema [28.3] o grafico de g nao tem concavidade bem-definida nem
no intervalo [0, 7] nem no intervalo |—r,0] e portanto 0 nao é um ponto de
inflexao de g.

OBSERVAGAO 28.9 (outra formulacdo da defini¢do de concavidade do
grafico). Seja f : I — R uma fungao cujo dominio I C R é um intervalo.
Dados a,b € I com a < b, temos que todo ponto do intervalo [a, b] pode ser
escrito como uma média ponderada entre a e b, isto é, todo = € [a,b] é da
forma x = (1 — t)a + tb para um certo ¢ € [0, 1]; de fato, temos:

r—a
b—a’

sendo que z fica entre a e b se, e somente se, o t correspondente fica entre 0
e 1. Quando reescrita em termos de t, a desigualdade fica assim:

(28.7) f((L=t)a+tb) < (1—t)f(a)+tf(b).

Portanto, a funcao f tem o grafico concavo para cima se, e somente se, a
desigualdade (28.7)) vale para quaisquer a,b € I e qualquer ¢ € [0,1]. Em li-
vros de Analise Matemaética, funcées com essa propriedade sdo normalmente

r=(1—-tha+tb=a+tb—a)=t=
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chamadas de func¢des convexas. Assim, uma funcao convexa é precisamente
uma funcao cujo grafico é concavo para cima.

OBSERVAGAO 28.10 (desigualdade estrita na definigao de concavidade
do gréfico). Seja f: I — R uma fungao cujo dominio I C R é um intervalo
e suponha que f tenha o grafico concavo para cima. Serd que é possivel que
valha a igualdade em para a < x < b? A resposta é sim: por exemplo,
se o grafico de f for um segmento de reta, entao vale a igualdade em
para quaisquer a, be x em I com a # b. Afirmamos que essa é essencialmente
a Unica situacao em que essa igualdade vale: mais precisamente, se vale a
igualdade em para certos valores de a,b,x € I com a < x < b, entao o
grafico da restricao de f ao intervalo [a,b] é um segmento de reta. De fato,
se vale a igualdade em , entao

Cs(a,z) = Cy(a,b)
e usando (28.5) obtemos:
Cs(a,b) = Cs(x,b).
Como o gréfico de f é concavo para cima, o Teorema [28.2] nos da
Ctla, ) < Cfla,y) < Cy(a,b),
para todo y € [z,b] e também
Cyla,b) < Cy(z,b) < Cy(x,b),
para todo z € [a,x]. Dai
Crla,y) = Cpla,b) e Cp(z,0) = Cs(a,b),

para todo y € [z,b] e todo z € [a,z]. Isso prova que o grafico da restri¢ao
de f ao intervalo [a, b] é um segmento de reta.

29. Assintotas

Os resultados que estudamos na Segao nos permitem determinar os
intervalos de crescimento e decrescimento de uma fungao derivdavel num
intervalo estudando o sinal da derivada da fun¢@o, enquanto que os resulta-
dos que estudamos na Sec¢ao [28 nos permitem determinar a concavidade do
grafico de uma fungao duas vezes derivavel num intervalo estudando o sinal
da derivada segunda da funcao. Falta agora apenas um ingrediente para
que possamos produzir bons esbogos de graficos de fungoes: as técnicas para
determinar as retas assintotas ao grafico. Informalmente, uma reta assintota
ao grafico de uma funcao é uma reta da qual o grifico se aproxima quando
a abscissa tende a (mais ou menos) infinito ou quando a abscissa tende a
algum ntmero real que é ponto de acumulacdo do dominio. As assintotas
das quais o grafico se aproxima quando a abscissa tende a (mais ou menos)
infinito sdo assintotas horizontais ou obliquas, enquanto que as assintotas
das quais o grafico se aproxima quando a abscissa tende a um nimero real
que é ponto de acumulacdo do dominio sao assintotas verticais. Passemos
as definigoes precisas.
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DEFINIGAO 29.1 (assintotas horizontais e obliquas). Seja f : D — R
uma fung¢ao com D C R e sejam p,q € R. Considere a reta (horizontal ou
obliqua) de equagao

Yy =pr—+gq.
Diremos que essa reta é uma assintota em +oco ao grafico de f se D for
ilimitado superiormente e se:
Jim (f(z) = (pr+ ) = 0;
diremos que essa reta é uma assintota em —oo ao grafico de f se D for
ilimitado inferiormente e se:

lim (f(z) — (pz + ¢)) = 0.

T——00

DEFINIGAO 29.2 (assintotas verticais). Seja f : D — R uma fungao com
D C R e seja a € R. Considere a reta (vertical) de equagao

Tr = Q.

Diremos que essa reta é uma assintota ao grafico de f se uma das seguintes
condigoes for satisfeita:
(i) a é um ponto de aculagao de Ja,+oo[N D e lim,_,,+ f(x) é igual a
+00 ou —o0;
(i) a é um ponto de aculagao de |—oo0,a[N D e lim,_,,— f(x) é igual a
400 ou —oo.

Como fazer para determinar as retas assintotas ao grafico de uma fungao
f D — R? Comecemos pelas assintotas verticais. Em primeiro lugar, note
que se @ € D é um ponto em que f é continua, entdo a reta vertical z = a
nao é uma assintota ao grafico de f. De fato, se f é continua no ponto a,
entao ou a é um ponto isolado de D ou a é um ponto de acumulacao de D
e limy_,q f(x) = f(a). Assim, nem a condi¢ao (i) nem a condigao (ii) na
Definicao ocorre. As retas verticais * = a que sao entao candidatas
a serem assintotas verticais ao grafico de f sao aquelas em que a € D é
um ponto em que f é descontinua e aquelas em que a € R é um ponto de
acumulacao de D que nao estd em D. Em exemplos concretos, essa lista de
pontos a costuma ser finita (e curta) e basta entao verificar para quais desses
pontos a vale a condi¢ao (i) ou a condicao (ii) na Definigao calculando
os limites laterais de f (que fizerem sentido) no ponto a.

Passemos agora ao problema da determinacao das assintotas horizontais
ao grafico de f, isto é, as assintotas y = px + q ao grafico de f em que p = 0.
Dado ¢ € R, temos que a reta horizontal y = ¢ é uma assintota ao grafico
de f: D — R em +00 se, e somente se, D ¢é ilimitado superiormente e:

lim (f(z) —¢q) =0.

T—+00
Evidentemente, isso é equivalente a dizer que D ¢ ilimitado superiormente
e que:
lim f(z)=q.

T—-+00



29. ASSINTOTAS 130

Similarmente, a reta horizontal y = ¢ é uma assintota ao grafico de f em
—oo se, e somente se, D é ilimitado inferiormente e:
lim f(z)=q.
T—r—00
Assim, para determinar as assintotas horizontais ao gréafico de f basta cal-
cular os limites de f em 400 e em —o0, quando esses limites fizerem sentido.

EXEMPLO 29.3 (achando assintotas horizontais e verticais). Considere a
fungao f : R\ {0} — R dada por f(x) = %, para todo x # 0. Temos que o
dominio de f é ilimitado inferiormente e superiormente e que:

Dai a reta horizontal y = 0 (isto é, o eixo das abscissas) é uma assintota
ao grafico de f tanto em +0co0 como em —oo. Para determinar as assintotas
verticais ao grafico de f, notamos que f é continua e que 0 é o tinico ponto
de acumulacao do dominio de f que ndo estd no dominio de f. Assim, a
reta vertical x = 0 (isto ¢, o eixo das ordenadas) é a unica candidata a ser
uma assintota vertical ao grafico de f. Como

lim f(x) =+

lim f(2) = +oc,
vemos que ¢ = 0 é de fato uma assintota vertical ao grafico de f. O fato
que x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f também segue do fato
que lim,_,o- f(z) = —oo. Ilustramos as retas assintotas ao grafico de f na
figura a seguir.

4
assintota vertical =g

2 4 6 8

assintota horizontal




29. ASSINTOTAS 131

Considere agora a funcao g : D — R dada por
621} + 1
e — 3er 2’
para todo z € D, em que D é o conjunto dos pontos x € R tais que a férmula

acima estd bem-definida. Temos que essa férmula estd bem-definida se, e
somente se, o denominador da fragdo é nao nulo e que:

g(z) =

e 3" +2=0= ()2 —3"+2=0<=e"=1oue” =2
< zx=0oux=1In2.
Portanto o dominio de ¢ é D = R\ {0,In2}. As candidatas a assintotas
verticais ao grafico de g sdo as retas ¢ = 0 e x = In2, ja que g é continua
e 0s Unicos pontos de acumulacao de D que nao estdao em D sao 0 e In2.
Notando que
e — 3" +2>0<=¢e"<loue®*>2«=x<0ouz>In2,

e 3" +2<0<=1<e®<2<=0<z<In2,
nés obtemos:

lim g(z) = +o0, lim g(x) = —o0,

z—0~ z—0t+

lim T) = —00 lim ) = 4o00.

z—In2- g( ) ’ z—>ln2+g( )

Segue que as retas verticais x = 0 e z = In 2 sdo de fato assintotas do grafico
de g. Vamos determinar agora as assintotas horizontais ao grafico de g.
Temos que o dominio D é ilimitado superiormente e que:

i ( ) o 62{17 +1 L e2x(1 + 672x)
xﬁlinoog = x%ufoo e2r —3er 4+ 2 :EHHEOO eQm(l —3e T + 26_237)
1 —2x
— lim te =1

z—too 1 — 3% 4 2e~ 2%

Assim, a reta y = 1 é uma assintota ao gréafico de g em +o0o. Além do mais

lm g(x) = 1 411
:L’—1>IPoogx _:v—1>1310062x—3€x—|—2_27

de modo que a reta y = % é uma assintota ao grafico de g em —oc.
Passemos agora ao problema de determinar as assintotas obliquas ao
grafico de uma funcao f : D — R. Vamos focar no caso de assintotas em
400, j4 que o caso de assintotas em —oco é totalmente andlogo. Se a reta
y = pxr + g é uma assintota ao grafico de f em 400, entao D ¢ ilimitado
superiormente e
f(z)

lim —* = lim
r—+400 I T—-+00

(f(:v) —ipfc+q) +p+§) .
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j& que limgy ;o0 (f(2) — (pz + q)) = 0. Assim, o primeiro passo para se
determinar as assintotas obliquas ao grafico de f em +oo é calcular o limite:

(29.1) lim L&)
r—+oco I

Se esse limite nao existe ou se ele nao ¢ finito, entdo nao ha uma assintota
ao grafico de f em 400. Se esse limite existe e é igual a um ntmero real p,
entao as retas com coeficiente angular p sao as unicas candidatas a serem
assintotas ao grafico de f em +4o00. Para determinar qual dessas candidatas
a reta assintota é de fato uma reta assintota, caso alguma delas seja uma
reta assintota, calculamos o limite:

(29.2) lim (f(z) — pz).

r——+00

Se esse limite nao existe ou nao € finito, entao o grafico de f nao possui uma
assintota em +o0o0. Se esse limite é igual a um numero real ¢, entao a reta
y = pr + ¢ é a (Unica) assintota obliqua ao grafico de f em 4o00. De fato,
note que:

lim (f(z) —pz) =¢<= lim (f(z)— (pz+q))=0.

r——+00 Tr——+00

Observamos que esse método para determinar as assintotas obliquas ao
grafico de f acaba por determinar também as assintotas horizontais, ja que
elas correspondem simplesmente ao caso p = 0: mais explicitamente, se
a reta y = ¢ é uma assintota horizontal ao grafico de f em 400, entao
lim, 1o f(2) = g e quando calculamos o limite obtemos o valor
zero. Tomamos entao p = 0 e ao calcular o limite obtemos o valor q.

EXEMPLO 29.4 (achando assintotas obliquas e verticais). Considere a
funcao f: D — R definida por

23+ 1
f(x)—m,

para todo € D, em que D é o conjunto dos pontos z € R tais que a
férmula acima estda bem-definida, isto é:

D={zeR:2*-1#0} =R\ {-1,1}.

Como f é continua e os pontos de acumulagao de D que nao estdo em D séo
—1 e 1, temos que as retas * = —1 e x = 1 sao as candidatas a assintotas
verticais ao grafico de f. Os limites laterais de f no ponto 1 sd@o dados por

lim f(z) =400 e lim f(z)= —oo,
z—1+ x—1—

jaque 2 —1 > 0parax >1ea2?—1 <0 paraz < 1 perto de 1. Logo a
reta x = 1 é de fato uma assintota vertical ao grafico de f. Por outro lado
2?2 —x+1 3

1)(z? — 1
lim f(x) = lim (z+ (@ —r+1) = lim — = ——,
z——1 z——1 (1’ —+ 1)(3) — 1) z——1 rx—1 2
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o que mostra que x = —1 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f.
Vamos agora determinar as assintotas horizontais e obliquas ao grafico de
f. Temos que o dominio D ¢ ilimitado superiormente e que:

f(zx) 341 1+

1
. . =3
lim ~—~ = lim = lim —F =1;
r—400 I o400 3 — z—=to0 1 — =5

x

similarmente, o dominio D é ilimitado inferiormente e:

lim le.

T——00 I

Dai as retas da forma y = x+¢ sio as candidatas a serem assintotas obliquas
ao grafico de f em 400 e em —oo. Para determinar se uma dessas retas é
assintota em +o0o calculamos o limite

1

S (f) =) = Mmooy = iy

=0

e, de forma similar, para determinar se uma dessas retas é assintota em —oo
calculamos o limite:

lim (f(z) —z) =0.

Tr—r—00
Concluimos entao que a reta y = x é uma assintota obliqua ao gréafico de f

tanto em +o0o0 como em —oo. Na figura a seguir ilustramos o grafico de f
juntamente com suas assintotas vertical e obliqua.

i

assintota obliqua

-6 -5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5 6

«5= assintota vertical
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EXEMPLO 29.5 (caso em que nenhuma das candidatas a assintota obliqua
é assintota obliqua). Considere a fungao f : [0,+00] — R definida por
f(z) = x + y/z, para todo = > 0. Temos que
. T . 1
lim M: lim <1+—> =1,
rz—+o0o0 I T—+00 \/,E
donde as retas da forma y = x + ¢ s@o as candidatas a assintota obliqua ao
grafico de f em +oo. Calculamos entao o limite:
li —z)= 1li = .
A, (fle) = o) = V= oo
Como esse limite é igual a 400, concluimos entao que o grafico de f nao
possui assintotas obliquas (ou horizontais) em +o0o0. Como o dominio ¢ limi-
tado inferiormente, também nao ha assintotas em —oo e, como f é continua
e todo nimero real que é ponto de acumulacao de D estd em D, concluimos
que o grafico de f também nao possui assintotas verticais.

30. Esbocando graficos: um exemplo completo

Nas Sec¢oes e[29 no6s estudamos varias técnicas tteis para esbogar
o grafico de uma fungéo e agora vamos trabalhar com todas elas juntas em
um exemplo concreto. O roteiro usual para se produzir um esbogo de grafico
de fungao usando as técnicas do Célculo Diferencial consiste em:

(a) estudar o sinal da derivada primeira para determinar os intervalos
de crescimento e decrescimento da funcao e os pontos de maximo
e minimo local e global;

(b) estudar o sinal da derivada segunda para determinar a concavidade
do grafico em varios intervalos e os pontos de inflexao;

(c) determinar as retas assintotas ao gréfico e calcular alguns limites
importantes — tipicamente limites em 400 e em —oo (quando fi-
zerem sentido) e limites em pontos de acumulagao do dominio que
nao estao no dominio;

(d) determinar as intersegoes do grafico com os eixos coordenados e o
valor da fun¢do em pontos notaveis (maximos e minimos locais e
pontos de inflexao).

Evidentemente, esse roteiro é apenas uma sugestao: coisas diferentes po-
dem importar dependendo do motivo pelo qual vocé quer esbogar o grafico.
Porém, colocar em prética os itens (a)—(d) acima é o que normalmente se
espera que alunos de Célculo Diferencial facam na hora de resolver exercicios
de esbogo de grafico.

Consideremos um exemplo concreto. Seja f: D — R a fungao definida
por
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para todo x € D, em que D é o conjunto dos pontos x € R tais que a
férmula acima estd bem-definida. Temos que:

D=R\{2}.

Vamos produzir um esboco do grafico de f. Comecamos calculando a deri-
vada de f e estudando seu sinal. Para todo x # 2, temos:

3 —1)2(z -2 -2 -1z —-2)

f’(l’) - (I’ o 2)4
(@123 —2) — 2z — 1)]
(x —2)?
(- 1)2(x—4)
(- 2)3

Daf a funcao f’ é positiva nos intervalos
]*00,1[, ]1)2[ e }47+OO[

e ¢ negativa no intervalo ]2,4[. Segue entao do Teorema [27.4] que a restricéo
de f aos intervalos |—00,2[ e [4,4+00[ é estritamente crescente e que a res-
tricao de f ao intervalo |2,4] é estritamente decrescente, o que é ilustrado
esquematicamente na figura abaixo.

Concluimos que o ponto 4 é um ponto de minimo local estrito e é o 1inico
ponto de minimo local de f. Além do mais, f nao possui pontos de maximo
local. Vamos agora calcular os limites de f em +o0o0 e em —oo. Temos

23 =322 +3x—1

lim f(z) = lim

x>+ zdoo 2 —dr 44
30.1
. N (e £ -
= lim T T = +0o0
v+ 22 (1- T+ 7)

e, similarmente:

(30.2) lim f(z) = —o0.

T—r—00

Segue que f nao é limitada nem inferiormente nem superiormente e portanto
nao possui pontos de maximo nem minimo global. Passemos ao estudo do
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sinal da derivada segunda de f. Para todo x # 2, temos:

2@ -1 -4+ (@ —-1)°(z = 2)° = 3(z — D*(z — 4)(z — 2)?

f”(.’,ﬂ) = ($_2)6
_@=D[RE-4)+ @ -1z —2) -3 —1)(z —4)]
(x—2)
_ (x = D[Bx —9)(x —2) — 3(z — 1)(x — 4)]
(z —2)*
_ 3@ - Dz=3)(z—-2)—(z-1)(z—-4)]
=)
3@ —1)[(@* - 52 +6) — (¢ —bx+4)]  6(z—1)
(z —2)* S (z—2)

Daf a fungao f” é positiva nos intervalos ]1,2[ e ]2, +oco[ e é negativa no
intervalo |—oo, 1[. Segue do Corolario que a restricao de f aos inter-
valos [1,2[ e ]2,400[ tem o gréfico concavo para cima e a restrigdo de f
ao intervalo |—oo, 1] tem o grafico concavo para baixo, o que é ilustrado
esquematicamente na figura abaixo.

/\\/\/

1 2 4

O ponto 1 é portanto o tinico ponto de inflexdo de f. Determinamos agora
as retas assintotas ao grafico de f. Como f é continua e o tnico ponto de
acumulacao do dominio que nao estd no dominio é o ponto 2, temos que
a reta vertical x = 2 é a Unica candidata a ser uma assintota vertical ao
grafico de f. Vamos calcular os limites laterais de f no ponto 2. Temos
lim f(z) = lim f(z)= lim f(z)= 400,
T—2 z—2+ T2~
donde segue que de fato = 2 é uma assintota vertical ao gréafico. De (30.1))
e (30.2) segue que o grafico de f nao possui assintotas horizontais. Quanto
as assintotas obliquas, comecamos pelo calculo do limite:
3 2 3 3, 3 1
T x> =3z + 3z —1 (-2 +5— =
im L) g i = 1 (-5t ):1.

X
= 1m
T—+oo T zo+oo  x3 — 4x2 4 4x z——400 :C3(1 — % + x%)

Concluimos entao que as retas da forma y = 2+ ¢, com g € R, sao as candi-
datas a serem assintotas obliquas ao grafico de f em +o00. Para determinar
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o valor de ¢, calculamos o limite:

_ (=1 g —-2)2 R |
zggloo(f(x)_x)_xggloo (x—2)2 _IEIJPOOQL‘2—4:L‘—|—4
2 1 1

L e

Dai a reta y = z + 1 é uma assintota obliqua ao grafico de f em +o00. De
forma similar, ve-se que
lim le e lim (f(z)—2)=1
r——00 I T—r—00

e conclui-se que a reta y = z + 1 também ¢é uma assintota obliqua ao grafico
de f em —oo. Finalmente, determinamos a intersecao do gréafico de f com
os eixos coordenados e o valor de f em alguns pontos notéveis. O grafico de
f intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, f(O)) = (0, —i) e intersecta
o eixo das abscissas nos pontos da forma (x,0), em que = € D é solugao da
equagao f(z) = 0. A tnica solugao dessa equacao é x = 1 e portanto (1,0)
¢ a Unica intersecao do grafico de f com o eixo das abscissas. Recorde que 1
¢ também o Unico ponto de inflexao de f. Outro ponto notavel é o minimo

local que f possui no ponto 4; temos que f(4) = %7.

i
assintota obliqua

<= assintota vertical

Com todas essas informacgoes em maos, o leitor pode agora fazer um bom
esboco do gréfico da funcao f. Acima exibimos um desenho mais preciso do
grafico de f feito num computador, indicando as assintotas vertical e obliqua
e os pontos notaveis A = (0, —i) (interseccao com o eixo das ordenadas),
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B = (1,0) (inflexdo e intersecdo com o eixo das abscissas) e C' = (4, %)
(minimo local).

31. Mais uma aplicagao do Teorema do Valor Médio: limite da
derivada versus derivada no ponto limite

Nés vimos no Exemplo que nem toda fungao derivével é de classe
C', isto é, pode acontecer de uma funcao ser derivivel, mas a sua funcio
derivada nao ser continua. A fungéo g : R — R mencionada nesse exemplo
¢ derivavel, mas a sua funcao derivada ¢’ nao é continua no ponto zero,
isto é, a derivada de g no ponto zero nao é igual ao limite da funcao ¢’
no ponto zero. Mais especificamente, temos que o limite lim,_,o ¢'(z) nao
existe e nem mesmo os limites laterais lim,_,o+ ¢'(x) e lim,_,o- ¢'(z) existem.
Veremos agora que o que ocorreu nesse exemplo especifico reflete na verdade
um fato mais geral: se g é uma funcao derivavel num intervalo, entao a
funcao derivada ¢’ s6 pode ser descontinua num ponto se o limite de ¢’ nesse
ponto nao existir. Em outras palavras, hé certas restricoes sobre o tipo de
descontinuidade que uma funcao que é derivada de outra pode ter, como
discutiremos no Exemplo adiante.

TEOREMA 31.1. Seja f : I — R uma func¢ao continua, em que I C R €
um intervalo com mais de um ponto. Suponha que f € derivdvel em todos
0s pontos de I, exceto talvez por um ponto a € I. Se o limite lim,_,, f'(z)
existe e € igual a um certo L € [—o0,+00], entdo o limite

x —
@)~ f(a)
T—a Tr—a
também existe e € igual a L. Em particular, se o limite lim,_,, f'(z) existe
e € finito, entao f € derivdvel no ponto a e

f'(a) = lim f'(x),

r—a

ou seja, a funcdo f' € continua no ponto a.

DEMONSTRAGAO. Seja z € I com x # a. Como f é continua e é de-
riviavel em todos os pontos de I\ {a}, podemos aplicar o Teorema do Valor
Médio (Teorema a restricdo de f ao intervalo fechado de extremidades
a e x para obter um ponto ¢ no intervalo aberto de extremidades a e x tal
que:

- F(&) ~ fa) _
r—a
Definimos agora uma fungao ¢ : I\ {a} — I\ {a} da seguinte forma: para

cada x € I\ {a} escolhemos ¢ no intervalo aberto de extremidades a e x tal
que a igualdade (31.1)) vale e tomamos ¥ (x) = c¢. Dai

(31.2) IO =T _ pr(ya)).

r—a
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para todo = € I\ {a},

(31.3) a<y(x)<uwz,
para todo x € I maior do que a e:
(31.4) z < ¢Y(x) < a,

para todo € I menor do que a. Da desigualdade (31.3)) e do Teorema do
Sanduiche (Teorema segue que lim,_,,+ ¥ (z) = a, se a nao for a extre-
midade direita de I. Similarmente, de (31.4) e do Teorema do Sanduiche
segue que lim,_,,— 1¥(x) = a, se a nao for a extremidade esquerda de I. Dai:
(31.5) lim ¢ (z) = a.

r—a

Tendo em mente (31.5) e o fato que ¥(z) # a para todo z em I\ {a}, fazemos
a substitui¢ao de varidveis y = 1(z) na igualdade

lim f'(y) = L
y—a

obtendo:

(31.6) lim f'((x)) = L;

esse passo é justificado pelo teorema sobre limites de fungoes compostas ou,
mais especificamente, o item (a) do Teorema e o Teorema que é
a sua adaptacao para limites infinitos. A conclusao segue das igualdades

BL2) « BLO). 0

O Teorema pode ser usado como uma ferramente pratica para cal-
cular a derivada de uma func¢do em um ponto, caso por algum motivo seja
mais facil calcular o limite da fungéo derivada nesse ponto do que calcular
a derivada da fung@o nesse ponto diretamente. Porém, a consequéncia mais
interessante desse teorema € a informacao que ele nos da sobre os tipos de
descontinuidades que uma funcdo que é derivada de outra pode ter. Antes
de continuar, precisamos introduzir alguma terminologia.

DEFINIGAO 31.2 (descontinuidade de salto e descontinuidade removivel).
Seja f : D — R uma funcao com D C R. Dizemos que um ponto a € D é
uma descontinuidade removivel da funcao f se a for um ponto de acumulagao
de D, o limite lim,_,, f(z) existir, for finito e diferente de f(a). Dizemos
que o ponto a € D é uma descontinuidade de salto da funcao f se a for um
ponto de acumulagao de |—oo,a[ N D e de ]a,+oo[ N D, ambos os limites
laterais

lim f(x), lim f(x)

T—a— z—at

existirem, forem finitos e distintos entre si.

Note que se f possui uma descontinuidade removivel no ponto a, entao
podemos tornar f continua no ponto a simplesmente modificando o valor de
f nesse ponto; dai o nome “removivel”.
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EXEMPLO 31.3 (derivadas nao possuem descontinuidades de salto nem
removiveis). Seja f : I — R uma funcao derivavel, em que I C R é um
intervalo. Se a € I nao é a extremidade direita de I, podemos aplicar o
Teorema a restrigao da fungao f ao intervalo [a, 4+o00[ N I para concluir
que, se o limite & direita lim,_,,+ f'(z) existﬂ entao ele é necessariamente
finito e igual a f/(a). Similarmente, se a nao é a extremidade esquerda
de I, aplicamos o Teorema a restrigdo de f ao intervalo |—oo,a] N I
e concluimos que, se o limite a esquerda lim,_,,- f'(z) existe, entdo ele
é necessariamente finito e igual a f’(a). Dal, se a fungao derivada f’ for
descontinua no ponto a, entao um dos limites laterais de f’ no ponto a nao
existe; mais precisamente, uma das seguintes coisas ocorre:

e ¢ é um ponto interior de I e um dos limites laterais de f’ no ponto
a nao existe;

e a é a extremidade direita de I e o limite de f’ no ponto a (pela
esquerda) nao existe;

e a é a extremidade esquerda de I e o limite de f’ no ponto a (pela
direita) nao existe.

Em particular, se f é uma funcao derivavel num intervalo, entao a fungao
f' nao pode apresentar nem uma descontinuidade de salto nem uma des-
continuidade removivel. Note que se g : R — R ¢é a funcdo que aparece no
Exemplo e h: R — R ¢ definida por h(z) = g(x) para todo z > 0 e
h(z) = 0 para todo x < 0, entdao h é derivdavel e h’ é descontinua no ponto
zero, sendo que

lim #(z) = 0 = 1/(0)

z—0~
e o limite pela direita lim,_,o+ h’(x) nao existe. Portanto, é possivel que um
dos limites laterais da derivada exista e o outro nao.

32. A regra de L’Hospital

As técnicas que estudamos no Capitulo [I| para o célculo de limites tém
um poder bastante limitado e s@o ineficazes para o célculo de varios limites
até razoavelmente simples, tais como este:

. T —senzt
(32.1) lim —————.
z—0 T

A regra de L’Hospital é uma técnica poderosa que nos permite calcular
limites da forma
(32.2) lim @

z—a g(x)

que sao indeterminagcoes do tipo % ou % De maneira informal, a regra de

L’Hospital diz que para calcular o limite (32.2)) devemos tomar a derivada
do numerador f e do denominador g e depois calcular o limite da nova

fragao J;:Eg quando z — a. Note que nao estamos falando em calcular a

10pydendo a principio ser igual a +00 ou a —oo.
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derivada do quociente, mas sim em derivar o numerador e o denominador
separadamente. O enunciado preciso do teorema que justifica a regra de
L’Hospital possui mais algumas hipoteses e é apresentado a seguir.

TEOREMA 32.1 (regra de L’Hospital). Sejam dados um intervalo I C R,
um ponto de acumulagao a € [—oo,+00] de I (que pode ou nao pertencer ao
intervalo I) e

f:I\{a} — R, g:I\{a} —R

funcdes derivdaveis. Suponha que
(32.3) 9@) £0 ¢ ¢(@) £0,
para todo x € I\ {a}. Suponha também que

lim f(z) =0 e ligl g(x) =0

r—a
ou que
lim [/(@)| = +o0 e lim [g(a)] = +oc.
Se o limite
!
(32.4) f(z)

im
z—a g'(x)
existe e € igual a um certo L € [—o0, +00], entdo o limite

)
)

(32.5) lim £ (%)

z—a g(x

também existe e € igual a L.

A demonstracao completa do Teorema [32.1| ndo é tao simples e serd
deixada para o final da secao. Vamos primeiro destacar alguns pontos chave
do enunciado e trabalhar em alguns exemplos. Em primeiro lugar, note
que a regra de L’ Hospital s6 funciona para limites da forma (32.5) que sao
indeterminacoes do tipo g ou i#” Evidentemente, se o limite nao for uma
indeterminacao, entao geralmente é facil calculd-lo diretamente e a regra de
L’Hospital é desnecesséria, mas é importante ressaltar que se usarmos a regra
de L’Hospital para um limite de quociente que nao é uma indeterminagao
de um desses dois tipos obteremos provavelmente um resultado errado. Por
exemplo, temos que

o x+1
lim
z—1 X
mas uma aplicacao indevida da regra de L’Hospital produziria o resultado

errado:

:27

1 1
I dx(:j+ ) tim Lo
z—1 1L z—11

Dois pontos um pouco mais sutis do enunciado sao os seguintes: a regra
de L’Hospital diz que quando o limite obtido derivando o numerador
e o denominador existe, entao o limite original também existe e é
igual a . A reciproca ndo é verdadeira, isto é, é possivel que o limite
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original exista, mas o limite (32.4) nao exista (Exemplo . Outra
sutileza é que realmente é importante que a derivada do denominador nunca
se anule ou, ao menos, nunca se anule proximo ao ponto a em que estamos
calculando o limite (veja a Observagao abaixo para mais detalhes). Na
pratica, essa hipdtese é quase sempre satisfeita, mas hd alguns exemplos
um pouco exdticos em que ela nao é satisfeita e a regra de L’Hospital falha

(Exemplo [32.9)).

OBSERVAGAO 32.2. Tendo em mente que o limite de uma funcao num
ponto a s6 depende dos valores que a funcdo assume em pontos proximos
de a e diferentes de a (veja o Teorema e suas Verséeﬂ para limites
infinitos e limites no infinito), vemos que para aplicar a regra de L’Hospital
¢é suficiente que a hipotese seja satisfeita apenas para todo z € I\ {a}
préximﬂ de a. Note também que, pelo Teorema de Rolle (Teorema [27.2)),
entre dois zeros de uma fungao derivavel num intervalo sempre hé um zero
da sua derivada; segue daf que se ¢'(x) # 0 para todo x € I'\ {a} préximo de
a, entao vale automaticamente que g(x) # 0 para todo z € I \ {a} préximo
de a. Em outras palavras, precisamos nos preocupar apenas com a auséncia
de zeros da derivada do denominador préximos ao ponto a, mas nao com a
auséncia de zeros do denominador em si.

Vejamos alguns exemplos de aplicacao da regra de L’Hospital.

EXEMPLO 32.3 (uma indeterminagio do tipo J). Vamos calcular o li-
mite (32.1) usando a regra de L’Hospital (veremos no Exemplo [33.11] como
calculd-lo até de forma mais eficiente usando o polinomio de Taylor). Temos

lim(z —senz) =0 e lima® =0,

z—0 z—0
e portanto o limite (32.1]) é uma indeterminagao do tipo %. Como a derivada
do denominador em ([32.1]) nao se anula para z # 0, temos que o limite (32.1])
¢é igual a

4z —senx) 1—cosx

32.6 lim e~~~ — Jim —————~
( ) :L‘IE)I%J %13 xl—l;% 3£2 ’
caso esse limite exista. O limite (32.6) é também uma indeterminacao do
tipo % e pode ser calculado aplicando a regra de L’Hospital novamente. No
entanto, esse limite ja foi calculado anteriormente no Exemplo [I3.1] sem a

regra de L’Hospital e o resultado é:
1., 1—cosz 1
= lim ——— = —.
3 z—0 x2 6

Dai o limite (32.1) também é igual a %.
Hitem (iii) do Teorema e Teorema

1266 ¢ € R, isso significa que deve existir 7 > 0 tal que a hipdtese (32.3]) é satisfeita
para todo z € I\ {a} tal que |z —a| < r. Se a = 400, entéo isso significa que deve existir
M € R tal que a hipdtese (32.3)) é satisfeita para todo =z > M e se a = —o0, entao isso
significa que deve existir M € R tal que a hipétese é satisfeita para todo x < M.
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EXEMPLO 32.4 (uma indeterminagdo do tipo i%) Vamos calcular o
limite
In(x? — 3z +5
(32.7) lip 20" =3z +5)

z—+oo In(x? + 2+ 1)

usando a regra de L’Hospital. Temos

i 5049 =t (1= $4 5 <o
x €T

T—>—+00 T—+00

lim (2® +2+1) = +oo,

T—+00

donde
lim In(z? — 32 4 5) = +oo0, 11)1}: In(z? +x + 1) = 400

T—>+00
e concluimos que o limite (32.7) ¢ uma indeterminacdo do tipo 2. Deri-
. T
vando o numerador e o denominador obtemos
2x — 3

d d 9 + 1
S n?—3r4+5) = -2 L2 =T
g e de b = e et et ) = e

donde a derivada do denominador é nao nula para x > 0. Concluimos entao
que o limite (32.7) é igual a
4 In(2? — 3z +5) ) (22 —3)(z® + 2+ 1)

I =
vt n(? + o+ 1) e (02— 304+ 5) 20+ 1)

caso esse limite exista. Calculando esse limite obtemos
(2 -3)2* 4z +1) o B2-3)1+i+ )
hm — 1m 3 5 T =1
v=too (22 =31 45)(2z + 1) amtoog3(1— 2 4 5)(24 1)

e portanto:

In(x? — 3z + 5)

33—1>I—&I-loo ln(l‘2 +x + 1) N

A regra de L’Hospital também é 1til para calcular limites indeterminados
que nao sao originalmente expressos na forma de um quociente, mas que
podem ser transformados em um quociente. O caso mais simples é o de
limites de produtos

(32.8) lim f(z)g(x)
T—a
que sao indeterminagoes da forma 0-(400). O limite (32.8)) pode ser reescrito

na forma
lim f(x)

r—a m

que é uma indeterminacao do tipo % ou na forma

lim 9(z)

T—0 ——

f(=z)
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que é uma indeterminacao do tipo i% (na verdade é possivel que o denomi-

nador % nao tenda nem a +o0o nem a —oo, mas seu médulo tende a +oo,
o que ja é suficiente para satisfazer as hipéteses da regra de L’Hospital).

EXEMPLO 32.5 (uma indeterminacao do tipo 0- (£oc)). Vamos calcular
o limite:

(32.9) lim zIn(e” — 1).
z—0

Note que o conjunto dos pontos x € R tais que a féormula xIn(e® — 1) estd
bem-definida é |0, +o0[, de modo que:

lim zIn(e” — 1) = lim zln(e® —1).

z—0 z—0t
O limite (32.9)) é uma indeterminacao do tipo 0-(—oc) e podemos reescrevé-lo
na forma

In(e® — 1

(32.10) lim 2" =1

z—0t

8=

0 que nos dd uma indeterminagao do tipo 732. A derivada do denominador

em (32.10)) nunca se anula e portanto a regra de L’Hospital nos diz que o
limite (32.10)) ¢é igual a

d T _ .2
lim 32 In(e® — 1) _ —e'x
z—0t dd—x% z—0+t ¥ — 1

caso esse limite exista. Temos
T .2
—etx . . T
im = lim (—e®z) lim =0,
z—0+ et —1  z—ot z—0t e — 1

ja que limg_q 6391:;1 = 1 (Teorema . Segue que o limite (32.9)) é igual a

Z€ero.

Limites indeterminados do tipo 0°, 1> e (4+00)? também podem ser
calculados usando a regra de L’Hospital, ja que

F(2)9®) = @) 0 @)

e o célculo do limite do expoente g(z)In f(x) recai no problema do célculo
de um limite indeterminado do tipo 0 - (£00).

EXEMPLO 32.6 (uma indeterminacio do tipo 0"). Vamos calcular o li-
mite
lim (senz)™"®
xz—0t
que é uma indeterminacéo do tipo 0°. Para todo z € R tal que senz > 0,

temos:

)

senx) __ _(senz)In(senz)

(sen z)¢ el
Precisamos agora calcular o limite do expoente:

li In(s .
lim, (senz) In(sen )
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Trata-se de uma indeterminagao do tipo 0 - (—oc0) que pode ser reescrita
como

. In(senzx
(32.11) lim ¥7
z—0+ COsecx
que ¢ uma indeterminagao do tipo 732. As derivadas do numerador e do
denominador sao dadas por
cosx
— In(senz) = = cotgx, —— cosecx = — cotg x cosec T,
dx senx dx

e portanto a derivada do denominador é nao nula para 0 < z < §. A regra
de L’Hospital nos diz entao que o limite (32.11)) é igual a

cotg x

= lim (—senz) = 0.
z—0+t —cotgxcosecr  x—0+

Portanto:
lim (senz)*"® =0 = 1.
z—0F
Problemas envolvendo indeterminagoes do tipo (+00)+(—o0) podem fre-
quentemente ser resolvidos usando a regra de L’Hospital através do seguinte

truque: se
lim f(z) =400 e lim g(z) = +oo,
Tr—a

r—a
€sCrevemos
F(z) = 1 (z) = 1
f(z)’ g9(x)’
de modo que lim,_, F(z) = lim,, G(z) =0 e
1 1 G(z) — F(x)

IO =90 =P " 6w ~ F@ow@)
sendo que o limite da ultima expressao quando x — a é uma indeterminacao

do tipo 8.

EXEMPLO 32.7 (uma indeterminacao do tipo co — 00). Vamos calcular
o limite:

(32.12) lim (1— ! )

z—0 \2x sen r

Trata-se de uma indeterminagao do tipo (+00) + (—00) se x tende a zero
pela direita e uma indeterminagao do tipo (—o0) + (+00) se x tende a zero
pela esquerda. Temos

lim ( — —
z—0

= 11m

(1 1) i senxr — &
z—0 xsenx

T sen T

e esse ultimo limite é uma indeterminacao do tipo 8. Derivando o numerador
e o denominador obtemos:

a(senx —x)=cosx — 1, a(xsenx) =senz + x cos .



32. A REGRA DE L’HOSPITAL 146

Como

x
sena:+xcosx:x< +cosx>

T

e lim, .o (% + cos :c) = 2, concluimos que %(m senz) é diferente de zero

para x # 0 préximo de zero. Aplicando a regra de L’Hospital concluimos
entao que o limite (32.12) é igual ao limite

-1
(32.13) im —— T
z—0 senx + x Cosx

caso ele exista. O limite (32.13]) é também uma indeterminagao do tipo % e
vamos calculd-lo aplicando a regra de L’Hospital novamente. Temos

d
a(cosx —1) = —senxz,

d
d—(sena:—i—xcosx) = COST + COST — TSenT = 2CO0ST — TSenx
x

e lim;,0(2cosx — zsenx) = 2 # 0, o que garante que 2cosz — xsenx # 0
para x proximo de zero. Concluimos entao que o limite (32.13)) é igual a
—senx

lim =0
x—02CcoSx — rsenx

e portanto que o limite (32.12)) também é igual a zero.

EXEMPLO 32.8 (a reciproca da regra de L’Hospital nao vale). Considere
o limite:

(32.14) lim

T——+00 x

T +senx

Temos que = +senx > x — 1 para todo = € R, de modo que o Teorema do
Sanduiche com um unico pao (Teorema [8.18)) nos diz que

lim (x +senx) = 400

T—+00
e portanto o limite (32.14]) é uma indeterminacao do tipo % Evidente-

mente, a derivada do denominador em ([32.14)) nunca se anula. Derivando o
(32.14]

numerador e o denominador da fracao em (32.14]) obtemos o novo limite

d
—(x +senx 1+ cos
lim % — lim ST i (14 cosx)
z—+00 T T—+00 1 z—+00
que nao existe (Exemplo [8.13). Porém, o limite original (32.14]) é igual a:
lim ZEINT g gy ST
T——+00 T Tr——+00 €T

Vemos entao que, assumindo satisfeitas as hipdteses do Teorema [32.1] a
existéncia do limite implica na existéncia do limite , mas a
reciproca nao é verdadeira. Em outras palavras, se apds a aplicagao da
regra de L’Hospital obtivermos um limite que nao existe, nada podemos
concluir sobre o limite original.
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EXEMPLO 32.9 (a hipétese de que a derivada do denominador seja nao
nula é necessaria). Considere as funcoes f : R — R e g : R — R definidas
por

f(x) =z +senxcosz, g(x)=e*""

x +senzxcosx) = *"7 f(x),
para todo x € R. Temos que
flx)>z—1
paratodoz € R e
g(xz) > ez —1)>e Yz —1)

para todo x > 1. Segue entao do Teorema do Sanduiche com um nico pao
(Teorema [8.18)) que

lim f(z)=+o00, lim g(x) =400

z—r+o0 z—r+o0
e portanto o limite
(32.15) A 58
é uma indeterminacao do tipo % As derivadas das fungoes f e g sao dadas
por

f'(x) =1+ cos®x —sen’z = 2cos® z,
g (x) =T coszf(x) + M f(z) = "% cosz(z + senx cos x + 2 cos x),
para todo x € R. Afirmamos que:

f'(z) i 2coszx

32.16 li =
( ) - Foo g'(x) 400 esenZ (g 4+ senx cos & + 2¢os x)

De fato, x +senxzcosx 4+ 2cosz > = — 3 para todo x € R donde

lim (z +senxcosx + 2cosx) = +00
T—+00

e portanto:

) 1
lim =0
z—+oo T+ senxcosxT + 2cosT

além do mais

2 2
< I
— esenr — 6_1

‘20033&

esen x

e daf a igualdade ([32.16|) segue do Corolario do Teorema do Sanduichﬂ
A primeira vista parece agora que podemos usar a regra de L’Hospital para

concluir que o limite (32.15)) é igual a zero, mas na verdade o limite (32.15])
nao existe. De fato

(32.17) f@) _ sena

g9(z)

13Mais precisamente, devemos usar o Teorema que é a versao do Corolario
adaptada para limites no infinito.
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SeNT nao existe,

para todo x € R tal que g(xz) # 0 e o limite limy €™

j& que a medida que z tende a +oo o valor de e™ "% oscila entre e~! e
e (a demonstragao rigorosa da nao existéncia desse limite é feita como no
FExemplo . O que deu errado com a regra de L’Hospital aqui? Ocorre
que ¢'(x) ndo é sempre diferente de zero para x préximo de 400, isto é, nao

existe um intervalo da forma |M, +oo[ em que a fungdo ¢’ nunca se anula.

Passemos agora a demonstracao da regra de L’Hospital (Teorema .
Antes de demonstrar o caso geral, sera instrutivo provar um caso particular
do teorema que é bem mais simples. Suponha que:

e 0 limite é uma indeterminacao do tipo %;

e a1, asfungoes f: I — Reg: I — R estao definidas em todo o
intervalo I (inclusive no ponto a) e sao derivaveis;

e as derivadas [’ e ¢’ sdo continuas no ponto a e ¢'(a) # 0.

Assumindo tudo isso, temos

f@) = lim f(z) =0, g(a) = lim g(x) = 0

Tr—ra

e a conclusao desejada ja segue notando que:

L N (O (ORI = e )
avag(z) woag(e) —gla) ema gl gl(a)  woag(z)

s

ISESSEES]

A demonstracao do caso geral é consideravelmente mais complicada e
requer a seguinte generalizacao do Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 32.10 (do valor médio generalizado). Sejam f : [a,b] — R e
g : la,b] = R fungdes continuas, em que a,b € R ea < b. Se f e g sdio
derivdveis em todos os pontos do intervalo aberto la,b| e se g'(x) # 0 para
todo x € |a, b, entdo g(a) # g(b) e existe ¢ € |a,b] tal que:

f(b) ~ f(a) _ F'(¢)
9(0) —gla) g0

DEMONSTRAGAO. O fato que g(a) # g(b) segue do Teorema de Rolle
(Teorema [27.2)) e do fato que ¢’ nunca se anula em |a,b[. Seja h: [a,b] = R
a funcao definida por

h(z) = (f(b) = f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(2),

para todo = € [a,b]. Temos que h é continua e é derivdvel em todos os
pontos do intervalo aberto ]a,b[. Além do mais

h(b) — h(a) = (£(b) — f(a)) (9(b) — g(a)) — (9(b) — g(a)) (f(b) — f(a)) =0

e portanto o Teorema de Rolle nos dd um ¢ € ]a, b] tal que h'(¢) = 0. Mas

K (c) = (f(b) = f(a))g'(c) — (9(b) — g(a)) f'(c)

de onde a conclusao segue. ([l
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Note que o Teorema do Valor Médio usual (Teorema é o caso
particular do Teorema |32.10{em que g(x) = z, para todo x € |a, b].

Estamos prontos agora para demonstrar a regra de L’Hospital no caso
de indeterminagoes do tipo 8. O caso de indeterminagoes do tipo % é
consideravelmente mais complicado e serd demonstrado logo depois. A de-
monstracao da regra de L’Hospital no caso de indeterminagoes do tipo %

pode ser resumida de forma sucinta assim: se adicionamos o ponto a ao
dominio das funcgoes f e g e definimos f(a) = g(a) = 0, entao as fungoes f
e g se tornam continuas e o Teorema do Valor Médio Generalizado nos da
fl@) _ f@)—fla) _ f(c)
9(x)  g(z)—gla) g(c)’
para algum c entre a e . Quando x — a, temos que também ¢ — a, ja que ¢

g :ég tende a L e portanto lim,_,, % =L

fica entre a e x; dai o quociente

Note que esse argumento nao se aplica ao caso a = £00, que precisa ser
tratado separadamente: isso é feito usando a substituicao de varidveis y = %
para transformar o limite no infinito em um limite no ponto zero. Vamos
agora passar esse esboco de prova a limpo.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA NO CASO
(32.18) ilg(lz f(z)=0 e ill}I(lzg(l‘) =

. Suponha que

e vamos mostrar que:
x
li (z) L.

im ¥——~ =
z—a g(x)

Tratemos primeiro o caso em que a € R. Como [ é um intervalo e a é ou

um ponto de I ou uma extremidade de I, temos que J = I U {a} também é

um intervalo. Definimos funcoes f :J—>Reg:J— R fazendo

flx)=f(z) e g(z)=g(z),
para todo x € J diferente de a e:
fla) =g(a) =0.

Como as fungoes f e g sdo derivaveis em todos os pontos de I\ {a}, segue
que as fungdes f e § sdo derivdveis em todos os pontos de J \ {a} = I'\ {a}.
Segue de (32.18)) e do fato que f e g valem zero no ponto a que as fungoes f
e g sao continuas no ponto a. Para qualquer z € I diferente de a, podemos
entao aplicar o Teorema do Valor Médio Generalizado (Teorema [32.10]) para
a restricao das funcoes f e g ao intervalo fechado de extremidades a e =,
ja que a derivada de g nunca se anula no interior desse intervalo. Obtemos

assim a existéncia de um ponto ¢ no intervalo aberto de extremidades a e x
tal que

f@) = fla) _ J'(e).
g g g'(c)’
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dai:
@) £
(32.19) g@) ~ gl

Definimos agora uma funcao ¢ : I\ {a} — I\ {a} da seguinte forma: para
todo z em I \ {a}, escolhemos ¢ no intervalo aberto de extremidades a e x
tal que a igualdade (32.19) vale e tomamos 9 (z) = c¢. Dai

flz) _ ['(¥(2))
9@) g (W)’

(32.20)

para todo = € I\ {a},

(32.21) a<YP(zr) <z,
para todo x € I maior do que a e
(32.22) z <YP(z) <a,

para todo & € I menor do que a. O Teorema do Sanduiche (Teorema e
a desigualdade (32.21]) nos dao que lim,_,,+ 1¥(z) = a, se a nao for a extre-
midade direita de I; similarmente, o Teorema do Sanduiche e a desigualdade
nos dao que lim,_,,- ¥ (z) = a, se a nao for a extremidade esquerda
de I. Portanto:

lim ¢ (z) = a.
r—a
Usamos agora o teorema sobre o limite de funcoes Compostaﬁ e obtemos:

!/ /
g @) /')

z—a g’(¢(x)) y—a g'(y)
Segue entao de que também

x
lim M =L,
v=a g(x)
como queriamos demonstrar. Vamos tratar agora do caso a = +o00. Defini-

mos um intervalo J fazendo

J:{ye]0,+oo[:§ef}

= L.

e funcoes f: J - R, §:J — R por
F)=r3), ) =9(),
para todo y € J. Temos que 0 é um ponto de acumulacao do intervalo J e:

lim f(y) = lim f(z)=0, limg(y)= lim g(z)=0.

Além do mais, as fungoes f e § sdo derivaveis e

(1 /(1
i) #0, f(y) :_fy(zy)7 J'(y) Z—Q;S) #0,

M)\ fais precisamente, usamos o item (a) do Teorema e o Teorema que ¢é sua
adaptagao para limites infinitos.
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para todo y € J. Dai

L) D )

— L
420 §y) | a—ioo gl(x)

e aplicando o caso da regra de L’Hospital que ja demonstramos concluimos
que:

lim ﬂ = lim Jj(y) = L.
z—+oo g(x) y—0 g(y)
A demonstracao do teorema no caso a = —oo ¢é idéntica, trocando apenas a
defini¢ao do intervalo J por J = {y € ]—00,0[ : i el}. O

Passamos agora a demonstracao da regra de L’Hospital para indeter-
minagcoes do tipo i% A ideia central da prova é usar o fato que

lim | f(2)] = +oo,  lim |g(x)| = +oo

T—ra

para escolher para cada ponto x € I\ {a} um outro ponto A(z) € I'\ {a} de
modo que x esteja muito mais préximo de a do que A(x), fazendo com que
| f(2)| seja muito maior do que |f(A(z))| e |g(z)| seja muito maior do que
} g()\(x)) } Mais especificamente, queremos garantir que

(32.23) lim =0, lim 9(M(=))

i—a  f(z) i—a  g(z) =0

e esse \(x) deve ser escolhido também de modo que lim, ,, A(z) = a. De

(132.23)) seguird que

lim fz) = lim f(@) = (M=)

r—a g(gj) r—a g(:p) — g()\(ﬂ?))

pois f(x) é o termo dominante no numerador da fragao

f@) — (A=)
9(@) — g(A(=))

e g(z) é o termo dominante no denominador. O Teorema do Valor Médio
Generalizado pode agora ser usado para reescrever a fracao (32.24]) na forma

g /8 e dai finalizamos o argumento como na demonstracao da regra de

(32.24)

IL’Hospital para indeterminagoes do tipo %. Vejamos agora os detalhes.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA NO CASO £2. Suponha que

(32.25) lim | f()| = +o0 e lim |g(z)| = +o0.

r—a
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g.,
=

z) _

Para mostrar que lim,_,, L, nés trataremos os limites laterai no

g(z)
ponto a separadamente, isto é, nés mostraremos que
(32.26) lim M =1L,
T—a~ g(.%')
se a nao for a extremidade esquerda do intervalo I e que
(32.27) lim M =1L,
z—a™t g(ar)

se a nao for a extremidade direita do intervalo I. Como a demonstragao
da igualdade (|32.26)) é totalmente analoga a demonstracao da igualdade

(132.27)), nés vamos mostrar apenas a igualdade (32.27]) supondo que a nao
¢é a extremidade direita de I. Segue de ([32.25) que as fungoes f e g nao se

anulam perto do ponto a (na verdade, g nao se anula nunca, de acordo com
as hipdteses do teorema) e podemos entao para fins do célculo do limite no
ponto a assumir que f e g nunca se anulam. Mais precisamente, podemos
escolher um ponto b € I, com b > a, de modo que f e g nunca se anulam no
intervalo
J =la,b|

e consideramos a partir de agora apenas as restri¢coes de f e g a esse intervalo.

A parte mais delicada da demonstracao é a construcao de uma funcao
A J — J satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) A(z) > z, para todo = € J;
(ii) lim,_,,+ A(z) = a;
(iii) os limites
A A
lim 7f( (a:)) lim 79( (x))
z—at f(LU) z—at g(x)
sao iguais a zero.
A demonstracao da existéncia da funcao A serd deixada para o final. Vamos
primeiro verificar que a condicao (iii) implica que:
— f(A
(32.28) tim L) _ iy [ =M@
rz—at g(a:) z—at g(]?) — g()\(aj))
Para cada = € J, como f(z) # 0 e g(x) # 0, podemos escrever

f@) = F(M@)  f) 1 - LR

9(z) = g(\(=))  glw) 1 eal2)

15ge ¢ = 400, entdo a rigor ndo falamos em “limites laterais” no ponto a. Para
a = 400, o limite pela esquerda deve ser entendido simplesmente como sendo o
limite quando * — a e o limite pela direita deve ser desconsiderado. A situagédo
se reverte para a = —o0.
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e dai:

fz)  f@)— f(A@) 1- %

g(z)  g(z) - g(AM=)) 1 - %

Como a condigao (iii) implica que o segundo fator do lado direito da igual-
dade acima tende a 1 quando z — a™, estabelecemos a igualdade (32.28)).
Para completar a demonstracao do teorema, basta agora mostrar que:

o £ = FA@)

im =

e—at g(z) — g(A(z))

Para isso, ndés usamos a condigao (i) e o Teorema do Valor Médio Generali-

zado (Teorema [32.10) para obter uma funcao ¢ : J — R tal que para todo
x € J vale que

(32.29) x < Y(x) < Ax)
e também vale a igualdade:

F@) = FA) (@)
9(z) —g(M=))  ¢'(v(2)
Da condicao (ii) e das desigualdades segue que

lim ¥(z) =a

z—at

e dai como na demonstracao da regra de L’Hospital para indeterminacgoes

do tipo 8 obtemos

f@) = fO@) _ @) )

1 R S

et g(z) — g(\@))  oat g (0(2))  voa g(y)

fazendo a substitui¢ao y = 1 (z). Isso conclui a demonstracao do teorema
a menos da construgao da fungdo A : J — J satisfazendo as condigoes (i),
(ii) e (iii). Essa constru¢do é um tanto mais técnica e depende de uma
habilidade maior em lidar com a definicao de limite. Apresentamos um
esbogo. O primeiro passo é usar a definicao de limite e as igualdades
para produzir uma sequéncia estritamente decrescente

X1 >Tg >T3 > Tg > -0
de pontos de J tal que lim,_,{~ x, = a e tal que:

(32.30) [f(@)] = nlf(za)], lg(2)| = nlg(za)l,

para todo x € J com z < x,11 e todo inteiro positivo n. A construgao dessa
sequéncia ¢é feita recursivamente: tomamos primeiro um x1 € J arbitrario.
Depois, para um dado z, € J, usamos (32.25) para obter z,11 < =, em
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J tal que (32.30]) vale para todo x € J com x < xpy1. A escolha de x,41
também deve ser feita tomando o cuidadﬂ de garantir que:

2.31 li =a.
(32.31) Jm 2, =a
Agora a fungdo A é definida assim: dado x em J, se x > x2, escolhemos
um A(z) € J arbitrario com A(xz) > z. Se x < 9, existe um tdnico inteiro
positivo n tal que x,19 < < x,41 € al tomamos A(z) = x,. Segue entao
de (32.30) que para todo x € J com = < xo vale que

(32.32) @) = @] F )], 9@ > nx)]g(Aw))].

em que n(zr) é o tnico inteiro positivo tal que Tpp)10 < T < Tpy4r- A
condicao (ii) agora segue de e a condicao (iii) segue de veri-
ficando antes que:

lim n(x) = +oc. O

r—at

33. O polinémio de Taylor

Nesta se¢ao nds estudaremos um método para produzir polinébmios que
aproximam os valores que uma funcao f dada assume em pontos x que sao
préximos a um certo ponto a fixado no dominio de f. A titulo de motivacao,
comecamos olhando para os casos mais simples, que sao os casos em que a
aproximacao polinomial para a funcdo f é um polindomio constante ou um
polinémio de grau 1. Seja entdao f : D — R uma funcao com D C R e seja
a € D um ponto de acumulacao de D. Se a funcao f for continua no ponto
a, entao

lim f(z) = f(a),

r—a
o que significa que o valor de f(z) é préximo de f(a) quando z é préximo
de a. Dito de outro modo, o erro f(x) — f(a) que cometemos ao aproximar
f(x) pelo polinémio constante po(z) = f(a) é pequeno quando x é préximo
de a, ou seja:

(3.1 tim (£(z) = po(@)) = lim (f(a) — £(a)) = 0.

Por exemplo, a fungado f(x) = senx é continua no ponto a = 0 e sen0 = 0,
o que significa que sen z é proximo de zero para x préximo de zero. Se além
de continua a funcao f for derivavel no ponto a, entao

i T@ = 1(@) f(@) = f(a) = ' (@)@~ a)

= f'(a) = lim =0.
r—a T —a r—a T —a
Essa tltima igualdade nos diz o seguinte: se
pi(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
16Basta fazer o seguinte: se a > —o0, escolhemos sempre 1 < a+ % esea= —o0,

escolhemos sempre x,+1 < —n.



33. O POLINOMIO DE TAYLOR 155

¢é a funcao cujo grafico é a reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)),
entao a diferenga f(x) — p1(z) ndo sé tende a zero quando = tende a a, mas
ela tende a zero mais rdpido do que x — a quando z tende a a, isto é:

x) —pi(x
(33.2) lim £ () = P1(7)

r—ra Tr — a

=0.

Por exemplo, olhando de novo para o caso f(x) = senz e a = 0, temos
fla) =0, f'(a) =1 e pi(z) = z. Dali, para  préximo de zero, erramos
menos ao aproximar senz por z do que ao aproximar simplesmente senx
por zero: o erro que cometemos ao aproximar senx por zero tende a zero
quando x tende a zero, mas o erro que cometemos ao aproximar senx por
x tende a zero mais rdpido do que x quando x tende a zero, isto é:

lim 2T

z—0 X
Note que a funcao p; cujo grafico é a reta tangente ao grafico de f no ponto
(a, f (a)) é um polindémio de grau menor ou igual a 1. Mais especificamente,
se f'(a) # 0, entdao o grau de p; é exatamente igual a 1 e se f'(a) = 0 e
f(a) # 0, entao o grau de p; é igual a zero. Se f(a) = f'(a) =0, entdao p; é o
polinémio nulo, para o qual nao se defing" ‘| grau, porém vamos convencionar
por conveniéncia que, daqui em diante, quando falamos em “polinémio de
grau menor ou igual a n” ou “polindmio de grau menor do que n” estamos
incluindo ai a possibilidade de o polinomio ser nulo. Uma outra forma de
comparar o polindomio p; com a funcdo f no ponto a é dizer que f e p;
possuem o mesmo valor e derivada no ponto a, ou seja:

fla)=pi(a) e f'(a)=pi(a).

Pensando em f e p; como fungoes que descrevem equagoes horarias de par-
ticulas (isto é, funcoes que nos dao a posi¢ao da particula em fungao do
tempo), temos que f e p; correspondem a particulas que passam pelo mesmo
ponto com a mesma velocidade no instante a. Dai, é de se esperar que as
trajetérias das duas particulas se mantenham razoavelmente préximas em
instantes de tempo x proximos a a. Note que o fato que p; é um polindmio
de grau menor ou igual a 1 nos diz que a particula correspondente a pq
possui velocidade constante. Se considerarmos agora uma particula, com
equacao horaria descrita por uma fungao po, que no instante a passa pelo
mesmo ponto com a mesma velocidade e aceleracdo que a particula cuja
equacao horéria é descrita por f, entao seria de se esperar que as trajetorias
das particulas correspondentes a f e a po ficassem ainda mais proximas

1Tpe fato, dizemos que um polinémio p tem grau n se puder ser escrito na forma

-1

p(x) = cnx”™ + cn12™ + -+ a1z + o,

em que ¢, é diferente de zero; dai o polinémio nulo ndo tem grau definido. Porém, muitas
vezes é conveniente convencionar que o polinémio nulo tem grau igual a —oo, pois isso faz
com que seja vélida a formula que diz que o grau do produto de dois polindmios p e ¢ é
igual & soma do grau de p com o grau de ¢, mesmo quando p =0 ou ¢ = 0.
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em instantes de tempo x proximos a a. A funcdo po satisfaz as seguintes
condigoes:

(33.3) fla) =pa(a),  f(a) =pila) e [f"(a) =p5(a);
evidentemente, aqui devemos supor que f é duas vezes derivavel no ponto
a. Se a particula cuja equacgado horaria é descrita por po possui aceleracao
constante, entdo py serd um polinémio de grau menor ou igual a 2. Assim, o
problema de encontrar a equacao horaria de uma particula com aceleragao
constante que no instante a possui a mesma posicao, velocidade e aceleragao
que a particula correspondente a f é equivalente ao problema de encontrar
uma func¢ao polinomial po de grau menor ou igual a 2 tal que as igualdades
(33.3)) sdo satisfeitas. Mais geralmente, se f é n vezes derivavel no ponto
a, podemos estudar o problema de encontrar uma funcao polinomial p,, de
grau menor ou igual a n tal que:

(33.4) F®(a) = p(a), para todo £ =0,1,2,...,n.

Como veremos mais adiante (Corolario [33.10), se o dominio de f é um
intervalo, entao a condicao (33.4) implica que:

(33.5) lim £(&) = Po(@)

T—a (x — a)”
A igualdade é a generalizacdo para n arbitrario da condicao (33.2))
satisfeita pelo polinémio p; de grau menor ou igual a 1 que possui o mesmo
valor e derivada que f no ponto a e da condigao satisfeita pelo po-
linémio constante py que possui o mesmo valor que f no ponto a. A condigao
(33.5)) nos diz que o erro f(z)—p,(z) que cometemos ao aproximar f(x) pelo
polinémio p,(z) tende a zero mais rapido do que (x — a)" quando x tende
a a. Essa é uma forma de expressar o fato que o erro f(x) — p,(x) se torna
cada vez menor a medida que usamos polindmios aproximantes p,, de grau
cada vez maior. No entanto, como veremos no Exemplo em alguns
casos nao é verdade que o erro f(x) — p,(x) tende a zero quando n tende a
infinito, para um ponto fixado z préximo de a. Observamos que a igualdade
nos d& apenas uma estimativa assintética da ordem de grandeza do
erro que cometemos ao aproximar f(x) por p,(z) quando = tende a a e nao
dd muita informacao sobre o tamanho desse erro para um valor especifico
de x. Um método para estimar mais concretamente o tamanho desse erro
serd dado pelo Teorema [33.17

=0.

Terminada essa introducao, vejamos como determinar os polinémios
aproximantes p,. O nosso primeiro passo sera encontar uma formula para
uma funcao polinomial p de grau menor ou igual a n cujo valor e cujas
n primeiras derivadas num ponto a € R sao dadas. Comecamos pelo caso
a = 0. Dados inteiros nao negativos k e n, vamos calcular o valor da derivada
k-ésima

a~

dzk ©
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da fungao f(z) = 2™. Se n > 1, temos

d

" n—1
dx

=nz" ",

e se n > 2 temos:

d2 n n—2
28 = n(n —1)z" =
E f4cil ver entdo que para n > k vale que:
d—k " =nn-1)(n-2)--(n— (k- 1))xn_k.
dzk
Se k = n, entao
k
d— " =npl
dzk ’
e para k > n vale que:
dk
— 2" =0.
dzk
Avaliando as identidades acima em x = 0, obtemos:
dk 0, sek#n
33.6 — " =< ’
(33.6) T {n!, se k = n,

em que k e n sdo inteiros nao negativos arbitrarios. Usando (33.6[), podemos
agora calcular facilmente as derivadas de ordem superior no ponto zero de
uma funcao polinomial qualquer. Seja p : R — R uma funcao polinomial
dada por

(33.7) p(z) = cpr™ + ez 4 ez + o,

para todo x € R, em que n é um inteiro nao negativo e cg,c1,...,cn € R.
Segue de (33.6)) que a k-ésima derivada de p no ponto zero é dada por

p™(0) = ke,

para todo inteiro nao negativo k£ < n; se k é um inteiro maior do que n,
entao a k-ésima derivada de p é nula em todo ponto. Essas consideragoes
demonstram o seguinte resultado.

TEOREMA 33.1 (polinémio com derivadas prescritas no ponto zero). Se-
jam n um inteiro nao negativo e ag, ai, ..., G, numeros reaits. Temos que
existe uma unica funcdo polinomial p : R — R de grau menor ou igual a n
tal que p(k)(()) = ag, para todo k = 0,1,...,n. Além do mais, essa funcdo
polinomial p € dada por

_ 2.2, 8 3, L %% .on
p(:c)—ag—f—alx—i—z!x +3!$ + +n!$,

para todo x € R. O
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Vamos agora tratar do problema de encontrar uma fungao polinomial de
grau menor ou igual a n com valor e derivadas de ordem até n prescritas num
ponto dado arbitrario a € R. Como proceder? Se escrevemos p na forma
, entao as expressoes explicitas para as derivadas de ordem superior de
p no ponto a nao ficam tao simples como as derivadas de ordem superior de p
no ponto zero. A forma inteligente de resolver esse problema é escrever p(z)
em termos de poténcias de x — a em vez de poténcias de . Em primeiro
lugar, note que para qualquer inteiro nao negativo m, quaisquer nudmeros
reais cg, c1, ..., cn € qualquer a € R, temos que a funcao p : R — R
definida por

(33.8) p(x) =colz —a)" +cn1(z—a)" ' -+ c1(z —a) + co,

para todo z € R, é uma funcdo polinomial de grau menor ou igual a n.
Afirmamos que toda fungao polinomial p : R — R de grau menor ou igual a
n pode ser escrita na forma (33.8)). De fato, se

p(z) = bpx™ + by 12" 4 -+ by + by,

é uma funcao polinomial arbitraria de grau menor ou igual a n, entao a
funcao ¢ : R — R definida por

q(z) =p(x +a) =bp(x+a)" + bp_1(z+ (JL)"*1 + -+ bi(z + a) + b,

para todo z € R, é uma fungdo polinomial de grau menor ou igual a n e
portanto pode ser escrita na forma

q(z) = cpa”™ + 12" M+ ez 4,
para certos coeficientes cg, c1,...,c, € R. Dai
p(x) =q(x —a) = co(z —a)" + cp1(z —a)" ' + -+ c1(z —a) + co,
para todo = € R.

EXEMPLO 33.2 (reescrevendo um polindmio em poténcias de z — a).
Considere a funcao polinomial p : R — R dada por

p(x) = 2% — 222 + 52 — 3,

para todo x € R. Vamos escrevé-la usando poténcias de x — 2 em vez de
poténcias de x. Para isso, definimos ¢ : R — R por ¢(z) = p(z + 2), para
todo z € R e dal calculamos como segue:

() =ple+2) = (2 +2)° =2 +2)* +5(z+2) -3
=2 +62° + 122 +8 — 22" — 8z — 8+ 52+ 10— 3
=a2° +42® + 9 + 7.
Concluimos entao que
p@) =gz —2)=(z -2 +4(x —2)* +9(x — 2) + 7,
para todo = € R.
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Uma vez que uma funcao polinomial é escrita em termos de poténcias
de x —a como em ([33.8]), é facil calcular as suas derivadas de ordem superior
no ponto a. De fato, note primeiro que

dk {O, se k # n,

—(x—a)"
( ) n!, se k=n,

dak

para quaisquer inteiros nao negativos k e n. Dai, se p é dado por (33.8)),
temos que

(33.9) p®)(a) = Kleg,

para todo inteiro nao negativo k < n. N&s provamos entdao a seguinte
generalizacao do Teorema [33.1

TEOREMA 33.3 (polindémio com derivadas prescritas num ponto). Sejam

n um inteiro nao negativo e ag, ai, ..., G, numeros reais. Para qualquer
a € R, temos que existe uma unica funcao polinomial p : R — R de grau
menor ou igual a n tal que p*) (a) = ag, para todo k =0,1,...,n. Além do
mais, essa func¢ao polinomial p € dada por
a a a
p(z) :a0+a1(a:—a)+??(x—a)2+§?(x—a)3+-~'+ni:(x—a)”,
para todo x € R. O

EXEMPLO 33.4 (reescrevendo um polindmio em poténcias de z — a, se-
gundo método). Considere a fungdo polinomial p que aparece no Exem-
plo m Uma outra forma de escrever p(x) usando poténcias de z — 2 é
através da férmula que nos d& que o coeficiente ¢ de (z —2)* deverd
ser igual a k-ésima derivada de p no ponto 2 dividida por k!. Em outas
palavras, temos

/! 2 ///2
V') T}

para todo z € R. Calculamos entao primeiro as derivadas de p num ponto
x € R qualquer, como segue:

(33.10)  p(z) = p(2) +p'(2)(x —2) + (z —2)% +

p(z)=a2® -2z + 50— 3, p'(x) =322 — 4z +5,
P(a) =60 —4, () =6
agora avaliamos essas derivadas no ponto 2:
p(2)=7, p(2)=9, p'(2)=8 p"(2)=6.
Usando obtemos entao
p(@) =T+9(x —2) +4(x —2)* + (v — 2),
para todo = € R, como ja haviamos visto no Exemplo |33.2

Tendo em maos o Teorema podemos agora introduzir a definicao
central desta secao.
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DEFINIGAO 33.5 (polinémio de Taylor). Seja f : D — R uma fungao
com D C R e seja a € D um ponto de acumulacao de D. Dado um inteiro
nao negativo n, se f for n vezes derivavel no ponto a, entao o polinémio de
Taylor de ordem n de f em torno do ponto a é o inico polinémio p de grau
menor ou igual a n tal que p*)(a) = f*)(a), para todo k =0,1,...,n

Em vista do Teorema [33.3] temos que o polinoémio de Taylor p de ordem
n de f em torno do ponto a é dado por

p(e) = F(@) + a)(a —a) + L\ (e - a)?

(33.11)

a n
o e (- a),

para todo x € R. Note que o polinémio de Taylor de ordem n de f em torno
de a nem sempre tem grau n. De fato, o grau desse polinémio é menor do
que n se, e somente se, f(™(a) = 0.

EXEMPLO 33.6 (polinomio de Taylor da fungao exponencial). Considere
a fungdo f : R — R definida por f(z) = e, para todo x € R. Temos que
f' = f e portanto f*) = f, para todo inteiro ndo negativo k. Daf

fR0) =€ =1,

e portanto para todo inteiro nao negativo n temos que o polinomio de Taylor
p de ordem n de f em torno do ponto zero é dado por
() = 1+$+m2+x3+ oy +$2+x3+ + &
€T i - J— - = x J— . -
P 0! 3! n! 21 3l n!’

para todo = € R.

EXEMPLO 33.7 (polinémio de Taylor de seno e cosseno). Vamos deter-
minar os polinémios de Taylor das fungoes seno e cosseno em torno do ponto
zero. As derivadas de ordem superior da funcao seno, comecando pela zero-
ésima, estao listadas abaixo:

sen, cos, —sen, —cCoOs, Sen, COS, —sSen, — COs,

Como a quarta derivada da funcao seno ¢é a prépria funcao seno, concluimos
que essa sequéncia de derivadas de ordem superior é periodica de periodo
quatro. Avaliando essas derivadas no ponto zero obtemos

0, 1, 0, -1, 0, 1, 0, -1, ...

ou seja, as derivadas de ordem par da fung@o seno calculadas em zero sao
todas iguais a zero e as derivadas de ordem impar da funcao seno calculadas
em zero sao todas iguais a 1 e a —1, sendo que o sinal se alterna. Para todo
inteiro nao negativo n, temos entao que o polinomio de Taylor p de ordem
2n + 1 da funcao seno em torno do ponto zero é dado por

3 5 7 g2t
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para todo z € R. Note que esse também ¢é o polinémio de Taylor de ordem
2n + 2 da funcao seno em torno de zero, ja que a derivada de ordem 2n + 2
da funcao seno no ponto zero é nula. No caso da fungao cosseno, sao as
derivadas de ordem fmpar que se anulam no ponto zero e as derivadas de
ordem par no ponto zero que se alternam entre 1 e —1. Assim, para todo
inteiro nao negativo n, o polindbmio de Taylor ¢ de ordem 2n da funcao
cosseno em torno do ponto zero é dado por

2 4 6 xZn

— 1 T ()
para todo z € R. Esse também ¢é o polinomio de Taylor de ordem 2n + 1
da fungao cosseno em torno de zero, ja que a derivada de ordem 2n + 1 da

fungao cosseno no ponto zero é nula.

Passemos agora ao problema de estimar o erro que cometemos ao apro-
ximar uma funcéo pelo seu polinémio de Taylor. Antes de mais nada, intro-
duzimos um pouco de terminologia.

DEFINIGAO 33.8 (resto do polindémio de Taylor). Seja f: D — R uma
funcao com D C R e seja a € D um ponto de acumulacao de D. Dado um
inteiro nao negativo n, se f for n vezes derivavel no ponto a, entao o resto
do polinomio de Taylor de ordem n de f em torno do ponto a é a fungao
r : D — R definida por » = f — p, em que p é o polindbmio de Taylor de
ordem n de f em torno do ponto a.

Evidentemente, se r é o resto do polinomio de Taylor de ordem n de
f em torno de a, entdo r*)(a) = 0, para todo k = 0,1,...,n. Vamos
agora estabelecer a estimativa assintética (33.5) para o resto do polindémio
de Taylor.

TEOREMA 33.9 (estimativa assintética de uma funcdo com derivadas
nulas até ordem n num ponto). Seja f : I — R uma funcao cujo dominio
I C R € um intervalo com mais de um ponto e seja a € I. Suponha que
f € n wvezes derivdvel no ponto a para um certo inteiro positivo n e que
) (a) =0, para todo k =0,1,...,n. Vale que:

(33.12) lim &)

r—a (;13 — a)” =0

DEMONSTRAGAO. Usamos indugao em n. Se n = 1, o resultado segue
diretamente da definigao de derivada, ja que f(a) =0 e:

tim L) g O =@y g

T—=ar — a r—a Tr—a
Suponha agora que n > 2 e que o enunciado do teorema seja valido com n—1
no lugar de n (e para uma fungao arbitréria). Como f é duas vezes derivavel
no ponto a, temos que a restri¢ao de f a um intervalo J =|a —r,a +r[NT
é derivavel, para algum r > 0 (Defini¢do [26.10). Para todo = € J com
x # a podemos entao aplicar o Teorema do Valor Médio (Teorema
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para a restrigdo de f ao intervalo fechado de extremidades a e x e obter ¢
no interior desse intervalo de modo que:
- f@) _J@) = @)

T—a T—a
Defina uma funcao ¢ : J \ {a} — J \ {a} escolhendo para cada x € J \ {a}
um ponto ¢ no intervalo aberto de extremidades a e x satisfazendo
e tome 9 (x) = c. Dai

(33.14) ) _ f' (¥ (2)),

para todo = € J \ {a},

(33.15) a<YP(zr) <z,
para todo z € J maior do que a e
(33.16) r < ¢Y(x) < a,

para todo x € J menor do que a. Usando (33.15)), (33.16) e o Teorema

do Sanduiche (Teorema [4.1]), obtemos que ambos os limites laterais — ou o
Unico que fizer sentido, se a for uma extremidade de I — da funcao ¥ no
ponto a sao iguais a a e portanto:

(33.17) lim ¢ (z) = a.
r—a
De (33.14), vem
!/

- fo) _ F@)

(x—a)»  (z—a) !
para todo x € J diferente de a. Como a funcao derivada f’ — ou melhor,
a derivada de f|; — é uma funcdo n — 1 vezes derivavel no ponto a e sua
k-ésima derivada no ponto a é nula para £k = 0,1,...,n — 1, a igualdade
(33.12)) vale com f’ no lugar de f e n — 1 no lugar de n, isto é:

/

(33.19) lim W g

y=a (y —a)*!
Usando a substituicao de varidveis y = ¢ (z) em (33.19) (que é justificada
pelo item (a) do Teorema[6.3) e (33.17)), obtemos:

(33.20) lim m .
Da igualdade vem

fl@) W) (@) —ayn-t
(33.21) (z—a)* ((z) - a)n—l ( v —a ) )

para todo z € J diferente de a. Como (x) estd no intervalo aberto de
extremidades a e x, obtemos

Y (x) —a| <z —a
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e portanto

— n—1
(33.22) ‘(M> ‘ <1,
T—a
para todo x € J diferente de a. A conclusao segue agora de (33.21] m,
(33.22) e do Corolério [4.6] do Teorema do Sanduiche.

COROLARIO 33.10 (estimativa assintGtica do resto do polindmio de Tay-
lor). Sejam f: I — R uma fun¢ao cujo dominio I C R € um intervalo com
mais de um ponto, n um inteiro positivo e a € I um ponto em que f én
vezes derivdvel. Se r : I — R denota o resto do polinomio de Taylor de
ordem n de f em torno do ponto a, entao:

r(z)

(33.23) ili}}l @—ap =0.
DEMONSTRACAO. Basta notar que
r®(a) =0,
para todo k =0,1,2,...,n. U

EXEMPLO 33.11 (usando a estimativa assintdtica do resto do polindmio
de Taylor para calcular limites). O Corolario [33.10[é uma ferramenta muito
util para o calculo de limites. Por exemplo, vamos usd-lo para calcular o
limite

. T —senx

lim ————

z—0 X
que ja haviamos calculado usando a regra de L’Hospital (Exemplo [32.3]).
Usando o polinémio de Taylor de ordem 3 da funcao seno em torno de zero
calculado no Exemplo e o Corolario [33.10 obtemos

23
SeNT =& — ~= +r(x),

para todo x € R, em que o resto r : R — R satisfaz:

=0.
x—0 .’ES
Dai:
3
. xr—senzx . e-r@) 1  rx) 1
lim ———— = lim *——~ == — lim —*% = =.
20 3 z—0 3 6 x50 x3 6

Vamos mostrar agora que o polinomio de Taylor de f em torno do ponto
a é na verdade o unico polinomio de grau menor ou igual a n para o qual a

estimativa assintética (33.23]) para o resto é vélida.
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COROLARIO 33.12 (a estimativa assintética do resto caracteriza o po-
linomio de Taylor). Sejam f : I — R uma fungdo cujo dominio I C R € um
intervalo com mais de um ponto, n um inteiro positivo e a € I um ponto em
que f én vezes derivdvel. Se p: R — R é uma func¢do polinomial de grau
menor ou igual a n tal que

(33.24) lim L) = P@) 0,

z—a  (x —a)"
entdo p € o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno do ponto a.
DEMONSTRAGAO. Seja ¢ : R — R o polinomio de Taylor de ordem n de

f em torno do ponto a e vamos mostrar que p = g. Segue do Corolario|33.10
que

(33.25) lim £ =4@)
T—a (x — a)”

e ai subtraindo (33.24]) de (33.25)) obtemos:

(33.26) lim 2 4@ _

z—a (;1: — a)”

Se fosse p # ¢, al p — ¢ seria um polinémio ndo nulo de grau menor ou
igual a n e poderfamos escrever p(z) — g(x) = (z — a)*r(z), em que r é um
polinémio tal que r(a) # 0 e k é um inteiro tal que 0 < k < n. Dai

f " = ) = @) 0

e usando (33.26]) obtemos

ilg(ll W — Jl,‘lirtll (M(m _ a)n—k) —0,

o que nos da uma contradicao. O

O Corolario [33.12 pode ser usado para encontrar o polinémio de Taylor
de uma funcao sem ter que calcular explicitamente as suas derivadas.

EXEMPLO 33.13 (determinando o polindomio de Taylor sem o calculo
explicito das derivadas). Considere a funcao f : R — R dada por

f(z) =e®senw,

para todo x € R. Vamos ver como usar o Corolario para determinar
o polinémio de Taylor da funcao f em torno de zero usando os polinémios
de Taylor de ordem zero das funcées exponencial e seno. Note que seria um
tanto trabalhoso calcular as derivadas de ordem superior de f explicitamente
e usar a férmula para determinar o polinémio de Taylor. No que
segue, nés vamos a titulo de exemplo determinar o polinomio de Taylor de
ordem 4 de f em torno de zero, mas usando a mesma técnica poderiamos
determinar o polindomio de Taylor de qualquer ordem. Usando o polinémio
de Taylor de ordem 3 da funcao exponencial em torno de zero calculado no
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Exemplo e o polinomio de Taylor de ordem 4 da funcao seno em torno
de zero calculado no Exemplo obtemos
2 3
T

(33.27) e$:1+x+‘%+€+n(x),
3
(33.28) senr =x — % + ro(z),

para todo x € R, em que o Coroldario [33.10| nos dé que os restos r1 : R — R
e ry : R — R satisfazem:

(33.29) im 7 0 e gim L(f) = 0.
z—=0 X z—=0 X
Multiplicando as igualdades (33.27)) e (33.28]) obtemos
2 3 3
(33.30) flx) = (1 +z+ % + %) (l‘ — %) +r(z),
em que
z? 2  ad
r(z) = ri(z) (95 - F) + ra(x) (1 +x+ > + E) + ri(x)ra(x),

para todo x € R. Usando ([33.29)) agora é facil verificar que:
r(z)

lim —= = 0.
z—0 X
Expandindo o lado direito de (33.30]), obtemos
3
X -
(33.31) flz)=x+2>+ 3 + 7 (x),
em que
25 b
7(z) 13 36 +r(x),
para todo x € R e portanto:
SC)
.32 lim —* = 0.
(33.32) lim — 7 0

Usando o Corolario [33.12f e as igualdades (33.31)) e (33.32)), concluimos que
o polinomio de Taylor p de ordem 4 da funcao f em torno de zero é dado
por

3

x
p(x)::l:—l—acz—i-?,

para todo = € R.

EXEMPLO 33.14 (a hipétese de que f seja n vezes derivdavel no ponto
a é fundamental no Corolério . O Corolario nos diz que se a
condicao (|33.24]) é satisfeita para algum polinémio p de grau menor ou igual
a n, entao p é o polinémio de Taylor de ordem n de f em torno do ponto a,
desde que f seja n vezes derivdvel no ponto a. Evidentemente, se f nao é
n vezes derivavel no ponto a, entdo f nem sequer possui um polinémio de
Taylor de ordem n em torno de a bem-definido. Mas sera que a condigao
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(133.24]) poderia automaticamente implicar que f seja n vezes derivavel no
ponto a? Vejamos: em primeiro lugar, note que (33.24)) implica que

_ _ i (f(@) —p@) n) _

lim (£(2) — p()) = lim (== FF @ - a)") =0

e portanto:

lim f(x) = lim [p(2) + (£(z) ~p(x))] = p(a).

T—ra

Agora, pode bem acontecer que f(a) # p(a), ja que a condigao (33.24)) nada
tem a dizer sobre o valor de f no ponto a. Podemos simplesmente alterar a

vontade o valor de f no ponto a e o limite que aparece em nao muda
de valor. E bem possivel portanto que f seja descontinua no ponto a, em-
bora essa descontinuidade serd necessariamente removivel (Definicao [31.2)).
Suponha entao que f seja continua no ponto a, isto é, que:

f(a) = p(a).
Como n > 1, a condicao (33.24]) nos da
g L0 =00) _ g, (1) =0l

(z —a)"

(z—a)"™) =0,

T—a T —a T—a

e portanto:

lim
r—a T — a r—a

)= 1)y, (S0)=0) , o) =0y
Tr—a r—a

Temos entao que, se f for continua no ponto a, entdo a condigao ((33.24)
(para n > 1) implica que f é automaticamente derivavel no ponto a; dai, se
p tem grau menor ou igual a 1, entdo p é o polindmio de Taylor de ordem 1
de f em torno do ponto a. Os resultados positivos terminam ai: paran > 2,
a condicao ja nao garante que f seja duas vezes derivavel no ponto
a, nem mesmo assumindo que f seja continua. Por exemplo, considere a
funcéo f : R — R definida por

1
— 3 el
flz)=x sen —,

para todo x # 0 e f(0) = 0. Temos que

T
lim Lz) = lim zsen — =0,
z—0 X x—0 xT

ou seja, a condicao (33.24) é satisfeita com n = 2, p =0 e a = 0. Vamos
calcular a derivada de f. No ponto zero usamos a defini¢ao

— 1
f'(0) = lim J@) = JO0) _ lim 2% sen — = 0
z—0 T z—0 X
e num ponto x # 0 calculamos f’(z) usando as regras de derivagao:

1 1 1 1 1
f'(z) = 3z%sen — + 23 cos—(——2> = 3z%sen — — xcos —.
x z\ x x T
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Vemos agora que a funcao f nao é duas vezes derivavel no ponto zero, isto
¢, a funcao f’ nao é derivdvel no ponto zero ji que o limite

lim M = lim (350 sené — cos l)

x—0 x z—0 T

nao existe; de fato, esse limite envolve a soma de uma funcdo cujo limite
existe e é finito com outra cujo limite nao existe (veja o Exemploe adapte
o argumento do Exemplo para a funcao cos %)

Uma outra aplicagao interessante da estimativa assintética para o resto
do polinémio de Taylor (Corolario[33.10]) é uma generalizacao do critério da
derivada segunda (Coroldrio corde que esse critério nos permite
classificar um ponto critico de uma fungao f — isto é, determinar se é um
maximo local, um minimo local ou nenhum dos dois — em termos do sinal da
derivada segunda de f nesse ponto. Quando nao s6 a derivada primeira, mas
também a derivada segunda de f se anula num ponto, o critério da derivada
segunda nao nos da nenhuma informagao sobre que tipo de ponto critico
temos. O resultado que provaremos agora nos permite classificar um ponto
critico de uma funcao f definida num intervalo em termos das derivadas de
ordem superior de f nesse ponto, desde que ao menos alguma derivada de
ordem superior da fungdo no ponto nao se anule (isso nem sempre acontece,
como veremos no Exemplo . Mais especificamente, se a é um ponto
critico de f e se m é o menor inteiro positivo tal que f((a) # 0, entdo
podemos classificar o ponto critico a olhando para a paridade de n e para o
sinal de f(™ (a). Os detalhes estao no enunciado a seguir.

TEOREMA 33.15 (classificando pontos criticos usando derivadas de or-
dem superior). Sejam f : I — R uma fun¢do cujo dominio I C R é um
intervalo com mais de um ponto, n um inteiro positivo e a € I um ponto em
que f € n vezes derivdvel. Suponha que f(k)(a) =0parak=1,....n—1ce
que f™(a) # 0. Sen € par, temos que:

(1) se f™(a) > 0, entdo a é um ponto de minimo local estrito de f;
(2) se f™(a) < 0, entdo a é um ponto de mdzimo local estrito de f;

s

ja sen € impar, temos que:

(3) se a é um ponto interior de I, entdo a nao é nem um ponto de
mazimo local nem um ponto de minimo local de f;

(4) se a € a extremidade esquerda de I e se f((a) > 0, entdo a é um
ponto de minimo local estrito de f;

(5) sea € a extremidade esquerda de I e se f((a) < 0, entdo a é um
ponto de mdzximo local estrito de f;

(6) se a € a extremidade direita de I e se f)(a) > 0, entdo a é um
ponto de mdaximo local estrito de f;

(7) se a é a extremidade direita de I e se f")(a) < 0, entdo a é um
ponto de minimo local estrito de f.
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DEMONSTRAGAO. Temos que o polinomio de Taylor p de ordem n de f
em torno de a é dado por

para todo x € R. Definimos

r(x)

(x —a)™’

H(z) =

para todo x € I diferente de a, em que r = f — p denota o resto. Dal

(™)
(33.33) £a) - fl@) = (@ - 0 (L2 1wy,
n!
para todo x € I diferente de a. O Corolério [33.10| nos da
ill}I(lz 7(z) =0
e portanto:

o (22 ) = 170

T—a n! n!
segue entao do Teorema que
fM(a)
n! +7(@)

possui o mesmo sinal que f (n) (a) para todo x € I com x # a e x préximo de
a. Usando agora ([33.33)) podemos analisar o sinal de f(z) — f(a) para z € I
com x # a e x proximo de a em termos do sinal de x — a, da paridade de
n e do sinal de f((a). Pode-se completar a demonstracio através de uma
simples anélise de casos. Por exemplo, o item (1) é demonstrado assim: se
n épar e fM(a) > 0, entdo f(z) — f(a) > 0 para todo = € I com = # a e
x préximo de a, de onde segue que a é um ponto de minimo local estrito de
f. Os outros itens sdo demonstrados por raciocinios similares. ([

Vejamos agora um exemplo de uma funcao nao nula de classe C*° que
possui todas as derivadas nulas em um ponto. Esse exemplo mostra que ha
fungoes de classe C'°° para as quais mesmo o Teorema [33.15| ndo permite
classificar os pontos criticos da fungao.

EXEMPLO 33.16 (uma fungdo ndo nula com todas as derivadas nulas
num ponto). Sejam p: R — R e ¢ : R — R fungoes polinomiais tais que
q(z) # 0 para todo z > 0. Considere a funcao f: R — R definida por

para todo x > 0 e f(x) = 0, para todo x < 0. Vamos verificar que a
funcao f é de classe C™ e que f*)(0) = 0, para todo inteiro nio negativo
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k. Comecamos verificando que f é continua. Evidentemente, f é continua
em todo ponto de R \ {0} e:
lim f(z) =0= f(0).

z—0~
Para calcular o limite de f no ponto zero pela direita, fatoramos a funcao
polinomial ¢ na forma ¢(x) = z"r(x), em que n é um inteiro ndo negativo e
r é uma funcao polinomial tal que r(0) # 0. Dai:

lim f(xz) = lim p(z) -2 im .
=0+ a—0+ " (T) =0t () a—0t "

Como 7(0) # 0 temos evidentemente que
p(z) _ p(0)

im
a0t r(z)  r(0)
e usando a substituicao y = % obtemos:
1
-1 n

. € .
lim = lim = =0,
z—0+ X" y—r+oo ¥

ja que a exponencial e¥ cresce mais rapido do que qualquer poténcia de y

(Teorema |11.14)). Segue que
lim f(z)=0

z—0t

e portanto que f é continua. Vamos mostrar agora que f é derivavel. Em
primeiro lugar, é claro que para todo x < 0 vale que f é derivavel no ponto
xz e f'(x) = 0. Além do mais, para todo x > 0 vale que f é derivavel no
ponto x e:

P(@)g(x) —plx)d'(z) 1 plx) 1
z%q(z) q(x)
em que P e ¢ sao as funcoes polinomiais dadas por:

pla) = 2* (P (2)g(x) — p(2)d (2)) + p(a)a(z) e G(x) = 2°q(2)?,

para todo z € R. A derivada de f no ponto zero é calculada diretamente
pela definicao. Temos evidentemente

i @) = £(0)

z—0~ T

=0
e usando o mesmo raciocinio que usamos para mostrar que lim,_,q+ f(z) =0

vé-se que:
L@ = SO L ()

e"w =0.
z—07t x z—0t xq(x)

Dai f é derivével no ponto zero e f'(0) = 0. Agora note que a fungao [ é
dada por uma expressao idéntica aquela que define f, trocando os polinémios
p e qpor pe q, de onde segue que f' também é derivdvel e que f”(0) = 0.
Continuando esse raciocinio (a rigor, usando uma prova por inducdo) vé-se
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que f é uma funcao de classe C*° e que f(k)(O) = 0, para todo inteiro nao
negativo k.

O préximo resultado dd uma estimativa concreta para o resto do po-
linémio de Taylor de uma funcao. Essa férmula para o resto do polinémio
de Taylor é conhecida como resto de Lagrange.

TEOREMA 33.17 (resto de Lagrange). Sejam n um inteiro nao negativo,
f I — R uma funcgao de classe C™ cujo dominio I C R é um intervalo, a e
x pontos distintos de I e suponha que f é n+1 vezes derivdvel nos pontos do
intervalo aberto de extremidades a e x. Se r denota o resto do polinéomio de
Taylor de ordem n de f em torno do ponto a, entdo existe um c no intervalo
aberto de extremidades a e x tal que:

f(n+1)(c)

n+1
(n+ 1) '

r(z) = (z —a)
DEMONSTRAGAO. Como = — a # 0, existe evidentemente um nimero
real K tal que:

K il
r(z) = m(l‘ —a) +17

o que temos que provar é que K é igual a f("t1) (c) para algum ¢ no intervalo
aberto de extremidades a e x. Denotando por p o polindmio de Taylor de
ordem n de f em torno do ponto a, temos:

_ K n+1
(33.34) f(z) =p(x) + CE] (x —a)" .
Com o propésito de mostrar que K = f("+1)(¢) para algum ¢ no intervalo
aberto de extremidades a e x, ndés vamos olhar para a expressao que aparece
do lado direito da igualdade e nds vamos pensar nela como uma
funcao de a; mais precisamente, nés vamos definir uma funcao ¢ : I — R
fazendo

o(0) = £+ £ =0+ LD = e O gy
(33.35) g —_ o —
LR A P § TR A

para todo t € I, de modo que ¢(a) é igual ao lado direito da igualdade

e portanto:

p(a) = f(z).
Como f é de classe C™ e é n+1 vezes derivavel nos pontos do intervalo aberto
de extremidades a e x, temos que ¢ é continua e é derivavel nos pontos do
intervalo aberto de extremidades a e z. Evidentemente, p(x) = f(z) = ¢(a)
e portanto o Teorema de Rolle (Teorema nos da que existe um ponto ¢
no intervalo aberto de extremidades a e x tal que ¢'(c) = 0. Vamos calcular
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a derivada de ¢ num ponto t desse intervalo aberto. Para cada k =1,...,n,
calculamos a derivada do termo

(k) (¢
(33.36) / k'( ) (z —t)*

que aparece na expressao (33.35)). Temos:

(®) (k+1) (*)
% f k'(t) ($ _ t)k: — f o (t) ($ _ t)k; + f k'(t) [k‘(ﬂ:‘ t)k—l]( 1)
(3337 _ FEFD (1) Ry f®() k-1
Dai:
S0 =0+ 1O -0 - PO+ [ 2 e -
(k+1) ()
+oe [f i Dot - ({c —(3!(95 — "]
(nt1) ()
T [f nl Do (J:z —(3!( o] - %(x -t

Verifica-se que na soma acima quase tudo se cancela e sobra apenas:

Ft) (¢ ., K I AUanl (I ¢ .

dy =T O gy B 2 R e
Como ¢/(c) =0 ez —c¢ # 0, segue que K = f"(¢), como queriamos
demonstrar. O

Antes de ver alguns exemplos de aplicagoes do Teorema [33.17, vamos
mostrar um resultado que é ttil para verificar em muitas situagoes que o
resto do polinomio de Taylor de ordem n calculado num ponto x tende a
zero quando n tende a +oo.

TEOREMA 33.18 (fatorial cresce mais rapido do que uma exponencial).
Para qualquer nimero real x, vale que:

.oxm
lim — =0.
n—+oo 1!

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema |4.2] é suficiente mostrar que:

Em primeiro lugar, note que

I = I

n! 1 2 n’

para qualquer inteiro positivo n. Fixe um inteiro positivo qualquer k tal que
k > 2|z|. Para qualquer inteiro n > k, temos entao

N e O e N el |z|

nl 1 2 k—1k k+1 n
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em que os n — k + 1 fatores

lel =l 2|
N e )
Sa0 menores ou iguais a % Dai
n
(33.38) M 1 R

nl =1 2 k—12nktD
para todo inteiro n > k. Como

. 1
nEIfOO on—k+1 0,

a conclusao segue de (33.38) e do Teorema do Sanduiche para limites no
infinito (Teorema [8.17)). O

EXEMPLO 33.19 (estimativa do resto do polinémio de Taylor da fungao
exponencial e estimativa do nimero ¢€). Seja f : R — R a funcao dada por
f(x) = e*, para todo x € R. Como vimos no Exemplo para um inteiro
nao negativo n qualquer, temos que o polinomio de Taylor p, de ordem n
de f em torno do ponto zero é dado por

x? z"
pu(@) = 1o+ Dok
para todo =z € R. Se r, = f — p, denota o resto do polinéomio de Taylor de
ordem n, entao para qualquer € IR nao nulo, o Teorema nos diz que
existe ¢ no intervalo aberto de extremidades 0 e x tal que:

T'n(l’) — f(nJrl) (C) .ZL‘TH_I — e n+1
(n+1)! (n+1)!
Evidentemente, r,(0) = 0. Se > 0, entao 0 < ¢ < z e portanto:
anrl e® 1
33.39 0< —— —x"
( ) < CES <rp(x) < (n—l—l)!:E ;
jase x <0, entao z < ¢ < 0 e dai:
’x‘nJrl
33.40 ilind B
(33.40) (@) < G

Usando (33.39)), (33.40), o Teorema |33.18/ e o Teorema do Sanduiche para
limites no infinito (Teorema [8.17)), concluimos que

lim r,(z) =0,
n——+0o

para qualquer x € R. Como f = p, + r,, segue que

. . ) $2 "
(33.41) e :ngrfmpn(x) :nEIfoo (1+$+§+.“+H>’
para todo z € R. Em particular:
1 1 1
e= tim (1414 o+t
2! n!

n—+00 3'
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Como n! =2-3---n éigual ao produto de n — 1 fatores maiores ou iguais
a 2, temos que n! > 2"~! e portanto
11 11 1 1 1) -1

1
T S e T = =1-—<1,
2!+3!+ +n!_2+22+ +271*1 2 %—1 on—1

em que usamos a férmula da soma de uma progressao geométrica. Dai
2<1—|—1+l+l+--'+i<3
21 3! n! ’
para todo inteiro n > 2; tomando o limite quando n tende a +00 nessas
desigualdades (Coroldrio , obtemos:

2<e<3.
A estimativa e < 3 juntamente com (33.39)) nos d&
xn+1 3z

<@ < G

para todo x > 0 e todo inteiro nao negativo n. Em particular
1 3

33.42 — < rp(l) < —,
(3342) mrn < W< G

para todo inteiro nao negativo n. Como
1 1
e=e' =pa(1) (1) =1+ 1+ 5+ + — (1),
as desigualdades em ([33.42)) nos dao a seguinte estimativa para o nimero e

1 1 1 1 1 3
33.43) 1414ttt ettt
(8343) 141t gt ot Gy < e < Mgt ot G or

valida para todo inteiro nao negativo n. A estimativa (33.43)) é muito efi-
ciente para obter aproximacoes do ntimero e. Por exemplo, usando ([33.43))

com n = 5 obtemos

SRR S I S SIS S I S
276 24 120 720 276 24 120 ' 720
e fazendo as contas vem

2+ oL7 <e<2+ o1
ce il
720 720

ou em termos da expansao decimal:

2,7180555 ... < e < 2,7208333....

EXEMPLO 33.20 (estimativa do resto do polinémio de Taylor da fungao
seno). Considere a fungao f : R — R dada por f(z) = senz, para todo x em
R. Para todo inteiro nao negativo n, denote por p, o polindomio de Taylor
de ordem n de f em torno de zero e por r, = f — p,, o resto correspondente.
Como vimos no Exemplo vale que

3 5 7 p2n+1
p2n+2($):»T*fﬂL**fJf'”ﬁL(*l)nmv
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para todo = € R e todo inteiro nao negativo n. Pelo Teorema para
todo = # 0, temos que existe ¢ no intervalo aberto de extremidades 0 e x tal
que:

f(2n+3) (c)
(3344) Ton+2 ($) = m$2n+3.
Como |f?+3)(¢)] < 1, vem:
|x|2”+3
33.45 < .
Segue entao do Teorema [33.18| que lim,,—, o T2n+2(z) = 0 e portanto
. o S . p2nt1

para todo x € R. A desigualdade pode ser usada para produzir
estimativas concretas sobre o valor do seno de um numero real x dado.
Por exemplo, suponha que queiramos obter uma estimativa para sen0,1
cometendo um erro inferior a 10~7. Para isso precisamos primeiro encontrar
um inteiro nao negativo n tal que
0712n+3

<107,
(2n 4+ 3)! <
E f4cil ver que tomando n = 1 essa desigualdade ja é satisfeita:
2n+3
0,1 _ 1! <1077,
(2n+3)!  10°-5! 1,2-107
Dai
13
sen0,1 = 0,1 — Oé! +74(0,1) = % +74(0,1) = 0,0998333 ... 4+ r4(0,1),

em que o resto 74(0,1) tem valor absoluto menor do que 10~7. Na verdade,
usando a férmula (33.44]) com n = 1 e x = 0,1, obtemos mais especificamente

que:
cos ¢

120
para algum c tal que 0 < ¢ < 0,1. Como 0,1 < F, temos que cosc > 0 e
portanto:

r4(0,1) = 0,1°,

0 < r4(0,1) <1077,
Dai:
0,0998333 ... < sen0,1 < 0,0998333...+107".
Um raciocinio totalmente analogo ao que foi feito acima pode ser usado para
mostrar que

2 4 6 2n

_ 2t oz N X
(33.47) cosx:ngriloo@—E—Fﬁ—a%“”—i-(—l) ),

para todo = € R.
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EXEMPLO 33.21 (o resto do polinémio de Taylor de ordem n nem sempre
tende a zero quando n tende a infinito). Seja f : R — R a funcdo definida
por f(x) = e_%, para todo z > 0 e f(z) = 0, para todo z < 0. Como
vimos no Exemplo a funcio f é de classe C*® e f*)(0) = 0, para todo
inteiro nao negativo k. Em particular, para qualquer inteiro nao negativo
n, o polinomio de Taylor p, de f de ordem n em torno do ponto zero é
identicamente nulo e o resto correspondente 7, = f — p,, é igual a f. Dai
lim 7 (z) = f(2),

+00

n—

para todo = € R, sendo que f(z) > 0 para todo z > 0.



CAPiTULO 3
Primitivas (“integrais indefinidas”)

34. Definicao e propriedades elementares

Damos inicio agora ao estudo de integrais ou, melhor dizendo, de al-
gumas técnicas para se encontrar uma antiderivada de uma funcao dada.
Integrais sao uma espécie de generalizagao de soma e sao usadas, por exem-
plo, para dar defini¢oes precisas das nogoes de area e volume, bem como
para calcular areas e volumes. Integrais sdo fundamentais em Fisica para
calcular momentos lineares, centros de massa, momentos angulares, momen-
tos de inércia e diversas outras grandezas fisicas sempre que optamos por
descrever a matéria como um continuum em vez de como sendo constituida
por particulas isoladas. Integrais também aparecem em Fisica no calculo do
trabalho realizado por uma forga, quando a forga depende do tempo (aqui
a matéria pode ser discreta — feita de particulas — mas o tempo é um
continuum e por isso precisamos de uma integral). Existem muitas formas
diferentes para se definir a nocao de integral, sendo cada uma dessas for-
mas melhor adaptada para um determinado propdsito. A nocéo de integral
que normalmente se estuda em cursos elementares de Célculo Diferencial
¢ a integral de Riemann, que é boa o suficiente para lidar com as fungoes
que tipicamente aparecem nesses cursos e ¢ a mais simples de se definir:
a definicdo de integral de Riemann nada mais é que um limite de somas.
Falando de forma bem resumida, se f : [a,b] — R é uma funcao limitada,
entao a integral de Riemann de f, denotada por

[ 1w

é definida assim: escolhemos uma cole¢éao finita de pontos
a=ty<ti <---<tpr=b

no intervalo [a, b] que sdo usados para produzir uma particao desse intervalo
em intervalos menores [t;,t;11], 7 =0,1,...,k — 1. Escolhemos também um
ponto 7; em cada intervalo [t;, ;1] e olhamos para a soma:

o
—_

(34.1) fT)(tivr — ti) = f(0)(tr = to)+f (1) (t2 — 1)

s
I
o

ot f(Te—1) (B — te-1)-
176
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A integral f; f(x)dz é entao definida como sendo o limite da soma ((34.1))
quando os comprimentos ¢; 41 — t; dos intervalos [t;, t;+1] tendem a zero (a
formulacao precisa do significado desse limite é feita usando um enunciado

do tipo “para todo € > 0, existe § > 0, ...”). Se f(x) > 0 para todo
x € [a,b], entdo a integral f: f(z)dz é igual a area da regiao
(34.2) {(z,y) eER*:a<z<be0<y< f(z)}

delimitada pelo grafico de f, pelo eixo das abscissas e pelas retas verticais
x =aex=>b As somas que se aproximam da integral f; flx)dz
sdo iguais as dreas de regides formadas por um ndmero finito de retangulos
e que se aproximam da regiao . A notacao f: f(x)dx para a integral
de f é motivada pelo fato que essa integral é uma espécie de soma infinita
de produtos f(x)dz, em que x percorre o intervalo [a,b] e dx denota uma
perturbagao infinitesimal de z (veja a Se¢ao|17|para uma discussao a respeito
da histéria do Calculo Diferencial e do uso de infinitesimais). A defini¢ao
de integral de Riemann em termos do limite das somas é uma versao

precisa dessa ideia intuitiva: o fator f(z) em fff(:v) dz é trocado pelo
valor de f no ponto escolhido 7; e a perturbacao infinitesimal dz é trocada
pelo comprimento ¢;11 —t; do intervalo [t;, t;11] que posteriormente fazemos
tender a zerdll O chamado Teorema Fundamental do Cdlculo estabelece uma
conexao intima entre a nocao de integral e a nogao de antiderivada: mais
precisamente, esse teorema diz que se uma funcao limitada f : [a,b] — R
admite uma integral de Riemann fab f(z)dz (o que ocorre, por exemplo, se
f é continua) e se existe uma fungao derivavel F : [a,b] — R tal que F' = f,
entao vale a igualdade:

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Por motivos ébvios, uma funcao F tal que F’ = f é chamada uma antide-
rivada ou primitiva de f. Em vista dessa conexao intima entre integrais e
primitivas, é muito comum também chamar uma primitiva de uma fungao
de uma integral dessa fungdo. A terminologia tradicional é a seguinte: a
integral f; f(z)dz é chamada de integral definida de f de a até b e uma
primitiva F' de f é chamada uma integral indefinida de f e é denotada
normalmente por [ f(z)dz. Em outras palavras, primitivas sdo denotadas

. . b .
da mesma forma que as integrais fa f(x) dz, mas omitindo os extremos de
integracdo a e b. Os nomes “integral definida” e “integral indefinida” sao
usados porque se uma funcao f possui uma primitiva F, entao ela possui na

lUma outra nogao de integral que é mais dificil de definir, mas é bem mais ttil para
demonstrar teoremas em Andlise Matemdtica é a integral de Lebesgue, que generaliza a
integral de Riemann, no seguinte sentido: toda funcdo f que admite uma integral de
Riemann (isto é, f é uma funcao limitada para a qual o limite das somas existe)
admite também uma integral de Lebesgue e nesse caso a integral de Riemann coincide
com a integral de Lebesgue.
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verdade infinitas outras primitivas F' + C obtidas somando uma constante
C a funcao F'. Assim, uma integral indefinida é uma integral que néo pos-
sui uma resposta definida, ja que a resposta obtida contém essa constante
de integracdo C arbitraria que nas aplicagoes precisa tipicamente ainda ser
determinada utilizando alguma condicao adicional imposta pelo problema
sobre a funcdo F' (o seu valor num ponto dado, por exemplo). A integral
definida, por outro lado, tem um ntmero especifico como resultado e nao
envolve uma constante de integracao a ser determinada. Neste curso, nos
nao estudaremos integrais propriamente ditas — ou seja integrais defini-
das — mas apenas técnicas para encontrar primitivas de funcgoes, ou seja,
técnicas para calcular integrais indefinidas. A integracdo de Riemann, suas
aplicacoes e o Teorema Fundamental do Célculo fazem parte da ementa do
curso de Célculo II.

Terminada essa introducao informal, passemos as defini¢oes e enunciados
precisos.

DEFINIGAO 34.1 (primitiva ou antiderivada). Seja f : D — R uma
funcao, com D C R um subconjunto sem pontos isolados. Dizemos que

uma fungao F' : D — R é uma primitiva (também chamada antiderivada ou
integral indefinida) de f se F for derivdvel e F' = f.

Nessa definigao precisamos assumir que o dominio D nao tenha pontos
isolados para garantir que faca sentido falar da derivada de uma fungao
definida em D em qualquer ponto de D (recorde as Defini¢oes e .
Na pratica, D costuma ser um intervalo com mais de um ponto ou uma
uniao de intervalos com mais de um ponto, caso em que a auséncia de pontos
isolados é automatica. Evidentemente, se F' é uma primitivade fe C € R é
uma constante, entao F'4+ C também é uma primitiva de f. Frequentemente
estaremos interessados em fungoes cujo dominio é um intervalo e nesse caso
duas primitivas de f sempre diferem por uma constante, isto é, se F' é uma
primitiva de f, entao todas as outras primitivas de f sao da forma F+C, com
C € R. De fato, a diferenca entre duas primitivas de f tem derivada zero e
uma fungao definida em um intervalo cuja derivada é nula é necessariamente
constante (item (c) do Teorema [27.4).

Como mencionamos na introducao da se¢do, uma primitiva de uma
func¢do f é normalmente denotada por [ f(z)dz; mais precisamente, o fato
que F' é uma primitiva de f é normalmente expresso da seguinte forma:

(34.3) /f(a:) de =F(z)+C.

Como discutimos 14, essa notacao é motivada pelo Teorema Fundamental do
Calculo que estabelece uma relagao entre a primitiva F' e a integral definida
f; f(x) dz que nos primérdios do Célculo Diferencial era pensada como uma
espécie de soma infinita de produtos f(x)dz, com x percorrendo o intervalo
[a,b] e dz denotando uma perturbacao infinitesimal de . Modernamente,
pensamos nesse dr meramente como uma notacao para indicar qual é a
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“variavel de integragao”, como explicamos a seguir. A situagao aqui é similar
aquela que ocorre quando queremos escrever a derivada de uma funcao para
a qual ndo demos um nome (recorde a discussao ao final da Segao . Se
queremos falar da primitiva de uma funcdo para a qual introduzimos um
nome — como f — basta escrever [ f e ndo faz nenhum sentido poluir essa
notacao adicionando uma variavel x sem significado. No entanto, na pratica,
na maior parte das vezes queremos falar de primitivas de funcées para as
quais temos uma férmula — como z?e® — mas para as quais ndo nos demos
ao trabalho de introduzir um nome. Nesse caso, a variavel z na frente do
simbolo d tem um papel de desambiguacao, deixando clara qual é a funcao
que queremos integrar. Por exemplo, se escrevemos apenas

/ .’L'2y3 ex-l-y

nao é claro se queremos integrar a funcao f : R — R definida por
(o) = a?ye™ty,

para todo x € R, ou a funcao g : R — R definida por

g(y) — x2y36x+y7
para todo y € R. Por outro lado, se escrevemos
(34.4) /3323/3693'”’ dx

fica explicito que queremos integrar f e se escrevemos

(34.5) /x2y36$+y dy

fica explicito que queremos integrar g. Ressaltamos aqui que a expressao
nao deve ser entendida como um nome para uma funcao que é primi-
tiva de f, mas como uma notac¢ao para essa primitiva avaliada em x (isto
é, se I’ é uma primitiva de f, a expressao denota F'(x), ndao F'). Si-
milarmente, a expressao deve ser entendida como uma primitiva de g
avaliada em y, ndo como um nome para uma fun¢ao que é primitiva de g.
Nos vamos adotar a notagao porque ela é totalmente padrdao em
livros de Calculo Diferencial, mas na verdade trata-se de uma notagao ar-
caica e um tanto problematica. A dificuldade com essa notacao é que nao
é muito claro o que é que o termo [ f(z)dz deveria denotar, dado que f
possui infinitas primitivas. Aquele “+ C” na igualdade (34.3) supostamente
estd 14 para indicar esse fato: hd uma liberdade de somar uma constante
arbitraria a uma primitiva de f (se o dominio da fungao nao for um intervalo
a liberdade é na verdade maior — veja o Exemplo . Mas qual primitiva
o termo [ f(z)dz denota? Ele denota o conjunto de todas as primitivas
de f? Essa é uma interpretacao possivel, mas se vamos leva-ld a sério de-
verfamos por coeréncia tratar o termo [ f(x)dz como se ele denotasse um
conjunto, o que em geral nao é feito em livros de Calculo Diferencial. Ou-
tra opgao seria pensar na expressao [ f(z)dz como uma espécie de “termo
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multi-valorado” que denota varias coisas ao mesmo tempo, em vez de de-
notar uma coisa especifica. A pratica de usar “termos multi-valorados” nao
¢é usual na notacao matematica e seria necessario esclarecer como interpre-
tar corretamentﬂ férmulas em que termos desse tipo aparecem e tomar
cuidados especiais na sua manipulagao para nao obter contradicées. No
Exemplo veremos uma situacao concreta em que essa notacao para
integral indefinida pode gerar contradi¢coes. Em vista dessas dificuldades
com a notagao [ f(z)dz, nds faremos o seguinte: os enunciados de teore-
mas conterao sempre uma versao resumida do resultado em que a notagao
problemadtica é usada e uma versao mais precisa em que essa notagao nao
é usada. As situacOes concretas em que essa notacdo gera problemas ocor-
rem quando o mesmo termo [ f(z)dz aparece mais de uma vez ao longo
de um célculo e as varias ocorréncias desse termo precisam ser entendidas
como se referindo a funcoes diferentes. Nessas situagoes mais delicadas uma
discuss@o mais cuidadosa serd incluida (como no Exemplo [35.6)).

Antes de iniciar a apresentacao das técnicas de integrag@o, enunciamos
um resultado sobre existéncia de primitivas.

TEOREMA 34.2 (existéncia de primitivas). Seja f : I — R uma fun¢ao
cujo dominio I C R é um intervalo com mais de um ponto. Se f € continua,
entdao f possui uma primitiva.

A demonstracdo do Teorema [34.2] usa integracdo de Riemann junta-
mente com uma variante do Teorema Fundamental do Calculd e por isso
nao podemos apresenta-la agora. Uma pergunta natural que surge a par-
tir do Teorema [34.2| é se fungoes descontinuas podem ter primitivas e se
hé fungbes que nao tem primitiva. Sobre a primeira pergunta, recorde que
existem fungoes derivaveis cuja derivada nao é continua (Exemplo e
dai segue diretamente que existem fungoes descontinuas que possuem uma
primitiva. Sobre a segunda pergunta, recorde que a derivada de uma fungao
derivavel em um intervalo nunca possui descontinuidades removiveis ou des-
continuidades de salto (Exemplo e portanto fungoes definidas em um
intervalo que possuem alguma descontinuidade removivel ou de salto nunca
possuem uma primitiva.

Passamos agora a apresentacao dos primeiros teoremas que nos ajudam
a calcular integrais. Todo teorema a respeito do calculo de derivadas possui
um teorema correspondente “reverso” a respeito do cdlculo de integrais. A
seguir apresentamos as versoes “reversas” da regra do tombo, do teorema
da derivada da soma e do teorema da derivada do produto de fungdo por

2Por exemplo, se t; e ta sdo “termos multi-valorados”, o que uma expressao como
t; = to significa? Significa que o conjunto de todos os valores que t; pode assumir é igual
ao conjunto de todos os valores que t2 pode assumir? Ou significa apenas que algum dos
valores que t; pode assumir ¢é igual a algum dos valores que t» pode assumir? E o que
uma expressdo como t; < t2 significa?

3Essa variante diz que se f é uma fungao continua num intervalo, entdo a funcao F'

definida por F(z) = [7 f(t)dt é uma primitiva de f.
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constante. Listamos também algumas funcoes cujas primitivas sao imedia-
tamente visiveis.

TEOREMA 34.3 (regra do tombo reversa). Para qualquer b € R com
b # —1 wvale que:

b+1
(34.6) /@mmzx e)

Mais precisamente, para qualquer b € R com b # —1 wale que a fungao
f:1]0,400] = R definida por

flz) = 2®,

para todo x > 0 possui uma primitiva F : 10, 4+00] — R dada por

para todo x > 0. Além do mais:

e se b > 0, entdo o que foi enunciado acima vale também trocando
0s dominios de f e F por [0, +oo[;

e seb# —1 € da forma ==, com m,n € 7 e n impar, entdo o que foi
enunciado acima vale também trocando os dominios de f e F por
R\ {0};

e seb>0eb édaforma:, comm,n € Z en impar, entio o que
foi enunciado acima vale também trocando os dominios de f e F
por R.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da regra do tombo, isto é, dos Te-

oremas e (veja também Observagoes e[22.7)). O

O caso do expoente b = —1 ficou de fora do Teorema ja que evi-
dentemente o lado direito da igualdade nem faz sentido nesse caso. Se
b= —1, a funcdo f é a funcao dada por f(z) = % e sabemos que o logaritmo
neperiano é uma primitiva para essa funcao (Corolério . No entanto, o
dominio do logaritmo neperiano é apenas o conjunto |0, +oc[ dos nimeros
reais positivos, enquanto que podemos tomar como dominio de f o conjunto
R\ {0} de todos os reais nao nulos. Qual seria uma primitiva para f definida

em todo o conjunto R\ {0}? O resultado abaixo responde essa questao.

TEOREMA 34.4 (primitiva de 2). Vale que:
1
(34.7) /xm:mm+a

Mais precisamente, se f : R\ {0} = R € a fun¢do definida por f(x) = %,

para todo x # 0, entdo a fungdo F : R\ {0} — R definida por F(x) = In |z,
para todo x # 0, € uma primitiva de f.
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DEMONSTRAGAO. Temos

d 1 d
F'(z) = (I’ —|x| = — —
(@)= (' lal) bl = 37 g o
em que:
d 1, se x > 0,
——lz[ =
dx -1, sexz <0.
E f4cil ver entdo que F'(z) = % tanto para x > 0 como para x < 0. O

EXEMPLO 34.5 (todas as primitivas da funcao %) Considere a fungao
f: R\ {0} = R definida por f(z) = 1, para todo = # 0. Como vimos
no Teorema [34.4] o logaritmo neperiano do valor absoluto é uma primitiva
de f e, obviamente, qualquer funcao obtida do logaritmo neperiano do valor
absoluto pela soma de uma constante é também uma primitiva de f. Porém,
nesse exemplo o dominio de f ndo é um intervalo e f possui outras primitivas
além dessas. De fato, para quaisquer Ci,Cy € R, temos que a funcao
F:R\ {0} — R definida por

Inz + Cf, se x > 0,
F(z) =
In(—z) + Cq, sexz <0,

é uma primitiva de f. Essas sao de fato todas as primitivas de f, ja que duas
primitivas de f diferem por uma funcao definida em R \ {0} com derivada
nula e uma tal fungao deve ser constante nos intervalos |—o0, 0] e |0, +oo.
Note entao que a igualdade — que aparece em muitos livros de Calculo
Diferencial — nao é correta se interpretada como afirmando que todas as
primitivas de f sao iguais a soma do logaritmo neperiano do valor absoluto
com uma constante.

TEOREMA 34.6 (primitiva da soma). Sejam f: D —- R eg: D — R
fungdes cujo dominio D C R nao tem pontos isolados. Se f e g possuem
primitivas, entdo f + g possui uma primitiva e:

[urowar= [ s@ars [

Mais precisamente, se F': D — R € uma primitiva de f e G : D = R €
uma primitiva de g, entdo F' 4+ G € uma primitiva de f + g.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do fato que a derivada da soma é
a soma das derivadas (Teorema |18.1]). O

TEOREMA 34.7 (primitiva de produto por constante). Seja f: D — R
uma fungao cujo dominio D C R ndo tem pontos isolados. Para qualquer
c € R, se f possui uma primitiva, entdo cf possui uma primitiva e:

/cf(x) dx:c/f(x) dz.

Mais precisamente, se F': D — R é uma primitiva de f, entao cF € uma
primitiva de cf.
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DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do fato que a derivada do produto
de uma fungao por uma constante é o produto dessa constante pela derivada

da fungao (Teorema [18.3]). O

TEOREMA 34.8 (primitiva da exponencial). Vale que
/em de=¢e*+C

e, mais geralmente, para qualquer a > 0 com a # 1 vale que:

/axd:p:a—FC.

Ina

Em outras palavras, se f : R — R € a fun¢ao definida por f(x) = a*, para
todo x € R, entdo a fun¢do F : R — R definida por
aﬁ?
Flx) = —
(@) =1~
para todo x € R, € uma primitiva de f.
DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Teorema [21.3 (]

TEOREMA 34.9 (primitiva de seno e cosseno). Vale que:

/senxdm:—cosx—i-C e /Cosa:dx:sena:+0.

Em outras palavras, a fungcdo — cos € uma primitiva da funcdo sen e a funcdo
sen € uma primitiva da funcdo cos.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Teorema [20.1} U

ExXEMPLO 34.10. Vamos calcular a integral indefinida:

/ (2¢" — /z + 5cosz) dz.
Usando os Teoremas [34.6] e [34.7 obtemos
/(26“ — Y/ +5cosz)dr = 2/€Id$— /xé d:z—|—5/cosxdx

e usando os Teoremas |34.3] [34.8| e [34.9| vem:

/(2@’”— {/z +5cosz)dr = 2" — %x% +5senx + C.

Neste ponto, o leitor talvez esteja esperando que o nosso préximo passo
seja a apresentacao de métodos para calcular a integral indefinida de produ-
tos, quocientes e composigoes de fungoes, como fizemos no caso de derivadas.
Infelizmente, no caso de integrais a situacao é bem mais complicada. En-
quanto o cédlculo de derivadas pode ser realizado por uma simples aplicacao
mecanica de algumas poucas regras, o mesmo nao vale para integrais. Nao
ha uma regra geral simples para se calcular integrais de produtos, quocien-
tes ou composigoes. Calcular integrais indefinidas é dificill H& uma série
de resultados e técnicas relevantes que estudaremos neste capitulo, mas a
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resolucao de um dado problema especifico em geral pode exigir consideravel
engenhosidadeﬂ Além do mais, existem muitas funcgoes elementares que nao
admitem uma primitiva elementar. Uma funcao elementar é uma funcao que
pode ser “expressa por uma férmula” ou, mais precisamente, uma funcao
que pode ser obtida usando um nimero finito de somas, produtos, quoci-
entes e composicoes juntamente com funcgoes polinomiais, exponenciais, lo-
garitmicas, trigonométricas e trigonométricas inversas. Pequenas mudancas
na férmula de uma funcao podem transformar uma funcao cuja primitiva
é muito ficil de calcular em uma funcao cuja primitiva é muito dificil de
calcular ou até mesmo numa funcao que nao admite primitiva elementar.
Por exemplo, enquanto

/exdx:eijC

é uma integral das mais faceis de se calcular, a fungao f : R — R dada por
f(z) = exz, para todo x € R, nao possui sequer uma primitiva elementar!
Note que, como f é continua, ela certamente admite uma primitiva (pelo
Teorema . O fato que essa primitiva nao é uma funcao elementar nao
tem 14 tanta importancia: a definicdo de fungao elementar é muito ligada a
uma contingéncia historica, ao fato que alguém decidiu em algum periodo da
historia que certas funcdes mereciam um nome. Qualquer um pode inventar
nomes para fungoes se achar conveniente e na verdade muitas fungoes nao
elementares possuem nomes padrao na literatura. Por exemplo, a chamada
funcao erro de Gauss erf : R — R é uma funcao nao elementar bastante
importante em Probabilidade e Estatistica que é definida como sendo a tinica
primitiva da funcao g : R — R dada por

2 2

xT

g(x) = ﬁef ;

para todo x € R, satisfazendo a condicao erf(0) = 0. Usando métodos
numéricos (para calcular integrais de Riemann) é possivel encontrar apro-
ximagoes com quantas casas decimais desejarmos do valor da funcao erf num
ponto z dado, assim como fazemos com fungoes elementares tais como as
fungoes seno, cosseno e exponencial. Uma primitiva da funcao f(z) = er”
pode ser expressa em termos de uma variante da funcao erro de Gauss, a
chamada func¢ao erro de Gauss imagindriaﬁ erfi : R — R. Mais especifica-
mente, temos:

/exz de = \/27? erfi(z) + C.

4Na verdade existe um algoritmo para o célculo de integrais indefinidas, o chamado
algoritmo de Risch, mas ele é um tanto complicado e mais apropriado para implementacao
em computadores.

A funcdo erfi pode ser definida pela igualdade erfi(z) = —ierf(iz) usando uma
extensdo apropriada da fungdo erf para os nimeros complexos. Aqui i € C denota a
unidade imaginéaria.
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35. Integracao por partes

O método de integracdo por partes é a “versao reversa” da regra da
derivada do produto.

TEOREMA 35.1 (integragao por partes). Sejam f: D - R eg: D — R
fungoes derivdveis, com D C R. Se a funcgdo f'g possui uma primitiva
H : D — R, entao a func¢ao fg — H € uma primitiva para a func¢dao fg'.
Informalmente:

/ f(@)d (z) dz = f(z)g(x) — / F(@)g(x) de.

DEMONSTRACAO. E uma consequéncia simples da regra da derivada do

produto (Teorema [18.4]):
(fg—H) =fg+fgd-H =fg+fd~Ffg=fg. O
Para usar eficientemente a técnica de integracao por partes vocé precisa
decompor o seu integrando como um produto f(z)g’'(z), de modo que vocé
seja capaz de encontrar uma primitiva para o fator identificado como ¢'(x)
— essa serd a fun¢ao g — e de modo que a integral [ f/(z)g(z) dz seja mais
simples de calcular do que a integral original [ f(z)g'(z)dz. Vejamos alguns
exemplos.

EXEMPLO 35.2. Vamos calcular a integral indefinida:

/wex dz.

Tomando f(z) =z e ¢'(x) = e, podemos escolher g como sendo dada por
g(z) = e* e dai o Teorema nos da:

/xexdx:xex—/exdx:xez—e’”+C:ex(x—1)+C’,

jad que f’(x) = 1. Note que se tivéssemos escolhido em vez f(z) = e” e
¢'(x) = x para fazer a integragdo por partes, a nova integral que teriamos
obtido seria [ %1'2690 dz, que é mais dificil de calcular do que a integral
original! De fato, para se calcular a integral [ x2e” dx usa-se primeiro uma
integracdo por partes para se cair na integral [ ze® dz que é resolvida usando
novamente uma integracao por partes, como fizemos acima. Um exemplo
similar de uma integral indefinida que é calculada usando duas integragoes
por partes é discutido a seguir.

EXEMPLO 35.3. Vamos calcular a integral indefinida:

/xz senx dz.

Usamos primeiro integracio por partes tomando f(z) = 22 e ¢’(z) = senx,
obtendo

/:L‘Qsen:vd:c— —:L'Qcosac—/(—Zxcosx)dx— —xzcosx+2/xcosxd:n,
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em que escolhemos usar g(z) = —cosz como primitiva da fungao seno.
Calculamos agora a integral [z cosz dz usando uma nova integragdo por
partes com f1(z) =z e gj(x) = cosz, como segue

/xcosxdx:xsenx—/senxd:z:xsenx—i—cosac—i-C,

em que escolhemos usar ¢;(z) = senx como primitiva da fungdo cosseno.
Dali:
/wQ senzdz = —z? cosz 4+ 2xsenx + 2cosx + C.

EXEMPLO 35.4 (integral do logaritmo). Vamos calcular a integral inde-

finida:
/ Inzdz.

Apesar de o integrando nao aparentar ser um produto, integragdo por partes
acaba sendo uma boa pedida aqui! Tomamos f(z) =Inz, ¢'(x) = 1 e daf

1
/lnxdm:xlnx—/mdx:xlnx—/ldx:xlnx—x—i—C
x

=z(lnz—-1)+C,

em que escolhemos ¢g(z) = z como uma primitiva da fungao constante e
igual a 1.

EXEMPLO 35.5 (uso descuidado da notacgao para integral indefinida ge-
rando uma contradigao). Calculando a integral

1
/dm
x
1

usando integragao por partes com f(z) = 1, g(x) = z e ¢’'(z) = 1, obtemos

1 1 1 1

o que aparentemente leva & contradi¢do 0 = 1 se cancelamos o termo [ % dzx.
Esse é um exemplo de uma situacao em que a notacao usual para integral
indefinida gera problemas, j& que duas ocorréncias distintas do termo [ % dz
em referem-se necessariamente a duas primitivas diferentes da funcao
flx) = % Boas préticas notacionais pedem que o mesmo termo denote
sempre o mesmo objeto durante um céalculo, mas a notacao usual para inte-
grais indefinidas acaba gerando situagoes em que isso néo ocorre! Evitando
essa notacao problemadtica e usando apenas a parte do enunciado do Teo-
rema que estd expressa em linguagem precisa, vemos que o que vale de
fato é que se H é uma primitiva da funcao f’g, entao fg— H é uma primitiva
da funcao fg’. Como fg = 1, temos que 1 — H é uma primitiva de fg’' e
como
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concluimos que —H também é uma primitiva de fg’. Essa conclusao é
correta e nao contém nenhuma contradi¢ao: ambas as fungoes —H e 1 — H
sao primitivas da funcao fg' e elas diferem por uma constante. O problema
estd em denotar essas duas primitivas diferentes pelo mesmo simbolo [ % dzx.

EXEMPLO 35.6 (integragao por partes com recursao). Vamos calcular a
integral indefinida:
/ e’ senzdz.

Tomamos f(x) = e*, ¢’'(x) = senz, g(x) = — cosx e usamos integragiao por
partes:

/e‘” senxdr = —e® cosx — /(— cosx)e” dx
(35.2)
= —e"cosx + /ef’: coszdx.

Vamos calcular a nova integral

/ e’ cosxdz
X

usando de novo uma integracao por partes, agora escolhendo fi(z) = e,
g1 (x) = cosz e g1(x) = senx; obtemos:

(35.3) /ex cosrzdr = e“senx — /e” sen x dz.

Parece agora que temos mads noticias, ja que caimos de volta na integral
original que queriamos calcular. Mas substituindo (35.3) em (35.2)) vem

/ez senxdr = —e*cosx + e“senx — /eaC sen x dx
e al podemos resolver para [ e” senz dz, obtendo:
xr 1 x
e’senzdr = ¢ (senx —cosx) + C.

Cabe alguma suspeita sobre os cdlculos acima, ja que eles sdo muito pare-
cidos com o tipo de manipulagdo que no Exemplo levou a contradicao

0 = 1. Esse resultado esta correto? A resposta é sim, o que pode ser
verificado facilmente calculando a derivada da func¢éo obtida:
d1

1 1
——e"(senz — cosx) = §e$(senx —cosx) + §6$(COS$ + senx)

(35.4) dz2

=e"senz.

Mas o raciocinio que utilizamos para chegar a esse resultado é correto ou
apenas tivemos sorte? Vejamos: se H é uma primitiva da fungao h dada por

h(z) = Fi(2)g1(x) = e sen,

entao o Teorema nos diz que fig1 — H é uma primitiva de f1¢}. Como
fig) = —f'g, vemos que H — fig1 é uma primitiva de f'g e dai uma nova
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aplicacao do Teorema nos dé que fg — (H — fi1g1) é uma primitiva de
fg = h. Como o dominio de h é um intervalo, temos que duas primitivas
de h diferem por uma constante, de modo que existe C' € R tal que:

H=fg—(H-fin)+C=-H+ fg+ fig +C.
Dai H = %(fg—kflgl)—i—%C, ou seja

1 1
(35.5) H(x) = iex(senx —cosz) + §C,

para todo x € R. No6s provamos entao que se H € uma primitiva da fungdo
h, entao H é dada por (35.5)) para algum C' € R. Assim, se soubermos que
uma primitiva de h existe, esse argumento mostra que é uma primitiva
de h e portanto que a funcao dada pela férmula

1
ie‘” (senz — cos x)

também é uma primitiva de h. A existéncia de uma primitiva de h é garan-
tida pelo Teorema j4 que h é continua e seu dominio é um intervalo.
Portanto o raciocinio que usamos para encontrar uma primitiva de h esta
de fato completamente justificado, mas o apelo a esse teorema de existéncia
¢é necessario se nao queremos depender do cédlculo explicito (35.4]) para jus-
tificar a nossa conclusao.

36. Integracgao por substituicao de variaveis

O método de integragao por substituicao de variaveis é a “versao reversa”
da regra da cadeia.

TEOREMA 36.1 (integragao por substituigao de varidveis). Sejam
f:D—=R e g:EFE—-1R

funcoes em que D C R e E C R nao tém pontos isolados. Suponha que a
imagem de g esteja contida no dominio de f e que g seja derivdvel. Se f
possut uma primitiva F': D — R, entdo a fungdo F o g é uma primitiva de
(fog)d, ou seja:

/f(g(x))g'(x) de = F(g(z)) + C.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da regra da cadeia (Teorema [22.1))
que nos da
(Fog)(z)=F'(9(x))g (z) = f(9(x))d (x),
para todo = € F. ([l
O Teorema [36.1] é a justificativa por tras do seguinte método para cal-

cular integrais, conhecido como método de substituicdo de varidveis. Come-
¢amos com uma integral indefinida

/h(x) dz
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que gostariamos de calcular. Suponha que nés consigamos perceber que o
integrando h(x) pode ser escrito na forma

h(z) = f(9(x))d (),

para certas funcoes f e g, em que g é derivavel, possui o mesmo dominio que
h e possui imagem contida no dominio de f. Fazemos agora a substituicao
de varidaveis

(36.1) y =g(z)
que deve ser acompanhada pela substituicao
(36.2) dy = ¢'(z)dx
e nos da:

[ r@ydae= [ flo@) g o= [ s

Se formos capazes de calcular a integral indefinida [ f(y) dy, ou seja, encon-
trar uma funcao F' tal que

/f(y)dyzF(y)+C

al usamos novamente a substituigao (36.1]) para obter o resultado da integral
que originalmente queriamos calcular:

/h(x) dz = /f(g(q:))g’(x) dz = F(g(z)) + C.

Essa conclusao — de que F' o g é uma primitiva de h — é precisamente o
que nos diz o Teorema Uma forma simples de memorizar a igualdade
(136.2) é usar primeiro a notagao de Leibniz para derivada

d
ﬁ =9g'(z)

e depois “multiplicar essa igualdade por dx dos dois lados”. Aqui dx e dy

sao meros simbolos que indicam a varidvel de integracao e essa manipulagao

algébrica assim como a “substituicao de varidveis” y = g(z) devem ser pen-

sadas meramente como uma forma pratica de utilizar o Teoremal36.1], o qual

é a verdadeira justificativa por trds do método.

EXEMPLO 36.2. Vamos calcular a integral indefinida:

/cos(Sx +7)dx.
Usamos a substituicao de varidveis
y=3x+7, dy=3dz

e obtemos:

1 1 1
/cos(3x+7)dx—/3cos(3x—|—7)-de—/3cosydy—gseny—|—0.
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Portanto: )
/005(31’ +7)dz = 3 sen(3z +7) + C.

Uma substituicao de varidveis muito simples do tipo y = ax + b é nor-
malmente empregada mentalmente de forma automatizada, sem escrever
explicitamente todos esses passos. Note que sempre que F' é uma primitiva
de uma funcgao f, vale que

/f(aa;—l—b) dz = 2F(ax+b) +C,

para quaisquer a,b € R com a # 0.

EXEMPLO 36.3. A integral indefinida

/J:‘CIQ dz

pode ser calculada facilmente usando a substituicao de varidveis
y=2% dy=2zdz
que nos da:
22 1 2 1 1 1 2
de = [ =¥ - 2zdx = = Ydy=-eV +C = = C.
/wex/Qe $$2/€y2€+ 26+

EXEMPLO 36.4. Vamos calcular a integral indefinida:

/ 20+ 7 da
224+ 7+ 13

Notamos que o numerador é exatamente a derivada do denominador e isso
nos motiva a usar a substituicao de varidveis

y=a?+Tr+13, dy= (2z+7)dx
obtendo:

20+ 7 1 ,

O método de substituigdo de varidveis que descrevemos no inicio da
secao consiste em substituir alguma expressao g(x) envolvendo a variavel de
integracao x por uma nova variavel y. Em alguns casos € 1til fazer o inverso
disso, isto é, substituir a varidvel de integracdo x por uma expressao g(y)
envolvendo uma nova variavel y. Mais explicitamente, comecamos com o
problema de calcular a integral indefinida

/ f(z)dx

e fazemos as substitui¢oes * = ¢g(y) e de = ¢'(y) dy para alguma funcao
derivavel g cuja imagem estd contida no dominio de f; obtemos entao:

[ t@as= [ 16w)gw)a.
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A funcao g deve ser escolhida de modo que sejamos capazes de resolver a
integral indefinida

/ £ (ow)d () dy

obtendo uma funcao H tal que

/ F9@)g (w) dy = H(y) + C,

isto é, tal que H é uma primitiva da fungdo h = (f o g)¢g’. Como fazemos
para obter uma primitiva de f agora? Precisamos de alguma forma desfazer
a substituicdo = = ¢g(y) para transformar o resultado H(y) numa expressao
envolvendo x. Se g for injetora e a sua imagem for igual ao dominio de f,
entdo ¢ possui uma funcdo inversa ¢! cujo dominio é igual ao dominio de
f e podemos simplesmente substituir y = g~ (x) em H(y) obtendo

/f(a:) dz=H(g '(z))+C

como resultado para a integral que queriamos originalmente calcular. Mas
esse resultado estd correto mesmo? Vamos agora enunciar e provar um
teorema que justifica esse novo jeito de usar o método de substituicao de
variaveis sob certas hipdteses. O item (a) do teorema a seguir nos diz que, se
g~ ! for derivével, entdao Hog~! é de fato uma primitiva de f. O item (b) nos
diz que é possivel obter uma primitiva F' para f a partir de H desfazendo
a substituigdo = = g(y) mesmo quando g nao é injetora, desde que f seja
continua e o dominio de g seja um intervalo.

TEOREMA 36.5 (integracao por substituicdo de varidveis, sentido in-
verso). Sejam

f:D—>R e g:FE—>R

funcoes em que D C R e E C R ndo tém pontos isolados. Suponha que
a imagem de g seja igual ao dominio de f e que g seja derivdvel. Seja
H : E — R uma primitiva da fungao h = (f o g)g'.

(a) Se g for injetora e a sua fungdo inversa g~' : D — R for derivdvel,
entdo a funcdo H o g~ é uma primitiva de f. (Recorde que o
Teorema nos diz que g~* € derivdvel se g’ nunca se anula e
g~ € continua e que o Coroldrio nos diz que g—' € derivdvel
se g’ nunca se anula e o dominio de g é um intervalo.)

(b) Se f for contz’nu(ﬂ e se o dominio de g for um intervalo, entdo a
funcdo F : D — R obtida da sequinte forma € uma primitiva de
f: para cada v € D, escolhemos algum y € E com g(y) = = e
tomamos F(x) = H(y); vale que o valor de H(y) ndo dependerd da
escolha de y tal que g(y) = x.

6Na verdade, basta assumir que f possui uma primitiva.
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DEMONSTRAGAO. Recorde que a férmula (24.1)) para a derivada de uma
funcéo inversa nos da que se g~ é derivavel, entdo
1
(67 (@) = w7
9 (97 (x))
para todo x € D. Para provar o item (a), usamos entdo a regra da cadeia
obtendo

~1(p
(HOQ—I)/($) — H/(g_l(ﬂf))(g_l)/(x) _ h/(g ( ))

9 (g7 (@)
_ f@)d (97 (2))

(97 (x))
para todo x € D. Para provar o item (b), notamos primeiro que como
g é continua e seu dominio é um intervalo, entao a imagem de g — que
coincide com o dominio de f — também é um intervalo, pelo Teorema do
Valor Intermedidrio (Teorema[10.5). Como f é continua e seu dominio é um

intervalo, o Teorema [34.2] nos diz que f possui uma primitiva Fy : D — R.
Da regra da cadeia vé-se imediatamente que F} o g é uma primitiva de h:

(Fiog)' =(Flog)g = (fog)d =h.
Como H também é uma primitiva de h e como o dominio de h — que coincide
com o dominio de g — é um intervalo, temos que existe uma constante C' € R
tal que H = Flog+ C. Daise x € D e y € FE é escolhido de forma que
9(y) = x, temos que

H(y) = Fi(9(y)) + C = Fi(z) + C,

o que mostra que H(y) nao depende da escolha de y € E tal que g(y) = =
e que a funcao F' definida no enunciado é igual a F} + C. Dai F é uma
primitiva de f, como queriamos demonstrar. [l

Os exemplos mais importantes de aplicacdo do método de substituicao
de varidveis “no sentido inverso” sao as resolugoes de integrais usando subs-
tituigoes trigonométricas que estudaremos na Segao

37. Algumas integrais envolvendo fungoes trigonométricas

Nesta secao vamos utilizar as técnicas de integracao que estudamos nas
Secoes e[36| para calcular as integrais de produtos de poténcias inteiras
de senos e cossenos, o que inclui integrais de fungdes como tangente e secante
e suas poténcias inteiras.

ExXEMPLO 37.1 (integral de tangente e cotangente). A integral da fungao

tangente
sen x
/ tgxdx = / dz
cos T

pode ser calculada facilmente usando a substituicao de varidveis

y=-cosz, dy=—senxdx
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que nos da:
1
/tgwdx:/—dy:—ln]yH—C’:—ln\cosx]—i—C:ln]sec:L']—i—C.
Y

A integral da funcao cotangente pode ser calculada de forma similar aquela
usada acima ou obtida a partir da integral da fungéo tangente notando que
cotgxr = tg (g — x), para todo z € R tal que senx # 0. Temos que (recorde
o que foi observado no Exemplo sobre substituicoes de varidveis do tipo
y =ax +b):

/cotgwdx:/tg(—x)dx—ln}cos( z)| +C =1In|senz|+ C.
EXEMPLO 37.2 (integral de secante e cossecante). A integral da fungao

secante
1
secxdx =
cosT

é um pouco mais complicada de calcular do que a integral da funcao tan-
1

cosS T cosS T
secxdxr = de: 72dx.
COS* X 1 —sen*x

Usando a substituicao de variaveis

dx

obtendo:

y=senzx, dy=cosxzdx

1
/Secxdar::/l_y2 dy.

Essa ultima integral pode ser calculada pelo método de decomposicao em
fragoes parciais que estudaremos mais adiante (Secao , mas aqui trata-se
de um caso muito simples e nao precisamos do método geral. Note que

vem:

r 1 _1( 1 n 1 )
1—y?2 (1-y)A+y) 2\1-y 1+y/]
paratodoyERcomy#ley;é—l Dai

1
/1— / 1+ydy

+y
=~ Infl—y|+-Inl ‘ (
2n\ y|—|—2n| +yl+C= T +C

e portanto:
1 1
/secxdx = iln m‘ +C

1—senx

E possivel escrever o resultado dessa integral de um modo um pouco mais
elegante fazendo as seguintes manipulagoes:

1+ senx (1 + senx)? B <1—|—senx)2 — (secx + tgz)?

1—senz (1 —senz)(l+senz) \ cosx
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Obtemos entao:
secxdr = In|secx +tgz| + C.
A integral da funcao cossecante pode ser obtida a partir da integral da

secante usando que cosec x = sec (% —:B), para todo x € R tal que senz # 0.
Temos:

/cosecxdx:/sec(g—x)dxz—ln!sec(g—x) +tg(g—$)’+0
= —In|cosecz + cotg z| + C.

ExXEMPLO 37.3 (integral de secante ao quadrado). Recorde que a deri-
vada da funcao tangente é a funcao secante ao quadrado (Teorema [20.2) e
portanto:

/seczxdx =tgax+C.

Similarmente:
/cosec2 xdx = —cotgx + C.

EXEMPLO 37.4 (polinémios trigonométricos). Um polinémio trigonomé-
trico é uma funcao que pode ser obtida das funcoes seno, cosseno e de funcoes
constantes por meio de um nimero finito de produtos e somas. Para sermos
capazes de integrar um polinémio trigonométrico qualquer, é suficiente que
saibamos calcular integrais do tipo

(37.1) / sen” x cos x dz,

em que n e m sao inteiros nao negativos. O caso mais simples é o caso em
que ou n ou m é impar. Por exemplo, se m = 2k 4+ 1 para um inteiro nao
negativo k, entao

/ sen” x cos™ xdz = / sen” x cos?* z cos x dx

= /sen” z(1 — sen® z)k cos z dz

e al usando a substituicao de varidveis
(37.2) y=senzx, dy=coszdzx
obtemos:
/sen" xcos" xdx = /y”(l — Ak dy.
Essa tltima integral é simplesmente a integral de um polinémio e é muito
facil de calcular, embora possivelmente um pouco trabalhosa se k é grande,

j& que sera necessario expandir o fator (1—y2)k. Por exemplo, vamos calcular
a integral indefinida:

/ sen? z cos” z dzx.
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Temos:
/sen2 zcos' xdr = /sen2 z(1 —sen?z)3 coszdr = /y2(1 — %3 dy,

em que usamos a substituicao (37.2)). Dai

2 213 2 4 6 8 y? 35, 3 7 y’
y (I—y)dy= [(y" =3y +3y" -y )dy =% -y’ + -y — 5 +C
3 5 7 9
e portanto:
2 7 1 3 5 7 1 9
sen” x cos xd:)::§sen x—gsen :):—i—?sen x—gsen z+ C.

O célculo da integral (37.1) no caso em que n é impar é feito de forma
similar. Explicitamente, se n = 2k + 1 para um inteiro nao negativo k,
entao

/ sen” x cos™ xdx = / sen?* x cos™ z sen z dx

= /(1 — cos? )¥ cos™ x sen z dx

e al usando a substituicao de varidveis
y=-cosz, dy= —senxdx
obtemos:
/sen” zcos" xdxr = — /(1 —yHkym dy.

O caso em que n e m sao ambos pares precisa ser resolvido por um truque
diferente. Uma opgao pratica é usar as identidades
cos(2x) = cos®z — sen® z = cos® & — (1 — cos® z) = 2cos’ z — 1,
cos(2z) = cos’z —sen’x = 1 —sen’ z — sen’z = 1 — 2sen’
que nos dao:

(37.3) cos’z = 1+ cos(2z) sen? 1z — 1 — cos(2z)
. ’ _ : |

2
/ cos® z dx
pode ser calculada assim:

1 + cos(2z) 1 1
2 fr— ——————————— = — —_
(37.4) /cos rdr = / 5 dz 5 (av + 5 sen(2a:)) +C

Por exemplo, a integral

8

1
=5+ sen(2x) + C.

Mais geralmente, se n = 2k e m = 2[ para inteiros nao negativos k e [, entao:

1
/sen” zcos" xdx = 2k+l/ (1 — cos(2x))k(1 + cos(2x))l dz.
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Pode-se usar agora aqui a substituicdo de varidveis y = 2x para obter
uma integral envolvendo apenas poténcias de cosy. Integrais de poténcias
impares de cosy podem ser calculadas diretamente usando a técnica que
explicamos mais acima para calcular a integral no caso em que m é
impar. Para lidar com as poténcias pares de cosy pode-se usar a identidade
cos’y = H%S(Qy) e a substituicdo z = 2y para obter uma nova integral
envolvendo poténcias de cos z cujos expoentes sao no maximo a metade dos
expoentes que antes apareciam na poténcia de cosy. Esse processo deve ser
iterado até que eventualmente ele termina quando s6 temos funcgoes cons-
tantes e poténcias impares de cosseno para integrar. Observamos que se
a integral inicial envolve poténcias pares grandes de seno e cosseno, entao
esse processo pode ser um tanto longo e trabalhoso. A titulo de ilustracao,

vamos calcular a integral:
/ cos? z d.
Temos:

/cos4xdx = / <1+c;s(2x)>2 do = i/ (14 2cos(2z) + cos®(2x)) dw

_x 1 1 1 + cos(4x)
=77t Zsen(%v) + 4/ <#> dz

1 1
=Ty sen(2x) + T sen(4r) + C

4 4 8 32
3z 1 1
=3 + 1 sen(2x) + 32 sen(4zx) + C.

ExXEMPLO 37.5 (relagdo recursiva entre integrais de poténcias de seno e
cosseno). Ha uma outra forma de calcular a integral

/ cos" z dx

de uma poténcia da fungao cosseno, em que n é um inteiro positivo. A ideia
consiste em usar integracao por partes para estabelecer uma relacao entre a
integral da poténcia n-ésima do cosseno e a integral da poténcia (n—2)-ésima
do cosseno. Escrevemos primeiro

/cos”:zdx = /cosn_lxcos:ndx

e usamos integracao por partes com
f(x) = cos" ! z, f/(w) =—(n-1) cos™ 2 zsen x,
g(z) =senz, ¢(r)=cosz,

obtendo:

/COSn zdr =cos" tasenz + (n—1) /cos"_2 xsen? z dz.
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2 2

Usando que sen z = 1 — cos” x vem

/cos" zdr =cos" tzsenz + (n—1) /COS”_2 xdr —(n—1) /cosn xdx
e daf resolvemos para [ cos” xdz e o resultado ﬂ
n 1 n—1 n—1 n—2
(37.5) cos"xdr = —cos" " xsenx + —— [ cos" “xdx.
n n

Se n é impar é mais simples calcular a integral da n-ésima poténcia do cos-
seno usando a técnica explicada no Exemplo Para n par, podemos usar
a férmula da seguinte forma: digamos, por exemplo, que queremos
calcular a integral da sexta poténcia do cosseno. A férmula comn =6
exprime a integral da sexta poténcia do cosseno em termos da integral da
quarta poténcia do cosseno e a mesma formula com n = 4 exprime a inte-
gral da quarta poténcia do cosseno em termos da integral do quadrado do
cosseno. Finalmente, a integral do quadrado do cosseno pode ser calculada
diretamente usando (37.3) ou também usando novamente a férmula
com n = 2. Ha também uma férmula similar a relacionando a in-
tegral de sen” z com a integral de sen” 2. Ela pode ser obtida seguindo
passos analogos aos da dedugao de ou usando juntamente com
a identidade sen x = cos (% — m) e a substituicao de varidveis y = § —x. A
férmula é:

(37.6) /sen" rdx = ! sen" ! xcosx + n-l1 sen" 2z d.
n n

EXEMPLO 37.6 (integral de poténcias de secante e cossecante). Observe

que a demonstragao que demos das igualdades (37.5) e (37.6) ndao requer
nenhuma hipétese a respeito do expoente n a nao ser que n seja diferente de

zero. Usando essas igualdades para n inteiro negativo podemos calcular as
integrais das poténcias inteiras negativas das func¢oes seno e cosseno, isto é,
as integrais das poténcias inteiras positivas das fungoes secante e cossecante.
Por exemplo, vamos calcular a integral

/ sec® zdz

A justificativa completa por trds desse tipo de manipulagao é feita como no Exem-
plo Naquela justificativa era usado o fato que o dominio do integrando é um in-
tervalo e que o integrando é continuo (para garantir a existéncia da primitiva usando o
Teorema . Se n é um inteiro positivo, temos que a n-ésima poténcia do cosseno é
uma funcao continua definida em R e a justificativa se aplica. Mais adiante usaremos a
férmula também para n inteiro negativo e nesse caso o dominio da n-ésima poténcia
do cosseno ¢ o conjunto {z € R:cosxz # 0} =R\ {F +kr: k € Z}. Esse conjunto nao é
um intervalo, mas a justificativa usada no Exemplo|35.6| pode ser aplicada considerando as
restrigoes da n-ésima poténcia do cosseno a cada um dos intervalos ] Tk, T+ (k+ D)7 [,
com k € Z.
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usando a férmula (37.5) com n = —1. Temos

sen
/secxdm:— 3 —|—2/se03xda}: —secxtgm+2/sec3xdx
cos? x

e portanto:

1
(37.7) /sec3xdx: 2(seczntgx+/sec:cdx>.

A integral da secante é uma excegdo e nao pode ser calculada usando a
férmula , pois nesse caso precisariamos usar essa férmula com n =1
e dai justamente o termo relevante — contendo a integral da secante —
desaparece. Mas nés ja calculamos a integral da secante de outro modo no
Exemplo [37.2] e usando esse resultado concluimos que:

1
/sec3:1:dx = §<secxtgm’+ln|secx+tgw|) +C.

A integral da fungdo secante ao cubo pode também ser calculada direta-
mente, sem a formula (37.5)), usando uma integracao por partes. Comegamos

escrevendo
/ sec® zdx = / sec x sec® z dx

e dai usamos integragdo por partes com
f(x) =secx, f'(x)=tgzsecuz,
g(x) =tgz, ¢'(z)=sec’z,
obtendo:
/sec?’xdx =secxtgx — /thxsecxdx.

Como 1 + tg? 2 = sec? z, temos

/sec?’xdx =secrtgxr — /(seczx —1)seczdx

:secxtg:v/sec3xd:v+/secxdx

de onde a conclusao (37.7) é novamente obtida.

EXEMPLO 37.7 (integral do produto de uma poténcia inteira de seno por
um poténcia inteira de cosseno). Vejamos um roteiro sobre como calcular a
integral

(37.8) / sen” x cos x dx

quando n e m sao inteiros quaisquer (possivelmente negativos). Em primeiro
lugar, notamos que se ou n ou m ¢é impar, entao a estratégia que descreve-
mos no Exemplo pode ser utilizada, s6 que em vez de transformar a
integral na integral de um polinémio, ela pode transformar a integral
(37.8) na integral de um quociente de polinémios. Integrais de quocientes
de polinomios sao em geral bem mais dificeis de calcular do que integrais de
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polinémios, mas podem ser resolvidas usando o método de decomposi¢ao em
fracOes parciais que estudaremos nas Secoes |38 e Ha um caso particular
em que é bem simples calcular a integral (37.8]), a saber, o caso em que
n+ m = —2. De fato, se n + m = —2, entao

/ sen” x cos™ xdx = / tg" zsec? xdx

e essa ultima integral é resolvida facilmente usando a substituicao de varia-
veidt

y=tgz, dy=sec?zdz.
Para lidar com o caso geral, pode-se usar uma férmula recursiva que gene-
raliza (37.5)). Escrevemos primeiro

/ sen” z cos™ xdx = / sen™ x cos™ ! z cos z dx

e depois usamos integragao por partes com

f(z) = sen™ z cos™ 'z,

2

n-1 recos™ x,

f'(x) = nsen" 'z cos™x — (m — 1) sen™ !
g(z) =senz, ¢(x)=cosz,

obtendo:
/ sen” z cos™ z dx = sen" ! z cos™ 1 x

- / (nsen” zcos™ x — (m — 1) sen" 2 gz cos™ 2 z) dz.

"2 g = sen™ (1 — cos? x) vem:

Usando agora a identidade sen
/sen" zcos™ zdx = sen" M zcos™ Lz + (m — 1) / sen” z cos™ 2z da

—(n+m— 1)/sen”:ncosmxdx.

Finalmente, se n + m # 0, obtemos a férmula:

1 _
(37.9) / sen” z cos™ xdxr = i sen"t g cos™ 1 &
n+m
m—1 _
— [ sen” zcos™ 2z dx.
n—+m

8H4 um detalhe a ser observado aqui: se m > 0, entdo os pontos x € R em que
cosx se anula pertencem ao dominio do integrando, mas ndo pertencem ao dominio da
funcao tangente e portanto essa substituicao de varidveis acaba por forcar uma redugao do
dominio do integrando, removendo os pontos = € R tais que cosz = 0. Porém, a expressao
%-H tg" ! & que se obtém para a primitiva pode ser reescrita na forma %4-1 cotg~ ("D ¢
e assim obtemos uma primitiva definida em todo o dominio do integrando.
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Para que sejamos capazes de calcular a integral (37.8)) para quaisquer inteiros
n e m, falta cuidar do caso em que n+m = 0 e o inteiro n (e portanto também
m) é par. Se n +m = 0, entao:

/sen”xcosmxdx = /tg”:):dx.

Se n é positivo, escrevemos n = 2k com k um inteiro positivo e af:
/sen”xcosmxdx = /tg”xdx = /(tg2 z)Fde = /(8602 z —1)*da.

Expandindo a expressio (sec?z — 1)’“, reduzimos o problema do calculo
dessa ultima integral ao cdlculo de integrais de poténcias positivas da fungao
secante, o qual foi resolvido no Exemplo|37.6l Por outro lado, se m é positivo,
escrevemos m = 2k com k um inteiro positivo e dai:

/Sen" xcos™ xdx = /cotgm xdr = /(Cotg2 z)Fde = /(cosec2 z—1)* dz.

O célculo dessa ultima integral reduz-se ao calculo de integrais de poténcias
positivas da funcao cossecante, que ja foi resolvido no Exemplo Obser-
vamos que a férmula possui uma versao em que é a poténcia do seno
que diminui na nova integral:

1 _
sen"zcos™xdr = ———— sen™ ' xcos™ T
n-—+m
n—1 _
—— [ sen™ 2z cos™ zdz.
n—+m

Essa féormula pode por exemplo ser obtida de (37.9) usando a substituigao
y = 5 —z (e trocando n por m).

EXEMPLO 37.8 (a substituicdo y = tg§). H4 uma substituicao de va-
ridveis que é uma espécie de “dltimo recurso” quando nada mais funciona
para calcular uma integral envolvendo fungoes trigonométricas. Trata-se da
substituicao:

(37.10) y=tg3.

Essa substitui¢cao permite transformar qualquer quociente de polinémios tri-
gonométricos num quociente de polinémioﬂ A integral de um quociente de
polinémios pode ser resolvida usando o método de decomposicao em fragoes

9Essa substituicdo frequentemente nos obriga a restringir o dominio do integrando.
Mais explicitamente, se o integrando é h(x) e a funcao h possui um dominio D, entao antes
de aplicar essa substituicdo de varidveis estaremos implicitamente restringindo a fungao h
ao conjunto

S={xeD:cos(%)#0} =D\{(2k+ V)7 : k € Z}

formado pelos pontos x € D para os quais a tangente de 3 estd bem-definida. Ao terminar
a resolucao da integral obteremos entdao uma fungdo que é uma primitiva de hls. Uma
primitiva H : D — R do integrando original h é entdo obtida tendo em mente que H é
uma fun¢ao continua e que a primitiva de h|s e a fungdo H diferem no méximo por uma
constante em qualquer intervalo contido em S.
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parciais que estudaremos nas Seg6ese Para mostrar que a substituicao
(37.10) permite eliminar as fungoes trigonométricas da integral precisamos
apenas verificar algumas identidades simples. Em primeiro lugar, a identi-
dade

_ 2tg3 2tg 5 2y

senz = 2senZcos L = 2tg L cos? £ = = —
272 &2 2 sec?f 1+tg?2%  1+y?

nos permite eliminar as ocorréncias de senx do integrando. Para eliminar
as ocorréncias de cos x, usamos:

1—tg2£ 1—‘cg2£

COS&':COSz%—SGIlz%:COSQ%(l—th%) = se02§2 - 1+tg2§
_ 1=y
=T

Finalmente, temos

e portanto:

EXEMPLO 37.9 (transformagao de produtos de senos e cossenos em so-
mas). As integrais

/ sen(kz) sen(lx) dz, / sen(kz) cos(lz) dz, /cos(k::z:) cos(lz) dz,

para k e [ inteiros, sao muito importantes na teoria das séries de Fourier.
Para calcular essas integrais usa-se as formulas para transformar produtos
de senos e cossenos em somas. Vamos recordar a deducao dessas férmulas.
Partimos das férmulas de seno e cosseno de soma e diferenca:

(37.11) sen(a + ) = sen acos 3 + cos asen 3,
(37.12) sen(a — ) = sen acos § — cos asen 3,
(37.13) cos(a + ) = cosavcos f — sen asen f3,
(37.14) cos(a — ) = cosavcos 5 + sen asen [3.

Somando as identidades (37.11)) e (37.12) obtemos:

senacos B = %[sen(a + ) + sen(a — B)].

Similarmente, somando e subtraindo (37.13)) e (37.14]) vem:

(37.15) cosacos 3 = %[cos(a — ) + cos(a + )],

(37.16) senasen ff = %[cos(a — ) — cos(a + B)].
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Por exemplo, para calcular a integral

/ sen(kz) sen(lz) dz

usamos a identidade (37.16|) obtendo:
1 1
/sen(k‘z:) sen(lz) dx = 5 /cos ((k —)z) dz — 5 /COS ((k+1)z) dz

= 2(]:_” sen ((k — )z)

_ Q(k‘l—i- D sen ((k+l)z) + C,

para quaisquer k,l € R com k #1 e k # —l. Se k =1 # 0, entao:

/ sen(kx)sen(lz) dx = / sen?(kx)dz = % / 1dz — é / cos(2kx) dz

1
= g ~ I sen(2kz) + C.

Se k = —I, entao [ sen(kz)sen(lz)dz = — [ sen?(kz) dz. Note que as igual-

dades (37.15)) e (37.16]) se reduzem a (37.3|) para o = 5 = = e que o método

que usamos agora para calcular a integral [ sen?(kx) dz é o mesmo que foi

apresentado no Exemplo [37.4

38. Decomposicao em fragoes parciais: o caso mais simples

Comegamos agora o estudo de um método usado para integrar fungoes
racionais. Uma fung¢do racional é uma fungdo que é um quociente de duas
funcoes polinomiais, em que o denominador nao é o polinémio nulo. O
método de decomposicao em fracoes parciais consiste em decompor uma
funcgao racional como uma soma de fungoes racionais mais simples que sao
faceis, ou mais faceis, de se integrar. Esse método ja foi utilizado no Exem-
plo quando calculamos a integral | ﬁ dy. Nesta secao nds apresenta-
remos o caso particular do método de decomposicao em fracoes parciais que
se aplica quando o denominador da funcao racional é um polinémio cujas
raizes sao todas simples (isto é, de multiplicidade 1) e reais.

Considere entdao uma fungao racional f: D — R dada por

q(x)
para todo x € D, em que p e ¢ sdo fungdes polinomiais, com ¢ # 0, e
D= {:1: eR:q(x) # 0}. Seja n o grau de ¢ e suponha que ¢ tenha n raizes
reais distintas, o que implica que g pode ser fatorado assim

o) = 22

)

q(z) = c(z —a1)(x — az) -~ (x — an),
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em que ¢ # 0 é o coeficiente dominante de ¢ (isto é, o coeficiente de z™) e
a1, 2, ..., (i, SA0 as n raizes reais distintas de q. Vamos tentar escrever a
funcao racional f na forma

A A A
(38.1) fay= Ay A A
r— Q1 T — Q2 T — Qp
em que A1, As, ..., A, sdo numeros reais. Suponha que de fato existam

A, Ag, ..., Ay € R tais que (38.1]) vale para todo = pertencente ao conjunto
D =R\ {a1,as,...,a,}. Multiplicando os dois lados de (38.1)) por ¢(x)
obtemos que vale a igualdade

(38.2) p(x) = A1Q1(z) + A2Qa(z) + -+ + AnQn(2),

para todo z € D, em que Q;(z) denota o produto do coeficiente ¢ pelos
fatores © — a1, * — o, ..., T — oy, omitindo o i-ésimo fator x — «;, isto é
(38.3) Qi(z) =clr —a1) (. —ai-1)(@ — aip1) -+ (T — o),

para todo i = 1,2,...,n. Afirmamos que se a igualdade (38.2]) vale para
todo z em D, entao na verdade essa igualdade vale para todo x € R. De
fato, temos que dois polindmios distintos podem assumir o mesmo valor
no maximo num numero finito de pontos, porque a diferenca entre esses
dois polinémios é um polindémio nao nulo e um polindmio nao nulo tem no
maximo um numero finito (igual ao seu grau) de raizes. A afirmacao que
fizemos segue entao do fato que o conjunto D ¢ infinito. Como o grau do
polindmio que aparece do lado direito de ¢ menor do que n, vemos
que s hd alguma chance de conseguirmos escrever f na forma sep
tiver grau menor do que n. Suponha entao que p tem grau menor do que n
e vamos ver como é possivel encontrar nimeros reais Ay, Ao, ..., A, para
0s quais vale. Em primeiro lugar, note que Q;(c;) = 0 para i # j,
porque o fator x — o; aparece no produto que define @Q; para i # j. Além
do mais, @;(a;) # 0, para todo i. Vemos entdo que avaliando os dois lados

de (38.2) em x = «a; obtemos
plai) = AiQi(ay)

e portanto
p(a;)
38.4 A; = ,
(38.4) " Qi)
para todo i = 1,2,...,n. Isso mostra que se (38.1)) vale, entdo os nimeros

reais A; sdo necessariamente dados pela férmula @ Mas é verdade que
se definimos os nimeros reais A; por essa férmula, entdo a igualdade
vale para todo x € D? A resposta é afirmativa: de fato, se os nimeros reais
A; sao dados por , entdao a igualdade (38.2) vale com = = «;, para
todo i = 1,2,...,n. Mas os dois lados da igualdade ([38.2) sdo polindémios
de grau menor do que n e portanto se seus valores coincidem em n pontos,
entdo esses polinémios sdo necessariamente idénticos (caso contrério a sua
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diferenca seria um polindmio nao nulo de grau menor do que n com n raizes
distintas). Nés provamos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 38.1 (decomposigdo em fragoes parciais, denominador com
raizes reais distintas). Sejam p: R — R e ¢: R — R fungdes polinomiais e
suponha que, para todo x € R, vale que

4(2) = efx — a) (z — a2) -+~ (1 — o),

para algum ¢ € R ndo nulo, algum inteiro positivo n e certos numeros reais

distintos a1, s, ..., an. Se p tem grau menor do que n, entdo existem e
8ao 1nicos nimeros reais A1, As, ..., A, tais que

plz) Ay Ao n A,

q(z) -1 x—a T -y

para todo x € R com q(x) # 0. Os nimeros reais A; sao dados pela igualdade

(138.4), em que Q; € definido por (38.3)). O

A decomposigao em fragoes parciais (38.1]) torna o célculo da integral de
f bastante simples, ja que:

A

/ " dz=A;ln|r — | + C.
r — Q4

Mas veja que essa decomposicao s6 é possivel quando o grau de p é menor

do que o grau de q. Quando essa condicgao é satisfeita, dizemos que a fungao

racional f dada por

p(z)
f) q(x)
é propria. Quando o grau de p € maior ou igual ao grau de g, dizemos que f
é impropria. Usando o algoritmo de divisdo de polinomios, segue que para
quaisquer polindomios p e ¢ com ¢ nao nulo, podemos encontrar (tinicos)
polindémios u e v tais que

p(z) = u(z)q(z) + v(z),

para todo x € R, em que o resto v tem grau menor do que o grau de gq. Dai

q(z) q(x)’

para todo x € R com ¢(x) # 0. Temos entao que toda fungao racional pode
ser escrita como a soma de uma funcao polinomial com uma funcao racional
prépria com o mesmo denominador que a funcao racional original. Como
o célculo da integral de um polinémio ¢ trivial, obtemos entao um método
para o céalculo da integral de qualquer funcao racional cujo denominador
tenha apenas raizes reais simples (supondo que sejamos capazes de encon-
trar as raizes do denominador). O método para integrar funcoes racionais
arbitrdrias é um tanto mais complicado e serd estudado na Secao [38]

(38.5) @) oy 4 )
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EXEMPLO 38.2. Vamos calcular a integral:

/x5+x4—z2+x+1

dz.
x3 — 322 + 22 v

Como a funcional racional no integrando é improépria, precisamos primeiro
fazer a divisao de polinémios para reescrevé-la como soma de um polindémio
com uma funcao racional prépria. Temos

Pzt -2+ +1=(2?+ 42 +10)(z® — 32% + 22) + (212% — 192 + 1),

para todo x € R e portanto:

P4t -2+ r+1 2122 — 192 + 1
dx = 244 10)d —dux.
/ P32 f2w /(x 4z +10) C"'Jr/;[:3—3::;2+2x !

A integral da parte polinomial é muito simples de calcular:

3
(38.6) / (2% + 4z + 10) dz = % + 222 + 10z + C.

Para calcular a integral

/ 2122 — 19z + 1
3 — 322 + 22
comecamos fatorando o denominador
23 =322 +2r =a(2® —3x+2) =2(x —1)(z —2)
e al devemos procurar numeros reais A1, As e Az tais que

211‘2—19.’1}+1_A1 A2 i A3
3 —3242 ax xr—-1 x-2’

para todo x € R\ {0, 1,2}. Multiplicando os dois lados dessa igualdade por
x(x —1)(z — 2) vem

(38.7) 21z® — 1924+ 1= A(z — 1)(z — 2) + Az(z — 2) + Azz(z — 1),

para todo z € R. Avaliando os dois lados de (38.7) emxz =0,z =1lexz =2
obtemos

1=241, 3=—Ay, 47=244

e portanto:

1 47
Al=2, Ap=— Ay = 2L,
1=75 2 3 e As >

Dai:

21$2 — 192+ 1 Al AQ Ag
38.8 ————dx = —d d
(38.8) /:U3—3:L‘2+2:c v /x $+/ac—1 $+/:1:—2d$

1 4
:iln|m|—31n]x—1]+?71n|x—2|+0.
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Somando (38.6) e (38.8) obtemos finalmente o resultado da integral que

queriamos originalmente calcular:
/x5+x4—x2+1‘+1 a3
r=—

d
3 — 322 + 22 3

1
+2x2+10m+§1n]:v|
47
—3ln]a:—1\+?1n|$—2|+0.

39. Substituicoes trigonomeétricas

O método das substituigdes trigonométricas é usado para calcular inte-
grais contendo expressoes do tipo

(39.1) Var? +bxr + ¢,

em que a,b,c € R sdo constantes, a # 0 e o polinémio az? + bz + ¢ nio é
um quadrado perfeito, isto é, ndo é o quadrado de um polinémio de grau
1. A técnica funciona para calcular qualquer integral em que o integrando
é obtido de funcdes polinomiais e da raiz quadrada por um numero
finito de somas, produtos e quocientes. Os valores de a, b e ¢ devem ser os
mesmos em todas as ocorréncias da expressao , isto é, o método nao
necessariamente pode ser aplicado se temos, por exemplo, um produto de
duas raizes quadradas de polindmios de grau 2 distintos. A estratégia con-
siste em encontrar uma substituicdo adequada da varidvel  por uma fungao
trigonométrica de modo que o integrando se transforme num polinémio tri-
gonométrico ou num quociente de polindmios trigonométricos. A integral
obtida apds a substituicao pode entao ser resolvida usando as técnicas que
estudamos na Secao Comegamos ilustrando o método pelos exemplos
mais simples.

ExEMPLO 39.1. Vamos calcular a integral
(39.2) / V1—22dz

usando a substituicao de varidveis
r =senf, dx =-cosfdb,

com 0 € [—g, g] Temos

(39.3) V1 — 22 = Vecos?§ = cos b
e portanto:

/\/1—x2dx:/00820d9.

Note que a exigéncia de que 6 pertenca ao intervalo [—g, 5] é relevante
para garantir que vale a igualdade (39.3)), j& que em geral temos apenas
V1—sen?f = |cosf|. E importante também ter em mente que quando

@ percorre o intervalo [—g, g] entdo = senf percorre todo o intervalo

[—1,1] que é o dominio do integrando em ([39.2). Mais explicitamente, a
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justificativa completa do raciocinio que estamos usando aqui consiste em
utilizar o item (b) do Teorema com f:[-1,1] 2 Reg:[-3,5] = R

272
definidas por
fx)=vV1—2%2 e g(f) =senb,

para todo = € [—1,1] e todo 0 € [—g, g] Esse teorema pressupoe que a
imagem de g seja igual ao dominio de f. Para concluir o calculo da integral

(39.2), recorde que a integral do quadrado do cosseno foi calculada em ((37.4))
e o resultado é:

1
(39.4) /0052 0do = g + 1 sen(20) + C.

Precisamos agora escrever o lado direito da igualdade em termos da
variavel original . Como 6 pertence ao intervalo [—g, g] e a fung¢ao arcoseno
é, por definicao, precisamente a inversa da restrigao da fungéo seno a esse
mesmo intervalo, temos:

6 = arcsen x.

Além do mais

sen(20) = 2senf cos = 2xy/1 — x2
1 1
V1—2?2dx = 5 arcsen.w + 51‘\/ 1—224+C.

ExXEMPLO 39.2. Vamos calcular a integral:

/\/1+a:2d:1:.

e dai:

A identidade
1+tg260 =sec?d
nos leva a considerar a substituicao de varidveis
z=tgh, dz=sec?0d,
com 6 € ]—g, Z [ Note que quando 6 percorre o intervalo ]—%, 3 [, temos
que x = tg# percorre o conjunto de todos os nimeros reais; além do mais,
para 0 nesse intervalo temos que sec§ > 0 e portanto:

V1422 =1/1+tg26 = sech.

/\/1+x2daz:/sec39d0.

A integral da funcdo secante ao cubo foi calculada no Exemplo e o
resultado é:

Dai:

1
(39.5) /sec30d9:2(sec¢9tg0+ln|se09+tg9>+C;

note que para 6 € ] [ temos sec + tgf = 1?5529 > 0, de modo que o

™
> 2
valor absoluto em ([39.5) é redundante. Reescrevemos agora o lado direito

_r
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da igualdade (39.5) em termos da varidvel original = e obtemos o resultado
da integral que queriamos calcular:

1
/\/1+a:2d:z: §[m\/1—|—x2—|—ln(m+\/1—|—x2)} +C.
ExEMPLO 39.3. Vamos calcular a integral:

(39.6) / V22— 1dz.

Nesse caso o dominio do integrando nao é um intervalo, mas a uniao dos
intervalos |—oo, —1] e [1, +o00[. A identidade

sec?0—1=tg?0
sugere que usemos a substituicao

(39.7) x =secl, dr=tgbsecldd,

mas aqui serd necessario analisar separadamente a restricao do integrando ao
intervalo |—oo, —1] e ao intervalo [1, +o0o[. Consideramos primeiro a restri¢ao
do integrando ao intervalo [1, +o00[. Nesse caso a substitui¢ao é usada
com 0 € [0, 3 [ Quando 6 percorre o intervalo [O, g[ temos que x = sec6
percorre o intervalo [1,4+00[ e que tgf > 0, de modo que

Vaz—1=+/tg20 =tgh

e dai

(39.8) /\/ 22 —1dx = /thQSeCGdH.

A integral do lado direito da igualdade (39.8)) pode ser calculada notando
que

/tg2936c0d9:/(sec2¢9—1)sec€d9:/sec39d9—/sec¢9d9

e usando os resultados das integrais das fungoes secante e secante ao cubo
que foram obtidos nos Exemplo e vem:
1

/tg298e09d9: §<se09tg6+ln\secﬁ+tg0]> —In|secl +tgh| + C

1
= §<se09tg0—ln\sec0+tg9|> +C.

Reescrevemos agora o resultado dessa tltima integral em termos da varidvel
original z e obtemos

(39.9) /\/x2—1dx:1(37\/3:2—1—111‘3;—}—\/3:2—1’)—i—C,

2

para x > 1. Vamos agora calcular a integral (39.6|) com o integrando restrito
ao intervalo |—oo, —1] usando a substituicao de varidveis (39.7) com 6 no
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intervalo ]g,ﬂ]. Note que quando 6 percorre o intervalo ]g,ﬂ temos que

x = secf percorre o intervalo |—oo, —1] e que tgd < 0, de modo que

Va2 —1=/tg20 = —tg0

/\/ﬁ —1dz = /tg29sec9d0.

A integral [ tg? @secdh ja foi calculada logo acima; devemos multiplicar
seu resultado por —1 e reescrevé-lo em termos da variavel x, tendo em mente
que agora tg 6 é igual a —vx2 — 1. Obtemos entao

(39.10) /\/:172 " ldr = l(a:\/xz “1+In ‘x /- 1D + 0,

e daf:

2

para x < —1. Serd que é possivel escrever uma férmula unificada para o
resultado da integral [vz? —1dz para z > 1 e para z < —17 Vejamos:
note que

(xf \/$271>(l’+\/l’271> =22 — (2?2 -1)=1,
para todo z € |—o0, —1] U [1, +00[ e portanto:

ln‘x—\/xQ—l‘ :—ln’x+\/x2—1‘.

Temos entao que na verdade os lados direitos de (39.9) e (39.10) sao iguais,
de modo que a igualdade

/\/xQ—ldx—;(gzr\/:c?—l—ln’x—i-\/x?—l’) +C

vale para qualquer z em |—oo, —1] U [1, +00].

Os Exemplos [39.1], [39.2] e [39.3] sdo os casos paradigméticos de substi-
tuicao trigonométrica e todos os outros exemplos sao variantes de um desses
trés. Antes de tratar o caso geral, vamos olhar para mais um exemplo pa-
recido com o Exemplo [39.1

ExEMPLO 39.4. Vamos calcular a integral:

(39.11) / V/36 — 422 d.

Em primeiro lugar, note que:
/\/36—4x2dw—/ 4(9 — 2?)dx = 2/\/9—x2d:1;.

A integral [ V9 — 22 dz é muito similar & integral que foi resolvida
usando a substituicdo z = sen f, mas evidentemente aqui essa substituicao
nao ajuda, ja que o termo v9 — sen? § nao admite uma simplificagao inte-
ressante como o termo /1 — sen? § admitia. O que fazer? Note que

9 —9sen®d = 9cos 0
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de modo que a substituicao util aqui é
x=3senf, dx =3cosfdb,

com 6 € [—g, g], que nos dé

V9 — 22 = V9cos2 6 = 3cos b,

ja que cosf > 0 para 0 € [—g, g] Dai:

/\/36—4x2dx—2/\/9—x2dx—18/00829d9.

Completamos agora a resolucao da integral (39.11)) de modo similar ao que
fizemos no Exemplo Temos

/60820d9 = g + isen(%) +C

1 1 1
0 = arcsen %, 1 sen(20) = 3 senf cosf = 1—837\/9 — 2,

donde:

/\/36—4:1:2da::9arcsen§—i—a:\/9—a:2+C.

Para empregar o método de substituicao trigonométrica no caso de uma
integral que envolve a raiz quadrada de um polinémio de grau 2 arbitrario,
devemos antes utilizar um completamento de quadrados que consiste em
pegar um polinomio de grau 2

ar’ +br + ¢
e reescrevé-lo na forma

a[(z + B)% + 9],

para certos numeros reais 8 e . Fazemos assim: primeiro colocamos o
coeficiente dominante a em evidéncia

b
ax2+bm+c=a<m2+—x+f)
a a
e dai tomamos
(39.12) B=—

o que nos da
ax® +bx + ¢ = al(z + B)* + 7]

em que v é escolhido de modo que % + v = <, isto &

c b2 b? — dac
39.13 - _ 7 __ ]
( ) " a 4a? 4a2
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ExEMPLO 39.5 (completando quadrados). Vamos fazer um completa-
mento de quadrados no polinémio

32?2 — 12z + 15.
Temos
322 — 122 + 15 = 3(x? — 42 + 5)
€
2 —dr+5=(r—-2)%+1
donde:

32° — 122+ 15 = 3((z — 2)* + 1).

Voltando ao problema de resolver uma integral envolvendo a raiz qua-

drada
Vazr? +bx +c,

em que a,b,c € R sdo constantes e a # 0, comegamos fazendo um comple-
tamento de quadrados:

azx® 4+ bx + ¢ = a(z + B)* + 7).

O préximo passo depende de uma analise de casos a respeito dos sinais de
a e v. Dependendo desses sinais, calmos numa situagao similar aquela do
Exemplo numa situacao similar aquela do Exemplo [39.2] ou numa si-
tuacao similar aquela do Exemplo Antes de fazer uma anélise completa
dos casos possiveis, vamos tratar de um exemplo especifico.

ExXEMPLO 39.6. Suponha que queremos calcular a integral:

1
/ dx.
V2x2 — 12z + 26

Fazemos primeiro o completamento de quadrados no polindmio de grau 2
que aparece dentro da raiz quadrada:

202 — 122 4 26 = 2(2? — 62 + 13) = 2[(z — 3)? + 4].
Dali:

1 1 1
de = — | ——— dz.
V2x? — 12z + 26 V2 V(z—3)2+4

Como os sinais dos dois termos dentro da raiz quadrada \/(z — 3)? + 4 sdo
positivos, estamos numa situacao similar aquela do Exemplo Devemos
escolher uma substituicao de varidveis de modo que

(x —3)% = 4tg? 0,
0 que nos daréa:
(x —3)* +4=4(1 +tg?0) = 4sec® 0.
A substituicao de varidveis que resolve o problema é

r=3+2tgh, dz=2sec®0dd,
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com 6 € ]—%, 3 [ Temos entao
(x —3)24+4=2sech

e portanto:

/ ! dle/ldmzl/seCHdQ.
V222 — 12z + 26 V2] (z—3)2+4 V2
Usando o resultado da integral da funcao secante que foi calculada no Exem-

plo obtemos

1 1
(39.14) ﬂ/seCQde = %ln|sec9—|—tg9| +C,

em que o valor absoluto em torno da expressao sec 8+4tg 0 é redundante para
0 € ]—g, z [ Reescrevendo o lado direito de (39.14) em termos da varidvel
original = chegamos entao ao resultado final:

/mdx:zln[;<$—3+m)}+a

Passamos agora a andlise completa dos casos possiveis no calculo de
uma integral em que o integrando é obtido por um nimero finito de somas,
produtos e quocientes envolvendo funcoes polinomiais e a raiz quadrada:

(39.15) Var? + bz + c.

Em primeiro lugar, notamos que se a = 0, entdo substitui¢oes trigonomé-
tricas nao sao necessarias para o calculo da integral. De fato, se também
b =0, entao é meramente uma constante. Se a =0 e b # 0, entao a
integral pode ser resolvida usando a substituigéom de varidveis y = vbx + ¢
ou as vezes a substituicdo mais simples y = bz + ¢ ja resolve o problema. Se
a # 0, comegamos fazendo o completamento de quadrados

ax?® +br 4+ c = al(z + B)* + 7]

em que [ e 7 sao dados por (39.12)) e (39.13). A escolha da substituicao
trigonométrica apropriada depende agora dos sinais de a e . Note que o
sinal de 7 é precisamente o sinal oposto ao sinal do discriminante b> — 4ac.
Vejamos os casos possiveis.

Caso 1. Se a e v sdo ambos positivos, estamos numa situagao similar
aquela do Exemplo [39.2] Usamos a substituigao

= \tgl— B, dr=,/ysec’ddb,
com 6 € ]—%g[ obtendo

(x+B)2+~v=~(1+1tg%0) = ysec?

100\ ais precisamente, usamos a substituicao x = %(y2 —c) com y > 0 (justificada pelo

item (b) do Teorema [36.5) em vez de y = v/bx + ¢, para evitar que tenhamos que remover
do dominio do integrando o ponto z em que bx + ¢ = 0; nesse ponto a derivada % nao

existe.
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Vax? +bx +c = \Jaysech.

Caso 2. Se a é positivo e v é negativo, estamos numa situagao similar
aquela do Exemplo Usamos a substituigao

x=+/—7ysecl — 3, dx=+/—vytglsecHdo,
com 6 € [0,7] \ {Z} obtendo

(z+B8)? + 7= —v(sec?0 — 1) = —vtg” 0

Vax? +bx+c=+/—avy |tgb.

Caso 3. Se a e v sao ambos negativos, estamos numa situacao similar
aquela do Exemplo Usamos a substituicao

x=+/—ysenf — [, dax=+/—vycosfdo,

com 6 € [—%, g] obtendo

(z+8)2+v=~(1 —sen?h) = ycos?

Var? +bx + ¢ = \/ary cosb.

Caso 4. Se a é negativo e v é positivo, entdo az? + bz + ¢ < 0 para
todo z € R e portanto nao ha nenhum x real para o qual a raiz quadrada
Vaz? + bx + ¢ esteja definida. Dessa forma, se o integrando envolve essa
raiz quadrada, o seu dominio é vazio.

Caso 5. Se v = 0, entao sé faz sentido considerar o caso a > 0, pois
para a < 0 a raiz quadrada vax? + bx + ¢ s6 estd definida para x = —f e o
dominio de um integrando que envolva essa raiz quadrada terd apenas um
ponto. Se v =0 e a > 0, entao

Var?+br+c=+alx+ 4|,

para todo z € R. Nesse caso a integral nao é resolvida usando uma substi-
tuicao trigonométrica: basta tratar separadamente a restricdo do integrando
aos intervalos [, 400 e |—o00, —f]. Para x no primeiro intervalo temos
|z + 8| = = + 8 e para x no segundo intervalo temos |z + 8| = —(x + 3).

39.1. Fungoes hiperbdélicas. As fungdes hiperbdlicas sdo fungoes que
satisfazem varias identidades muito similares as identidades satisfeitas pelas
fungoes trigonométricas e, gracas a essas identidades, elas podem também
ser usadas para resolver integrais envolvendo raizes quadradas do tipo

vVar?+bxr+c

por um método similar ao das substituicoes trigonométricas. Em alguns
casos ¢ mais facil resolver essas integrais usando substituicoes com fungoes
hiperbdlicas do que com funcoes trigonométricas. Vamos as definigoes.



39. SUBSTITUICOES TRIGONOMETRICAS 214

DEFINIGAO 39.7 (seno e cosseno hiperbdlicos). As fungoes seno hiper-
bélico e cosseno hiperbdlico, denotadas respectivamente por senh : R — R e
cosh : R — R, sao definidas por

0 -0 0 -0
e’ —e e +e
hg=—— h=——
sen 5 e coS 5
para todo 6 € R.

E f4cil verificar que vale a identidade
(39.16) cosh?f — senh? 6 = 1,

para todo 8 € R. Essa identidade nos diz que, para todo 6 € R, o ponto
(cosh 6, senh #) pertence & hipérbole de equagao
w?—y? =1
e daf o nome “hiperbdlico”. A igualdade (39.16|) é andloga a identidade
cos?§ +sen’d = 1,
que nos diz que o ponto (cos @, sen ) pertence ao circulo unitério de equagao
2242 =1,
para todo # € R. Como veremos agora, todas as identidades envolvendo as
fungoes trigonométricas usuais possuem versoes para as funcgoes hiperbdlicas
que, tipicamente, diferem por algum Sina]E Note que cosh0 = cos0 = 1
e que, assim com o cosseno usual, o cosseno hiperbdlico é uma func¢ao par,
isto é
cosh(—60) = cosh 6,
para todo # € R. Além do mais, senh(0 = sen0 = 0 e, assim como 0 seno
usual, o seno hiperbdlico é uma funcdo impar, isto é

senh(—0) = —senh ),

para todo 6 € R. Vejamos como ficam as derivadas do seno e do cosseno
hiperbdlicos.

TEOREMA 39.8 (derivada de seno e cosseno hiperbélicos). A derivada
da funcdo seno hiperndlico € a func¢do cosseno hiperbdlico e a derivada da

e

funcdo cosseno hiperbdlico € a fungao seno hiperbdlico, isto é:

! /
senh’ = cosh e cosh =senh.

1550 ndo é uma coincidéncia. Usando as séries de Taylor ([33.41), (33.46) e (33.47)
das funcgoes exponencial, seno e cosseno é possivel definir uma extensao dessas fungoes para
os nimeros complexos que satisfazem as mesmas identidades que elas satisfazem para os
numeros reais. Além do mais, vale a férmula de Euler que diz que

e =cosx +isenz,

para todo = € C. Trocando x por —z nessa férmula obtemos e™** = cosx — isenx e dai
1 1

segue que cosx = (e +e ") e senx = 5;(e'” — e "), para todo x € €. Portanto
as fungbes hiperbdlicas se relacionam com as fungdes trigonométricas pelas igualdades

cosh 0 = cos(i0) e senh @ = —isen(if).
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DEMONSTRAGAO. Basta fazer a conta. O

COROLARIO 39.9. A funcao seno hiperbdlico é uma bijecao estritamente
crescente de R em R e a restricao da func¢ao cosseno hiperbolico ao intervalo
[0, +00] € estritamente crescente (em particular injetora) e sua imagem € o
intervalo [1,400].

DEMONSTRAGAO. Como coshf > 0 para todo § € R e senh’ = cosh,
segue que a funcao seno hiperbdlico é estritamente crescente (Teorema
e em particular injetora. O fato que a imagem da funcao seno hiperbdlico é
R segue do Teorema do Valor Intermediario (Teorema e do fato que:

lim senhf = —o0 e lim senhf = +o0.
60— —o0 6——+o00

Similarmente, como senh § > 0 para todo § > 0 e cosh’ = senh, segue que a
restrigao da fungao cosseno hiperbélico ao intervalo [0, +oo[ é estritamente
crescente. O fato que a imagem da restricao da funcao cosseno hiperbdlico
ao intervalo [0, +00[ ¢ o intervalo [1, +0o[ segue do Teorema do Valor Inter-
mediario e das igualdades cosh0 =1 e limy_, 4, cosh 8 = +o0. O

Note que o cosseno hiperbdlico nao é injetor, ja que é uma funcao par.
Vamos ver agora como ficam as formulas para o seno e o cosseno hiperbélico
de uma soma.

TEOREMA 39.10 (seno e cosseno hiperbdlico da soma). Para quaisquer
a, B € R, vale que:

senh(a + ) = senh a cosh 3 + cosh acsenh 3,
cosh(a + ) = cosh acosh 5 4 senh aesenh 5.
Em particular
(39.17) senh(2«) = 2 senh « cosh
(39.18) cosh(2a) = cosh? a + senh? o,
para todo o € R.
DEMONSTRAGAO. Basta fazer as contas. (]

ExEmMPLO 39.11. Vamos calcular a integral

/ V1+a?2de
que ja haviamos calculado no Exemplo[39.2] mas agora usando a substitui¢ao
x =senhf, dz = cosh6dd,

com A € R. De (39.16)) e do fato que o cosseno hiperbdlico é sempre positivo
vem

\/1+:U2:\/1+senh29:cosh9,

/\/1+x2d:p—/cosh29d9.

e portanto:



39. SUBSTITUICOES TRIGONOMETRICAS 216

A integral do cosseno hiperbdlico ao quadrado pode ser calculada da mesma
forma que calculamos a integral do cosseno ao quadrado no Exemplo
De fato, usando (39.18) e (39.16)) obtemos a identidade

1 + cosh(26)

2 9
que é similar a identidade em (37.3) que relaciona o cosseno ao quadrado
com o cosseno do dobro do angulo. Dai

cosh? 9 =

6 1
/cosh2 0do = 3 + 1 senh(20) + C
e de (39.17)) vem:

1 1 1
1 senh(20) = 3 senh 6 cosh 6 = 3%V 1+ 22.

Para escrever 6 em funcao de x, multiplicamos a igualdade

dos dois lados por e’ obtendo:
(e!)2 —2z¢? —1 =0.
Dai
o 21‘—|-\/241L‘2ﬁ:$+ 22+ 1
e portanto:
0:1n<x+ x2+1).

Assim, o resultado da integral que queremos calcular é:

/\/1+x2dx:1[ln(x+ x2+1>+x\/1+x2} +C.

2

O seno e o cosseno hiperbdlico podem ser usados para definir versoes
hiperbdlicas das fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante.

DEFINIGAO 39.12 (mais fungdes hiperbdlicas). Para qualquer 6 € R,
definimos a tangente hiperbdlica de 6 por

senh 0
tgh =
& cosh 6
e a secante hiperbdlica de 6 por:
1
ho = .
See cosh 6

Similarmente, para qualquer § € R nao nulo definimos a cotangente hi-
perbdlica de 0 por
cosh 6

tgh =
cote senh 6
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e a cossecante hiperbdlica de 6 por:
1

ho = .
cosec —"

E f4cil verificar que a derivada da tangente hiperbdlica é dada por
tgh’ @ = sech? 0,
para todo # € R. Dal a tangente hiperbdlica é uma fungao estritamente

crescente. A suaimagem é o intervalo aberto |—1, 1[, o que segue do Teorema
do Valor Intermediario (Teorema [10.5) e das igualdades

0 —0 —0(,20
_ . e —e e e = 1)
lim tghf = lim & — lim —\© —J_ 4
0;{[100 & Gaufnoo el +e—0 Oﬂufnoo 6_0(620 + 1)
e:
0 —0 0 —26
. ) e’ —e ) e’(1 —e )
lim tgh6= lim & ¢ = ey
9—151—100 & 0—15—1’100 ef + e—0 G—g—noo 69(1 =+ 6729)

A tangente hiperbdlica e a secante hiperbdlica estao relacionadas pela
identidade
1 —tgh? 6 = sech? 6

e dai é possivel resolver a integral
/ V1—22dx

usando a substituicdo x = tghf (removendo a principio do dominio do
integrando os pontos © = 1 e x = —1 que nao pertencem a imagem da
funcao tangente hiperbdlica), mas o método que usamos no Exemplo
com a substituicao trigonométrica x = sen 6 é bem mais simples nesse caso.

40. Funcoes racionais com denominador de grau dois

Na Secao nods iniciamos o estudo do método de decomposicao em
fragoes parciais que é usado para o calculo de integrais de fungoes racionais.
Naquela secao consideramos apenas fungoes racionais cujo denominador pos-
sui todas as raizes simples e reais. Antes de partir para o caso geral, vamos
tratar do caso de fungoes racionais cujo denominador tem grau 2 e nao tem
raiz real ou tem uma unica raiz real dupla. Considere entdo uma funcao
racional f dada por

p(x)
f(l') = I\
q(x)
para todo x € R com ¢(x) # 0, em que p e ¢ sdo polindmios e ¢ tem grau 2.
Se ¢ possui uma unica raiz real dupla, entao ¢ se escreve na forma
Q(x) - a(x - Oé>2,

em que a e o sa0 numeros reais e a # 0. Nesse caso a integral
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pode ser resolvida facilmente usando a substituicao de varidveis
y=x—«, dy=dz,

como ilustraremos no Exemplo logo adiante. Vamos analisar entao o
caso em que ¢ nao tem raiz real. Recorde que vimos na Secao que o
problema de integrar fungoes racionais quaisquer é reduzido, via algoritmo
de divisao de polinémios, ao problema de integrar fungoes racionais proprias,
isto é, funcbes racionais em que o grau do numerador é menor do que o
grau do denominador. De fato, toda funcao racional pode ser escrita como a
soma de um polinémio com uma func¢ao racional propria possuindo o mesmo
denominador que a fungao racional original (veja ) Vamos entao supor
que o numerador p tem grau menor ou igual a 1. O caso trivial é aquele em
que p é exatamente igual & derivada de ¢. De fato, a integral

/ (f;ff)) o

pode ser calculada facilmente usando a substituicao de varidveis

y=q(x), dy=d(z)da,
ja que essa substituicao nos da:
/
1
/q(az) dx:/dy:ln]y|+C’:ln|q(:U)|+C.
q(x) y

Se p é um polinémio de grau menor ou igual a 1 arbitrdrio entdao, como ¢’
tem grau 1, podemos escrever p na forma

p=uq +v,

para certos nuimeros reais u e v. Dai

/%dx:u/zl((;)) dx+v/q(1$)dx

e portanto o calculo da integral de uma funcao racional cujo denominador
g tem grau 2 se reduz ao célculo de:

(40.1) / q(lx)dx.

O célculo dessa integral é feito através de uma substituicao trigonométrica.
Iniciamos por um completamento de quadrados

q(z) = al(z + B)* +7]

e notamos que o fato que ¢ nao tem raiz real implica que v > 0 (veja (39.13)).
A integral (40.1]) é resolvida entao usando uma substituigao similar aquela
usada no Exemplo Mais explicitamente, fazemos a substituicao

= \tgl— B, dr=,/ysec’ddb,

com 6 € ]—g,%[, que nos da:

q(z) = a[(z + B)* + 7] = ay(1 + tg* 0) = arysec? 6.
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Dai:

1 (Y, 0 1 x4+
/q(x)dx_ a*yde_a\ﬁ+c_a\ﬁarCtg<\ﬁ)+C'

Vejamos alguns exemplos. Comegamos por uma integral em que o de-
nominador tem uma unica raiz real dupla.

EXEMPLO 40.1 (denominador com uma tunica raiz real dupla). Vamos
calcular a integral:

zt+1
(40.2) / g P dz.
Temos que
2% —da +4 = (v —2)?
e dai a integral é resolvida usando a substituicao de variaveis:
y=x—2, dy=dx.
De fato:

411 441 24 4+1
/de:/ﬂdx:/wdy
x? —4x +4 (x —2)? y?
/y4+8y3+24y2+32y+17
- 2
Y

dy

32 17
:/(y2+8y+24—|—+2)dy
Yy Yy
_v
3

B (:U—2)3
=5

17
+4y2+24y+321n|y\—g+0

+4(x — 2)* + 24(z — 2)

17
+321n\x—2\—72+0.
:L'_

EXEMPLO 40.2 (denominador de grau 2 sem raiz real). Vamos calcular

a integral:
/ o4l
——dz.
22 + 6z + 11
Comecamos dividindo o polinémio x® + = 4 1 pelo polinémio z? + 6z + 11
obtendo

23+ o+ 1= (x—6)(x? + 62+ 11) + (262 + 67)

B 4r+1 n 26z + 67
_—_ = — N —
x2 4+ 62+ 11 2 4+ 62+ 11°
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para todo x € R. Dal:

3
>+ x+1 26x + 67
LTI qe= [(z-6)d _DTTOL
/1:2+6:E—|—11 v /(x 6) x+/x2+6m+11 .

x? 26x + 67
- _6 _ Lol
2 x+/x2+6x—|—11 .

/ 26x + 67
— dzx
2+ 6x+11

comecgamos tomando a derivada do denominador

Para calcular a integral

d
a(952+695+11)=295+6

220

e al escrevemos o numerador como a soma da derivada do denominador

multiplicada por um niimero real com outro niimero real:
26x 4+ 67 = 13(2x + 6) — 11.
Dai:

2 2 1
/dezlg/wdx_n/dx
2+ 62+ 11 2 462 + 11 2 4+ 62 + 11

A primeira integral
/ 246
- dx
2?2 4+ 6z + 11
é calculada usando a substituigao de variaveis
y=2>4+6x+11, dy= (2z+6)dz

COomo segue:

2 1
/Md —/ydyzln]y\+C:1n\x2+6x+11]+C.

246r4+11 0

Para calcular a integral remanescente

1
et
comecamos completando quadrados
22+ 62 +11= (x4 3)? +2
e al usamos a substituicao de varidveis
z=v2tg0—3, dz=+2se?0,
com 6 € ]—g,%[ e obtemos:
22+ 62+ 11 = (z+3)> +2=2(1 +tg?0) = 2sec? .

Dai:

1 V2 V2 V2 r+3
/w2+6x+11dm—/2d9—29—2arctg< NG >+C.
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Juntando todos os pedagos vem

3 2
4z +1 T 9 11v2 T+ 3
——————dr = ——6x+131 6x+11)— —— arct (7> C,
/$2+6$+11 T 5 x+13In(z*+62+11) 5 arctg 7 +
em que podemos eliminar o valor absoluto em torno de 22 + 6z + 11 ja que

22 +6x + 11 = (v + 3)? + 2 > 0, para todo z € R.

41. Decomposicao em fragoes parciais: o caso geral

Nesta secao nés generalizaremos o Teorema e obteremos um método
que permite integrar fungoes racionais arbitrdrias. Antes de apresentar os
resultados principais da secdo, precisamos fazer uma breve revisao de al-
guns fatos importantes sobre polindmios, inclusive tocando de leve no tema
de raizes complexas e polindmios com coeficientes complexos, ja que agora
precisaremos tratar de fungoes racionais cujo denominador possui raizes que
nao sao reais.

Sejam p e ¢ polindmios, em que ¢ é nao nulo. Recorde que o algoritmo
de divisdo de polinomios nos da polindomios u e v tais que:

(i) p=qu+u;

(ii) v tem grauH menor do que o grau de q.
Os polindémios u e v satisfazendo as propriedades (i) e (ii) sao tnicos. O
algoritmo de divisao de polinomios funciona tanto para polinémios com co-
eficientes reais quanto para polinémios com coeficientes complexos: se p e
q tém coeficientes reais, entao u e v tém coeficientes reais, e se p e ¢ tém
coeficientes complexos, entao u e v tém coeficientes complexos. O polinémio
u é chamado o quociente da divisao de p por ¢ e o polindémio v o resto dessa
divisao. Se u é nao nulo, entao o grau de u é igual ao grau de p menos o
grau de g. Dizemos que ¢ é um divisor de p se o resto da divisao de p por
g ¢ nulo. Equivalentemente, ¢ é um divisor de p se existe um polinémio u
tal que p = qu. Se p é nao nulo e ¢ é um divisor de p, entao o grau de ¢q é
menor ou igual ao grau de p. Se ¢(r) =z — a, em que « é um nimero real
ou complexo, entao segue de (ii) que o resto v da divisao de p por ¢ é um
polinémio constante e de (i) que v = p(«). Dai:

a é uma raiz de p <= x — o é um divisor de p.

Se p é o polinémio nulo, entdao qualquer polinémio ¢ é um divisor de p, ja
que p = qu com u = 0. Se p é nao nulo e o é uma raiz de p, entdo o
maior inteiro positivo k tal que (z — «)¥ é um divisor de p é chamado a
multiplicidade da raiz o em p. Dado um inteiro positivo k, vale que a é uma
raiz de p de multiplicidade k£ se, e somente se, p pode ser escrito na forma
p(z) = (z — a)*u(x), em que u é um polindémio do qual a ndo é raiz. Uma
raiz a de p é chamada simples se a sua multiplicidade é igual a 1 e maltipla

12Gomo na Segao convencionamos que sentencas do tipo “o grau do polinémio v
é menor do que ...” ou “o grau do polindbmio v é menor ou igual a ...” sao verdadeiras
se v for o polinémio nulo (veja a nota de rodapé na pagina [155]).

”
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se a sua multiplicidade é maior do que 1. Note que se p(x) = (z — a)u(x),
para um certo polinébmio u, entao toda raiz de v é uma raiz de p, toda raiz
de p distinta de « é uma raiz de u e e é uma raiz de u se, e somente se, a é
uma raiz multipla de p.

O Teorema Fundamental da A/lgebm diz que todo polindmio nao cons-
tante com coeficientes complexos (e, em particular, todo polinémio nao cons-
tante com coeficiente reais) possui uma raiz complexa. Desse teorema e das
consideracoes acima, segue que todo polinémio nao constante ¢ com coefici-
entes complexos pode ser escrito na forma

(41.1) q(z) =c(z —a))P (z —a)® - (z — o),

em que ¢ é uma constante complexa nao nula, n, k1, ks, ..., k, sao inteiros
positivos e aq, a9, ..., ap sao nimeros complexos dois a dois distintos.
Temos que aq, a9, ..., a, sao precisamente as raizes de q e que k; é a
multiplicidade da raiz «o;, para todo i =1,2,...,n.

Um polinémio nao constante ¢ com coeficientes reais também pode ser
escrito na forma , mas os nimeros complexos «; nao sao necessaria-
mente reais. Vejamos agora como podemos obter uma fatoragdo similar a
(41.1)) para um polindmio com coeficientes reais em que cada fator também
tenha coeficientes reais. Recorde que o complexo conjugado de um nimero
complexo « é o numero complexo @ obtido de « pela troca do sinal da parte
imagindria de a, mantendo-se a parte real inalterada. Um célculo simples
mostra que se « e 8 sao numeros complexos, entao:

(41.2) atB=a+B e aBf=ap.

Se a é uma raiz complexa de um polinémio g com coeficientes reais, entao
usando e tomando o complexo conjugado dos dois lados da igualdade
q(a) = 0, obtemos que @ também ¢é uma raiz de ¢q. Se a nao é real, entdao « e
@ sao raizes distintas de g e portanto quando escrevemos ¢(z) = (z —a)u(x),
temos que @ é uma raiz de u. Segue dai que se um nimero complexo nao
real a é raiz de um polindmio ¢ com coeficientes reais, entao o polindmio
(x — a)(z — @) é um divisor de ¢q. Note que (z — «)(z — @) é um polinémio
de grau 2 com coeficientes reais, mas sem raiz real. Essas consideragoes
demonstram o seguinte resultado.

TEOREMA 41.1 (fatoracao de um polinoémio real). Se g € um polinémio
ndo constante com coeficientes reais, entdo podemos escrever q na forma

k k k
q(x) = cur(x) ug(x)™ - un ()™,
em que ¢ € uma constante real nao nula, n, ki, ko, ..., ky sdo inteiros
Positivos, ui, Uz, ..., Uy SGo polinémios monicos dois a dois distintos com
coeficientes reais e, para todo i = 1,...,n, vale que ou u; tem grau 1 ou u;
tem grau 2 e nao tem raiz real. ([

Recorde que um polindémio monico é um polindomio cujo coeficiente do-
minante é igual a 1. Para enunciar o nosso principal teorema sobre decom-
posicao de fungoes racionais precisamos de mais uma definicao.
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DEFINIGAO 41.2 (polindmios relativamente primos). Dizemos que dois
polinémioﬂ p e q sao relativamente primos se p e ¢ nao possuem divisores
comuns nao triviais, isto é, se qualquer polindomio que seja um divisor tanto
de p como de ¢ for constante.

Note que um polinémio constante nao nulo é um divisor de qualquer po-
lindémio e por isso dizemos que polinémios constantes nao nulos sao divisores
comuns triviais de p e q. Segue do Teorema Fundamental da Algebra que
dois polinémios p e ¢ sao relativamente primos se, e somente se, p € ¢ nao
possuem uma raiz complexa comum.

Se ¢ é um polinémio nao constante com coeficientes reais e se fatoramos
g como no Teorema, entao os polindémios ¢; definidos por

qi(z) = uz(a;)kl, 1=1,2,...,n,
sao dois a dois relativamente primos e vale a igualdade:

(41.3) q(z) = cqi(x)qa(z) - - - gn(x).

O teorema de decomposicao de uma funcao racional que enunciamos agora
trata precisamente de funcOes racionais préprias em que o denominador ¢
esta fatorado na forma e qi, g2, ..., qn sao dois a dois relativamente
primos. Recorde que o problema de integracao de fungoes racionais quais-
quer se reduz ao problema de integracao de fungoes racionais préprias, isto
é, funcoes racionais em que o grau do numerador é menor do que o grau do
denominador (veja Segao [38| e, mais especificamente, ) O teorema a
seguir e os outros que enunciaremos adiante valem tanto para polinémios
com coeficientes reais quanto para polinémios com coeficientes complexos,
mas estamos interessados apenas no caso de coeficientes reais.

TEOREMA 41.3 (decomposi¢ao em fragoes parciais). Sejam p e q po-
linomios e suponha que

q(z) = cqi(x)q2(x) - - - gn(2),

em que ¢ € uma constante nao nula, q1, q2, ..., g, SGo polinémios dois a
dois relativamente primos e n é um inteiro positivo. Se o grau de p é menor
do que o grau de q, entao existem e sao unicos polinémios p1, P2, ..., Pn
tais que p; tem grau menor do que o grau de q;, para todo i =1,2,...,n e
p(z) _p(z) | pa(z) Pn(z)
(41.4) = + +-F ;
q(x)  q(z)  q(r) qn(x)

para todo x tal que q(x) # 0.

13p defini¢ao se aplica tanto para polindmios com coeficientes reais como para po-
linémios com coeficientes complexos. Observamos que se p e ¢ tem coeficientes reais, entao
p e g possuem um divisor comum nao constante com coeficientes complexos se, e somente
se, p e ¢ possuem um divisor comum nao constante com coeficientes reais. De fato, se p
e ¢ possuem um divisor comum ndo constante com coeficientes complexos e se a é uma
raiz complexa desse divisor comum, entdo ou « é real e x — o é um divisor comum com
coeficientes reais de p € ¢ ou a néo é real e (r — a)(x — @) é um divisor comum com
coeficientes reais de p e q.
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A demonstracio do Teorema ¢ um tanto complicada e serd deixada
para o final da secao. Note que o Teorema [38.1] é um caso particular do
Teorema de fato, se ¢ s6 tem raizes reais e simples, isto €, se podemos
escrever ¢ na forma

q(z) = c(z — ) (x — az) -~ (x — an),

para algum ¢ € R nao nulo, algum inteiro positivo n e certos ntimeros reais
distintos aq, as, ..., a,, entao os polindmios

gx)=z—a1, @) =r—0a, ..., q@z)=z—a,
sao dois a dois relativamente primos e aplicando o Teorema obtemos
precisamente a conclusao do Teorema [38.1
Vejamos agora como fazer para encontrar na pratica os polinémios p;

cuja existéncia é garantida pelo Teorema Note primeiramente que
multiplicando a igualdade (41.4) dos dois lados por ¢(x) vem

(41.5) p(z) = p1(2)Q1(z) + p2(2)Q2(x) + - - - + P (x) Qn (),

em que @; é igual ao produto dos fatores ¢, ¢1, o, ..., ¢, omitindo o fator
q;, isto é:

(41.6) Qi(x) = cq1(2)q2(@) - - qi—1(2)Giv1(2) - - ().

Como argumentamos na Se¢ao [38] (usando o fato que dois polinémios distin-
tos podem assumir o mesmo valor no maximo num nimero finito de pontos),
temos que vale para todo z tal que g(x) # 0 se, e somente se, (41.5
vale para todo x. Precisamos entao encontrar polinémios p; tais que (41.5
vale para todo z e tais que cada p; tem o grau menor do que o grau de
¢;- Para isso, escrevemos os coeficientes do polinémio p; como incégnitas e
usamos a igualdade para obter um sistema de equacgoes para deter-
minar esses coeficientes desconhecidos. Como o grau de p; devera ser menor
do que o grau de ¢;, o nimero de coeficientes a serem determinados para
p; € igual ao grau de g; e portanto o nimero total de coeficientes a serem
determinados para todos os polinémios pi1, p2, ..., p, ¢ igual ao grau de
q. Denotando por m o grau de ¢, temos que ambos os lados da igualdade
sao polinémios de grau menor do que m; de fato, p tem grau menor
do que m por hipétese e p;Q; tem grau menor do que ¢;Q; = q. Igualando
os coeficientes dos polindmios que aparecem dos dois lados de obte-
remos entao um sistema linear de m equagoes com m incégnitas que nos
permite determinar todos os m coeficientes dos polinémios p1, ps, ..., Dn-
Uma outra maneira de encontrar m equagoes para determinar os coeficientes
dos polinémios pi, po, ..., py € escolher m nimeros reais (ou complexos)
distintos e substituir z em ambos os lados de (41.5) por cada um desses m
nimeros. No caso particular que tratamos na Segao em que ¢ possuia
m raizes reais distintas, bastava substituir x por cada uma das raizes de ¢ e
rapidamente podiamos determinar os polinémios pi, pe, ..., pn que naquele
caso eram todos constantes. Aqui ainda é verdade que substituir x por raizes
de ¢ em ¢ uma boa ideia, pois se @ é uma raiz de ¢, entdao o é uma
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raiz de algum ¢; e vale que Q;(a) = 0, para todo j # i. Infelizmente, nao é
necessariamente verdade que ¢ tem m raizes distintas, de modo que usando
apenas raizes de ¢ podemos nao obter as m equagoes que precisamos para
determinar os coeficientes dos polinémios p1, po, ..., p,. Notamos também
que, embora seja possivel substituir x por raizes complexas nao reais de ¢
em , esse tipo de substituicao pode gerar algumas contas trabalhosas
para fazer.

EXEMPLO 41.4 (decomposi¢ao em fragoes parciais). Considere os po-
linbmios
p(z) =323 + 22 + T + 7,
g(x) = 2" — 4z +3
e a fungao racional f definida por
p(z)
f(z) = m,

para todo z € R com ¢(z) # 0. Uma breve inspecao mostra que 1 é uma
raiz de ¢. Dividindo ¢(z) por = — 1 obtemos:

q(z) = (z — D) (2 + 22 + 2 - 3).

Vemos que 1 também é raiz de 23 + 22 + 2 — 3 e portanto podemos dividir
esse novo polinémio por z — 1, obtendo:

42 o —3=(r—1)(2®+ 2z +3).
Dai:
(41.7) q(z) = (. — 1)*(z* + 22 + 3).

Note que o polinémio x? + 2z + 3 ndo tem raiz real e portanto (41.7) é uma
fatoracao de g como no Teorema Pelo Teorema a funcao racional
prépria f pode ser decomposta na forma

12160 p2()
41.8 = )
em que p; e p2 tem grau menor ou igual a 1. Multiplicando os dois lados de
(41.8)) por g(x) vem:

(41.9) 323 + 2%+ Tx 4+ 7= p1(2) (2% + 22 4 3) + pao(z)(x — 1)°.
Os polinémios p1 e po podem ser escritos na forma
(41.10) p1(x) = ao + a1z, pa(z) =bo + b1z,

para certos ag, a1, bo, by € R. Substituindo (41.10]) em (41.9)) e expandindo
o lado direito de (41.9)) obtemos:

(41.11) 323 + 22 + T2 4+ 7= (a1 + b1)x® + (ap + 2a1 + by — 2by)2?
+ (2ap + 3a1 — 2bo + b1)z + (3ag + bo).
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A igualdade (41.11)) é equivalente ao sistema linear
a1+ by =3,
ap + 2ay + by — 2by =1,

(41.12) 2a0 + 3a1 — 2bg + b1 =7,
3ag+by =7

e resolvendo esse sistema obtemos:

(41.13) a=2, ag=1, by=1, b =2.

Logo

pr(z) =2+z, por)=1+22

@) = 2+x2 n 21+2x .
(x—1) x?+2x+3
Poderiamos também ter determinado os coeficientes desconhecidos ag, a1,
bp, b1 escolhendo 4 numeros reais (ou complexos) distintos e substituindo
x por cada um desses quatro numeros dos dois lados de para obter
quatro equagoes. Por exemplo, usando x = 1, que é uma raiz de ¢, obtemos
facilmente a equacao

6((1,0 + al) =18

e ai precisamos de mais trés equacoes. Utilizar as outras raizes de ¢ para
obter mais equacdes poderia ser uma boa ideia, mas essas raizes sao —1+iv/2
e —1 —i\v/2 e substituir = por esses valores em produz umas contas
um pouco feias. Outra opcao é simplesmente escolher mais trés nimeros
reais quaisquer para substituir no lugar de z em e obter as equagoes
que faltam. Isso funciona, mas nao é vantajoso computacionalmente em
relagao ao método que ji usamos acima para determinar ag, a1, by € by. Por
exemplo, se substituimos x pelos valores 1, 0, —1 e 2 dos dois lados de
obtemos as equagoes

6ag + 6a; = 18,

3ag+ by =7,

2ag — 2a1 + 4by — 4b1 = —2,
1lag + 22a1 + by + 2b1 = 49

e resolvendo esse sistema chegamos novamente a (41.13]), mas esse sistema
nao é mais simples de resolver do que (41.12)).

O Teorema nos permite reduzir o problema de integrar uma fungao
racional arbitraria ao problema de integrar uma funcao racional cujo deno-
minador é uma poténcia de um polinémio de grau 1 ou uma poténcia de um
polinémio de grau 2 sem raiz real. Uma funcgao racional f cujo denominador
é uma poténcia de um polinémio de grau 1 pode ser escrita na forma

floy = 20

(= a)*’
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em que p é um polinébmio, o é um nimero real e k£ é um inteiro positivo. A
integral de f pode ser calculada facilmente usando a substituicao de varidveis
y=x—«, dy=dz,
como fizemos na Segao [0] no caso k = 2. Vejamos um exemplo.

EXEMPLO 41.5 (integral de uma fungao racional cujo denominador é
uma poténcia de um polinéomio de grau 1). Vamos calcular a integral

/x3—2:c2+3:c+1
(z — 1)

usando a substituicao de varidveis

dx

y=x—1, dy=dx.

Temos:
23— 222 + 3z +1 (y+12° —-2(y+1)?+3(y+1)+1
dz = dy
(z — 1) y
v+ 2 +2y+3
/(1+1+2—{—3>d
= —t s+ S+—)dy
y oy ooyd oyt
1 1 1
=yl —--—-—— —+C
i vy yr oy
1 1 1
=In|z—1| - +C.

-1 (z—1)2 (z—1)3

O célculo de integrais de funcgoes racionais cujo denominador é uma
poténcia de um polinémio de grau 2 sem raiz real é mais complicado e requer
mais um teorema de decomposicao de funcoes racionais. Essa decomposicao
segue de um resultado sobre decomposicao de polinémios que nada mais é
que uma versao para polinomios da decomposi¢ao que se usa para escrever
um inteiro positivo numa determinada bas

TEOREMA 41.6 (expansao de um polinémio como combinagao de potén-
cias de um outro polindémio). Sejam p e q polindmios, n um inteiro positivo
e suponha que o grau de p é menor do que n vezes o grau de q. Temos que
eristem e sao unicos polindmios pg, P1, ..., Pn—1 CUJOS graus SGO Menores
do que o grau de q e tais que, para todo x, vale a igualdade:

(41.14)  p(x) = po-1(2)g(@)" ™" + pa—2(2)q(x)" 7 + - - + p2(z)q(x)?
+ p1(x)q(z) + po(z).
14ge 1 6 um inteiro ndo negativo e b é um inteiro maior ou igual a 2, entdo os digitos

da expansao de n na base b sdo os numeros inteiros ng, nk—1, ..., N2, N1, No tais que
n=mnpb® +np_ 1" T+ 4 nb?+nib+noe0 <n; <b-—1,paratodoi=0,1,2,... k.
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DEMONSTRAGAO. A demonstracao mais rigorosa deveria ser feita por
inducdo, mas optamos por apresenta-la na forma de um algoritmo para
encontrar efetivamente os polinémios pg, p1, ..., Pn_1, que é 0 que preci-
saremos para calcular as integrais. Denote por m o grau do polindémio gq.
Comegamos dividindo p por g obtendo polindmios u; e pg tais que py tem
grau menor do que m e:

(41.15) p(z) = u1(z)q(z) + po().

Note que o fato que o grau de p é menor do que nm implica que o grau de
u1 ¢ menor do que nm—m = (n—1)m. Agora dividimos u; por g e obtemos
polindémios us e p; tais que p; tem grau menor do que m e:

(41.16) ur(z) = uz(z)q(z) + p1(z);

note que o grau de uz é menor do que (n — 2)m. Substituindo (41.16]) em
(41.15) vem:

(41.17) p(z) = uz(x)q(x)® + pr(x)g(x) + po().

Af dividimos ug por ¢ e obtemos polindmios ug e po tais que py tem grau
menor do que m e:

(41.18) up(z) = us(z)q(x) + p2();

note que o grau de us é menor do que (n — 3)m. Substituindo (41.18]) em
(41.17)) obtemos:

(41.19) p(a) = uz(x)g(x)* + p2(2)q(2)? + pr(2)a(x) + po(=).

E assim por diante: continuamos dividindo ug por ¢ e substituindo o re-
sultado em (41.19) e depois dividindo cada novo quociente por ¢ até que
chegamos em

p(z) = tn-1(2)q(x)" " + pp_a(x)q(x)" % + -+ + pa(z)q(x)?
+p1(x)q(x) + po(x),

em que u,—1 tem grau menor do que (n —(n— 1))m = m. Para concluir,
basta tomar p, 1 = Un,_1. O

COROLARIO 41.7 (decomposi¢ao de uma fungao racional cujo denomi-
nador é uma poténcia de um polinomio dado). Sejam p e q polinémios, n
um inteiro positivo e suponha que o grau de p € menor do que n vezes o grau

de q. Temos que existem e sdo unicos polindmios p1, p2, ..., Pp CUJOS graus
sGo menores do que o grau de q e tais que
p(x) _pi(z)  pa(z) Pn(2)
n 2 ot n’
g q(z)  q(z) q(x)

para todo x com q(x) # 0

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente do Teorema dividindo os dois
lados da igualdade (41.14]) por ¢(z)™ e trocando p; por p,—;. O
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EXEMPLO 41.8 (decomposic¢ao de uma fungao racional cujo denominador
é uma poténcia de um polindémio de grau 2). Considere a fungao racional f
dada por

@) 27 — 220 +32° + 22 — 323 — 2?42 +5
T) = ,
(22 — 22+ 4)*
para todo x € R. Vamos encontrar a decomposicao para f cuja existéncia é

garantida pelo Corolario Em primeiro lugar, devemos encontrar uma
decomposicao como (41.14)), em que os polinémios p e g sdo dados por:

pl)=2"—22%+32° +22" - 32° —2® +2+5 e q(z)=2"-22+4.

Comegamos dividindo p por ¢, o que nos da
(41.20) p(x) = ui(z)g(x) + (—x + 1),

com:

5

u(z) =2° —2* + o+ 1.

Agora dividimos uy por ¢, obtendo
(41.21) ui(x) = ua(x)q(z) + (—15z + 41),
em que:

ug(z) = 2® 4 222 — z — 10.
Substituindo (41.21)) em (41.20)) chegamos em:

(41.22) p(z) = uz(2)q(x)? + (=152 4+ 41)q(z) + (= + 1).
Dividindo ug por g vem
(41.23) uz(x) = uz(x)q(z) + (3z — 26),
em que:
uz(x) =z + 4.

Como ug tem grau menor do que o grau de g, substituindo (41.23) em (41.22)
obtemos a decomposicao desejada

p(x) = u(a)q(e)’ + (3x — 26)q(x)* + (— 15z +41)g(x) + (—z +1)
e agora basta dividir os dois lados dessa tltima igualdade por q(x)*:
r+4 3z — 26 —15x + 41 —x+1
LG e S Py Al e s ey A e ey Rl P R
Em vista do Corolario resta agora resolver o problema de calcular
integrais de fun¢Oes racionais em que o numerador tem grau menor ou igual

a 1 e o denominador é uma poténcia de um polinémio de grau 2 sem raiz
real, isto é, integrais da forma

p(x)
(41.24) / dzx

q(x)F
em que p é um polinomio de grau menor ou igual a 1, ¢ é um polinémio de
grau 2 sem raiz real e k é um inteiro positivo. O método usado para calcular
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esse tipo de integral é quase idéntico ao método que usamos na Secao [40 no
caso particular em que £ = 1. Comecamos escrevendo p na forma

p=uq +v,

em que u € v sao nimeros reais. Reduzimos entao o problema do calculo de

(41.24)) ao calculo das integrais
/
(41.25) / ‘@) 4,

q(x)*

e

1
41.26 / ——dx
(41.26) q(x)*
A integral (41.25) pode ser calculada facilmente usando a substituicdo de

variaveis
=q(z), dy=d'(z)da.

Quanto a integral (41.26]), comegamos completando quadrados
¢(z) = al(z + B)* + 1],

em que a,3,v7 € R, a # 0 e v é positivo porque g ndo tem raiz real; dai
usamos a substituicao trigonométrica

x = /ytgl —pB, dx= \Fyseczﬁdﬁ,

com 0 € | -5, 5[, que nos da:
q(z) = al(z + B)* + 1] = ay(1 + tg ) = aysec® 6.
Obtemos entao:
! vl 1 el 2k—2
/ q(x)k do = ak~ykE | sec?k—20 df = ak~k Ccos 6 do.

Essa dltima integral é a integral de uma poténcia inteira nao negativa par
da funcao cosseno e pode ser calculada usando as técnicas apresentadas nos

Exemplos e (mais especificamente, veja (37.3)) e (37.5])). Note que

no caso k = 1, que foi o que tratamos na Segao [40] essa integral é trivial.

EXEMPLO 41.9 (integral de uma fungao racional cujo denominador é
uma poténcia de um polinémio de grau 2 sem raiz real e o numerador tem
grau menor ou igual a 1). Vamos calcular a integral:

/ 6x + 7 da
(22 4+4x+7)2

d
a(x2+4x+7):2m+4

Temos

6z + 7 =3(2x +4) — 5,
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de modo que:
6x +7 2z +4 1
s de =3 | ——+——5dx -5 | —5———= dx.
/(w2—1—4x+7)2 . /(x2+4x+7)2 . /(w2—1—4x+7)2 .
A integral
/ 2z 414 d
(22 +dx +7)?

é calculada usando a substituicao de varidveis:
y=a2>4+4x+7, dy=(2z+4)daz.

Temos:
2+ 4 1 1 1
prg —d = — — C:—i .
)2 / p W=y Zrdrt7

/ (22 +4x+7
Para calcular a integral

| e
(22 4+ 4x + 7)? v

fazemos o completamento de quadrados
P 4dr+7=(x+2)%+3

e usamos a substituicao trigonométrica
z=3tgh—2, dz=+3sec’6dd

com 0 E}—g,%[, que nos dé:
2?4 dx+7=(x+2)%+3=3(1+1tg’0) = 3sec? 0.

Dai /3
1 3
5 de = — 20de.
/(w2+4x—|—7)2 YT /COS
A integral do quadrado do cosseno foi calculada em (37.4) e o resultado é:

1
/cos2 0df = g + 1 sen(20) + C.

Precisamos agora reescrever esse resultado em termos da varidvel original x

(41.27)

Temos oy
T
6 = arct <7)
SV
e
1 1 1 te 0
ZSGH(%):fsenecosé?:?tgecosQe:285029.
Usando tgt = %(m +2) e (41.27) vem
1 V3 x+2
- 20) = Y-~ =
4sen( ) S i
e daf:
() C
s ) T v

| e
=2
(22 4 4x + 7)2 18
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Juntando tudo obtemos:

/ 6z 47 e 3 _5\/§arct (x+2>
(22 +4x+7)2" 2244z +7 18 & V3
5 2
—Lﬁ—(]
6(z2 +4z+7)
5z 4 28 5v/3 2

T+
=— — arct <7> +C.
6(z2 14z +7) 18 "B\ 3
Finalizamos a se¢@o apresentando a demonstragao do Teoremal[41.3] Pre-
cisamos de um resultado preparatdrio.

TEOREMA 41.10. Sejam n um inteiro positivo e Q1, Qa, ..., Qn po-
lindomios que ndo admitem um divisor comum nao trivial, isto €, todo divi-
sor comum de QQ1, Q2, ..., Qn € um polindmio constante. Temos que, para
qualquer polinomio p, existem polinéomios p1, pa, ..., Pn tais que:

p=p1Q1+p2Q2+ -+ ppQnp.

DEMONSTRAGAO. Considere o conjunto Z formado por todos os po-
lindbmios que podem ser escritos na forma

P1Q1 +p2Q2 + - + prQn,

para certos polinémios pi, p2, ..., pn. WNOS queremos mostrar que todo
polinémio esta em 7. E facil ver que Q1, Q2, ..., @), estao em Z, que a
soma de dois elementos de 7 estd em Z e que o produto de um elemento
de Z por um polinémio qualquer estd em Z. Se conseguirmos mostrar que
ha um polinémio constante nao nulo em 7, concluiremos entao que todo
polinémio estd em Z. Note que os polinomios @1, @2, ..., @, nao podem
ser todos nulos, ja que qualquer polinémio é um divisor do polinémio nulo e
esses polindbmios nao possuem divisor comum nao trivial. Temos entao que
existem polindmios nao nulos em Z e podemos portanto tomar um polinémio
nao nulo r em Z que tenha grau minimo, isto é, tal que nenhum polinémio
nao nulo em Z tenha grau menor do que o grau de r. Afirmamos que r é um
divisor de @Q);, para todo i = 1,2,...,n. De fato, se r nao fosse um divisor
de Q);, poderiamos dividir @); por r e obter polindmios u e v tais que

Q,L'ZUT—FU,

em que v é nao nulo e possui grau menor do que o grau de r. Mas o fato
que (); e r estao em Z implica que v = Q; — ur estd em Z, o que contradiz
a minimalidade do grau de r. Do fato que r é um divisor comum dos
polinémios @1, Q2, ..., Q, segue que r é um polinébmio constante e como r
¢ nao nulo e pertence a Z a demonstracao estd completa. [l
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COROLARIO 41.11. Sejam p, q1 e qa polindmios. Se p é um divisor de
q1q2 € se p e q1 sao relativamente primos, entdo p € wm divisor de qs.

DEMONSTRAGAO. Como os polindémios p e g1 nao tem um divisor comum
nao trivial, o Teorema nos diz que existem polinémios uq e uo tais que:

u1p +u2qp = 1.

Multiplicando essa igualdade dos dois lados por ¢z vem

u1Pqe + uU2q142 = q2

de onde a conclusao segue. O

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA [41.3] Defina @; como em (41.6]), para
i1 =1,2,...,n. Devemos mostrar que existem e sao unicos polinomios p1,
P2, ..., Py tais que p; tem grau menor do que o grau de ¢;, para todo
1=1,...,n, e

(41.28) p=p1Q1 +p2Q2+ -+ ppQn.

Afirmamos que todo divisor comum de Q1, Qo, ..., @, é constante. De fato,
se esses polindmios tivessem um divisor comum nao constante, o Teorema
Fundamental da Algebra implicaria que eles possuem uma raiz complexa
comum «. Como « é uma raiz de ()1, temos que « é raiz de g; para algum
i # 1. Mas a também ¢é raiz de Q; e dai segue que « ¢ raiz de g; para
algum j # i. Logo ¢; e gj possuem uma raiz complexa comum, o que
contradiz o fato que eles sdo relativamente primos. O Teorema [41.10] nos d&a
entao polinémios p1, ps, ..., p, tais que vale, mas a principio nada
garante que cada p; tenha grau menor do que o grau de ¢;. Para resolver
esse problema, fazemos assim: dividimos p; por ¢; obtendo um quociente u;
e um resto p; tais que

(41.29) Di = Wiqi + Pi

e de modo que o grau de p; seja menor do que o grau de g;. Vamos mostrar
que:

(41.30) p=p1Q1+p2Q2+ - + PnCn.
Substituindo (41.29) em (41.28]) obtemos

p=p1Q1+p2Q2+ - +pnQn = u1q1 Q1 + u2g2@Q2 + - - - + upGQn
+p1Q1 +p2Q2 + - + PppQn

e usando o fato que ¢;Q); = g vem:

(41.31) p=(ur+uz+-+uy)q+ (P1Q1 + p2Q2 + - - + PnQn)-

Note que o fato que o grau de p; é menor do que o grau de ¢; e a igualdade
¢;Q; = q implicam que o polindmio p1Q1+p2Q2+- - - +P, @y tem grau menor
do que o grau de ¢, e dai a igualdade (41.31)) nos diz que uj +ug + - - + uy,
e p1Q1 + p2Q2 + - - - + Pr@Qy, sdo, respectivamente, o quociente e o resto da
divisao de p por q. Mas o grau de p é menor do que o grau de ¢, de onde
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segue que o quociente da divisao de p por ¢ é zero e o resto é o proprio

polinémio p. Isso prova (41.30]).

Para completar a demonstracao do teorema, resta agora mostrar a uni-

cidade dos polinomios py, pa, ..., py tais que (41.28)) vale e tais que o grau
de p; é menor do que o grau de ¢;, para todo ¢ = 1,2,...,n. Sejam entao

b1, P2, cevy  Dn, ﬁla ﬁ27 yer+y  DPn
polinémios tais que

(41.32)  p=p1Q1+p2Q2+ - +ppnQn =p1Q1 +D2Q2+ -+ PnQn

e tais que p; e p; tenham ambos grau menor do que o grau de g;, para todo
1=1,2,...,n. Devemos verificar que:

P1L=p1, P2=D2, ---5 Pn=DPn
Fixado um i = 1,2,...,n, mostraremos agora que ¢; é¢ um divisor de p; — p;
e dai seguira que p; — p; = 0, pois ¢; nao pode ser divisor de um polinémio
nao nulo cujo grau é menor do que o grau de ¢;. Ao mostrarmos que ¢; é um
divisor de p; — p;, a demonstracao estara entao completa. De (41.32) vem

(41.33) (p1 —P1)Q1+ (p2 —P2)Q2 + -+ + (Pn — Pn)Qn =0

e como ¢; ¢ um divisor de @); para todo j # 7, segue de (41.33)) que ¢; ¢ um
divisor de (p; — p;)@;. O fato que g; é um divisor de p; — p; segue agora do
Corolario 41.11] e do fato que ¢; e Q); sdo relativamente primos. O
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