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Boa Prova!

Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja f : IR — IR uma fungao integravel.
Calcule o limite:

lim f(z)sen(%) dm(z).
n—oo R

Questao 2. (valor 0,5 ponto cada item) Decida se as afirmagoes abaixo sao
verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.

(a) Se f : R™ x R™ — [0,+00] é uma funcdo mensurdvel nao ne-
gativa entdo as integrais iteradas [, ( [p. f(z,y) dm(y)) dm(z) e
Jrn (S f(z,y) dm(z)) dm(y) sdo iguais.

(b) Se A é um subconjunto mensurdvel de IR™ x IR" = IR™" e se toda
fatia vertical A,, z € IR™, de A tem medida nula em IR"™ entdo A
tem medida nula.

(c) Se A é um subconjunto de medida nula de IR™ x IR™ = JR™*™ entao
toda fatia vertical A;, z € IR™, de A tem medida nula em IR".

(d) Se (fr)k>1 € uma seqiiéncia de funcgoes integraveis fr : IR — IR
que converge pontualmente para uma funcao integravel f : IR — IR
entdo limy_.o [ frdm = [ fdm.

(e) Se f :[0,400] — [0,+00] é uma funcdo mensurdvel e ndo negativa
entdo [;7° fdm = lim, joo fy fdm.

Questao 3. (valor 2,5 pontos) Considere o conjunto:
A= {tlbl + toby + t3b3 : tq,to,t3 € [0, 1]} C ]Rg,

onde by = (1,2,3), ba = (0,2,3) e b3 = (0,0, 3). Mostre que A é mensuravel
e calcule sua medida de Lebesgue.

Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja ¢ : IR — IR? uma funcdo Lipschitziana.
Mostre que a imagem de ¢ tem medida nula em IR2.

Questao 5. (valor 2,5 pontos) Seja f : [0,+0c0] — IR uma fun¢do men-
surdvel tal que existem ¢ > 0 e k > 0 com |f(z)] < ke®, para todo
x € [0,+00]. A transformada de Laplace de f é a funcado f : |c,+o0[ — IR
definida por:

i +00
f(t) = /0 f(x) et dm(x),

paratodot > c. Se g : [0,+00o[ — IR é definida por g(x) = z f(z), mostre que
f é derivavel e que sua derivada é igual a —g, onde ¢ denota a transformada
de Laplace de g.
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Questao 1. Seja f : IR — IR uma fungao integravel. Calcule o limite:

lim f(x)sen(Z) dm(z).

n—oo R

Resolugao. Para cada z € IR, temos:
. z) _
nango f(z)sen(Z) =0.
Além do mais, |f(z)sen(2)| < |f(z)|, para todos x € IR, n > 1, onde |f] ¢
uma fungao integravel. Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que:

lim f(z)sen(£) dm(z) = / 0dm(z) = 0. O
R R

n—oo

Questao 2. Decida se as afirmagoes abaixo sdo verdadeiras ou falsas e
justifique sua resposta.

(a) Se f : R™ x R™ — [0,+00] é uma funcdo mensurdavel nido ne-
gativa entdo as integrais iteradas [, ([pe f(@,y) dm(y)) dm(z) e
fan (f]Rm f(z,y) dm(:c)) dm(y) sao iguais.

(b) Se A é um subconjunto mensurdvel de IR™ x IR" = [R"™*" ¢ se toda
fatia vertical A,, =z € IR™, de A tem medida nula em IR™ entao A
tem medida nula.

(c¢) Se A é um subconjunto de medida nula de IR™ x IR" = [R™*" entao
toda fatia vertical A, x € IR™, de A tem medida nula em IR".

(d) Se (fr)k>1 ¢ uma seqiiéncia de fungdes integraveis fr : R — IR
que converge pontualmente para uma funcao integravel f : IR — IR
entao limy o [f fx dm = [ fdm.

(e) Se f :[0,400[ — [0,+00] é uma fungdo mensurdvel e ndo negativa
entdo f0+°o fdm = limy 4o [y fdm.

Resolugao.

(a) Verdadeiro.
Segue de um Corolario do Teorema de Fubini—Tonelli (Coroldrio 2.7.5
das notas de aula), j& que toda funcao mensuravel ndo negativa é
quase integravel.



(b) Verdadeiro.
Aplicando o Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema 2.7.4 das notas
de aula) a funcao caracteristica de A ou, mais diretamente, a Pro-
posicdo 2.7.3 das notas de aula ao conjunto A, obtemos:

m(A) = / m(A) dm() = / 0dm(z) =0,

(c) Falso.
Tome A = {0} x IR". Da{ A tem medida nula em R™" (pois estd
contido num hiperplano), mas a fatia vertical Ay = IR" tem medida
infinita.

(d) Falso.
Seja fr = k:x]o,%[ ou fr = %X[O,k]' Em qualquer caso, fr — 0
pontualmente (no segundo caso, fr — 0 até uniformemente) mas
[ frdm = 1, para todo k > 1.

(e) Verdadeiro.
Basta mostrar que lim;_.o [* fdm = f0+°° f dm, para toda seqiién-
cia (ug)r>1 em [0,4o00[ com up — +oo. Como f é ndo negativa,
usando o Lema de Fatou para a seqiéncia de funcoes f X[0,ux] obte-
mos:

+00 Fo0 oe
[ ram= [ it gt < it [ g

U
= lim inf/ fdm.
0

k—o0

Por outro lado, usando novamente o fato que f é nao negativa, temos
Ou'“ fdm < f0+°o fdm, para todo k > 1, e portanto:

+00 Uk Ug +o0
/ fdm < ligninf/ fdm < limsup/ fdm < fdm.
0 —oo Jo 0 0

k—o0

Questao 3. Considere o conjunto:
A= {tlbl + toby + t3b3 : t1,to,t3 € [0, 1]} C Bg,

onde by = (1,2,3), ba = (0,2,3) e b3 = (0,0, 3). Mostre que A é mensuravel
e calcule sua medida de Lebesgue.

Resolucao. Seja T : IR? — IR? a aplicacdo linear que leva a base candnica
de IR3 sobre os vetores by, by e bs; a matriz que representa 7' com respeito
a base canodnica é:

W N =
w N O
w o O
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Além do mais, se B = [0,1]3 entdo A = T(B). Temos que B é um bloco
retangular com volume |B| = 1 e portanto B é mensuravel e possui medida
de Lebesgue igual a 1. Segue do Teorema 3.2.1 das notas de aula que A é
mensuravel e m(A) = |det T| m(B) = 6. O

Questao 4. Seja ¢ : IR — IR? uma funcdo Lipschitziana. Mostre que a
imagem de ¢ tem medida nula em IR?.

Resolucao. Considere a funcdo v : IR? — IR? definida por ¥(x,y) = ¢(x),
para todo (z,y) € IR?>. Se k denota uma constante de Lipschitz para ¢
entao:

doo (V(2,9), 9 (2", y)) = doo (8(2), $(a")) < klz —2'| < kdoo((2,9), («',1/)),

para todos (z,y), (2',y’) € IR?. Daf ¢ é Lipschitziana e portanto leva sub-
conjuntos de medida nula de IR? em subconjuntos de medida nula de IR?
(Corolédrio 3.1.6 das notas de aula). A conclusdo segue observando que a
imagem de ¢ coincide com ¢ (IR x {0}). O

Questao 5. Seja f: [0, +00[ — IR uma fungao mensuravel tal que existem
¢c>0ek>0com |f(z) < ke, para todo x € [0, +o0[. A transformada de
Laplace de f é a funcao f : |¢, +oo[ — IR definida por:

+oo
f(t) = /0 f(x) et dm(x),

paratodot > ¢. Se g : [0,+o00o[ — IR é definida por g(x) = z f(z), mostre que
f é derivavel e que sua derivada é igual a —g, onde ¢ denota a transformada
de Laplace de g.

Resolugao. Em primeiro lugar, observamos o fato simples que se a > 0 é
fixado entao a funcdo = — e~** é integravel em [0, +-o00[; de fato, como essa
funcao é nao negativa, isso é justificado pelo seguinte cdlculo:

+o0 u 1 1
/ e “dm(z) = lim e “dm(zr) = lim ——(e " —1)=—.

0 u——+00 0 u—-+o0 o o
Agora, fixado t > ¢ entdo |f(z)e | < ke~ (=9% para todo x > 0; como
t —c > 0, segue que a funcio = — f(z)e ' é integravel em [0, +oo[ para
todo t > ¢ e portanto a transformada de Laplace f i ]e, +oo] — IR estd
bem definida. Para mostrar que f é derivével e que f' = —§, usaremos a
Proposicao 2.5.7 das notas de aula. Claramente:

S f@)e = —af(@)e ™,
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para todos x > 0, t € IR e portanto, para concluir a demonstragao, ¢ sufi-
ciente verificar que para todo tg > c¢ existem € > 0 e uma fungao integravel
¢ : 10, 4+00] — IR tal que:

d —tx
S/ @) e < ola),

para todo t € |ty —e,t9 + €[ e todo x € [0,400[. Sejam £ > 0, § > 0 tais
que tg — 6 —e > ¢. Como limy_ 4o ze~ %% = 0, existe uma constante k¥’ > 0
tal que ze %% < K/, para todo = > 0, i.e., < k'e’®, para todo z > 0. Dai:

d —tx
—flz)e
|~/ @)
para todo xz > 0. Em particular, se t > ty — € entao:
d —tx
—flx)e
/@)

para todo > 0. Como tg —e —c¢ — 6 > 0, a funcio x s e (lo—e=c=0)z ¢
integravel em [0, +00[ e a conclusao segue. O

_ ‘l'f(l')e_tx’ < kkle—(t—c—d)x’

S kkle—(to—e—c—é)x’




