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Boa Prova!

Questao 1. (valor 2,5 pontos) Considere a fungao f : IR — IR definida por:

z2, se cos(x) € Q,
X (€7), secos(z) & Q,

onde K C [0,1] denota o conjunto de cantor ternario. Mostre que f é Borel
mensuravel.

fz) =

Questao 2. (valor 0,5 ponto cada item) Decida se as afirmagoes abaixo sao
verdadeiras ou falsas e justifique sua resposta.

(a) Se (X, A) é um espago mensuravel entdo uma funcio f: X — IR é
mensuravel se e somente se f* e f~ sao funcoes mensuraveis.

(b) Se (X,.A) é um espaco mensuravel entdo uma funcao f: X — IR é
mensuravel se e somente se |f| é uma fun¢ao mensurdvel.

(c) Se (X, A, ) é um espago de medida entdao a soma de duas fungoes
integraveis f : X — IR, g : X — IR é uma funcao integravel.

(d) Se (X, A, ) é um espago de medida entao a soma de duas fungoes
quase integraveis f : X — IR, g : X — IR é uma funcao quase
integravel.

(e) Se o gréfico de uma fungao f : IR — IR é um subconjunto mensuravel
do plano IR? entdo f ¢ uma funcido mensuravel.

Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja (X,.A, u) um espaco de medida e seja
(Ag)k>1 uma seqiiéncia em A com Ay  A. Se f: X — [0,+00] é uma
funcao mensurdvel, mostre que limj_, oo fAk fdu= [, fdp.

Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja
[+ X — IR uma funcao integravel tal que [, fdu = 0, para todo A € A.
Mostre que f = 0 quase sempre.

Questao 5. (valor 3,0 pontos) Seja X C IR™ um conjunto mensurdvel e
seja f: X — [0, +o0] uma fun¢ao mensuravel. Mostre que o conjunto:

C(f):{(l‘,y)EXXBi()Sy<f(x)}CBerl

é mensurdvel e que m(C(f)) = [y fdm. Se Im(f) C [0,4oc0[, mostre
também que o grafico de f:

gr(f) ={(z, f(z)):x e X} C R™H

tem medida nula.
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Questao 1. Considere a fungao f : IR — IR definida por:

x2, se cos(x) € Q,
X (€7), se cos(z) € Q,

onde K C [0,1] denota o conjunto de cantor ternario. Mostre que f é Borel
mensuravel.

fz) =

Resolugao. A funcao x — cos(x) é continua e portanto Borel mensuravel,
pelo Lema 2.1.15 das notas de aula; como o conjunto Q é Boreleano, segue
que:
A:{:EEIR:cos(x)EQ}

¢é Boreleano. Temos portanto IR = A U A°, onde os conjuntos A e A€ sdo
Boreleanos. A fungao f|4 é Borel mensuravel, ja que é igual a restrigao da
funcdo continua x — z2. Afirmamos que a funcdo f|sc também é Borel
mensuravel. De fato, o conjunto K é fechado e portanto Boreleano; logo a
fungao x, ¢ Borel mensuravel, pela Observacao 2.1.30 das notas de aula.
A funcao f|ac é igual a restrigao da composigao da fungao continua x +— e*
com a fungao Borel mensuravel x .. Segue entao que f ¢ Borel mensurével,
pelo Lema 2.1.13 das notas de aula. O

Questao 2. Decida se as afirmagoes abaixo sdo verdadeiras ou falsas e
justifique sua resposta.

(a) Se (X,A) é um espago mensuravel entdo uma funcio f: X — IR é
mensuravel se e somente se f* e f~ sdo funcoes mensuraveis.

(b) Se (X,.A) é um espaco mensuravel entdo uma funcio f: X — IR é
mensuravel se e somente se |f| é uma fun¢ao mensuravel.

(c) Se (X, A, ) é um espaco de medida entao a soma de duas fungoes
integraveis f : X — IR, g : X — IR é uma funcao integréavel.

(d) Se (X, A, ) é um espago de medida entdao a soma de duas fungoes
quase integraveis f : X — IR, g : X — IR é uma fungdo quase
integravel.

(e) Se o gréfico de uma fungao f : IR — IR é um subconjunto mensuravel
do plano IR? entdo f é uma funcéo mensurével.

Resolugao.



(a)

Verdadeiro.

Se f é mensurdvel entdao fT e f~ também sdo mensurdveis, pelo
Lema 2.1.21 das notas de aula. Reciprocamente, se f™ e f~ sdo
mensuraveis entdo f = fT— f~ é mensuravel, pela Proposicao 2.1.19
das notas de aula.

Falso.
Se A C X é um conjunto nao mensuravel entao a fungao:

f=x A~ XAc
nio é mensuravel, j4 que A = f~!(1) ndo é mensuravel. Mas |f| =1
é obviamente mensuravel.

Verdadeiro.
Segue do item (a) da Proposicao 2.4.4 das notas de aula.

Falso.

Seja (X, A, u) = (R,M(]R),m) e sejam [ = X000 9 = ~X]—00,0]"
Dai f e g sao quase integrdveis, jd que f- =0e g" =0. Mas f +¢
nao é quase integravel, pois:

/lR(f+9)+ dm:/]RX]o,Jroo[dm:JrOO,

/ (f+g) dm= / X] o0 o dM = +00.
R R

Falso.

Seja A C IR um subconjunto ndo mensuravel arbitrario. Entao
[ = x4 nao é uma funcao mensurdvel, ji que A = f71(1) nao é
mensuravel. No entanto, o grafico de f é mensurdvel, ja que é um
subconjunto de IR x {0,1} e portanto possui medida exterior nula.

Questao 3. Seja (X, A, p) um espago de medida e seja (Ag)r>1 uma se-
qiiéncia em A com Ay /' A. Se f: X — [0,400] é uma fungao mensuravel,

mostre que limy_, s fAk fdu= fA fdu.

Resolugao. Temos fy Ay /" [x, e portanto o Teorema da Convergéncia
Monotonica nos da:

klim/fokduz/ xadp.

A conclusao segue do Lema 2.4.2 das notas de aula observando que:

/XfodeZ/Akfdu, [ peadu= [ san s
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Questao 4. Seja (X, A, 1) um espaco de medida e seja f : X — IR uma
funcao integravel tal que fA fdp =0, para todo A € A. Mostre que f =0
quase sempre.

Resolugao. Considere os conjuntos:
A ={zeX:f(x)>0}, A_={zecX: f(z)<0}.

Por hipotese, temos fA+ fdu=0. Como f|4, éuma fungao nao negativa, o
resultado do Exercicio 2.13 das notas de aula implica que f|4, ¢é nula quase
sempre, i.e., u(Ay) = 0. Similarmente, —f|4_ é uma fungdo nao negativa
com integral nula e portanto u(A_) = 0. Concluimos entao que o conjunto

{zeX:f(x)#£0} =A,UA_

tem medida nula, i.e., f = 0 quase sempre. ([

Questao 5. Seja X C IR™ um conjunto mensuravel e seja f : X — [0, +0o0]
uma funcao mensuravel. Mostre que o conjunto:

C(f)={(z,y) e X x R:0<y < f(x)} ¢ R™
¢ mensurdvel e que m(C(f)) = fodm. Se Im(f) C [0,+00], mostre

também que o gréfico de f:
gr(f) = {(w,f(ac)) ix € X} c R™!

tem medida nula.

Resolugao. Suponha que f: X — [0, 400] é uma fungao simples. Podemos
escrever [ = Zle cixa,;, com Ay, ..., Ay € M(IR™) dois a dois disjuntos,
X = Ule Ajecy,..., cr €10,+00]. Obviamente:

k

C(f) = U (Ai x [0,¢]).
i=1
Pelo resultado da Questao 5 da primeira prova, o conjunto A; x [0, ¢;| é
mensurével e m(4; x [0,¢;[) = ¢;m(4;). Como os conjuntos 4; x [0, ¢;[ sdo
dois a dois disjuntos, temos:

k
m(C(1) = 3 eim(4) = [ sam.

Suponha agora que f : X — [0, +00] é uma fungao mensurdvel arbitraria.
Pela Proposigao 2.1.33 das notas de aula, existe uma seqiiéncia (fy)r>1 de
fungbes simples mensuréveis f, : X — [0,4o00[ tal que fi ' f. Dai:

C(fe) /7 C(f).



Segue que C(f) é mensurdvel e:
m@UU:}gm@WMFﬁH&AﬁAmZAjmm

onde na tultima igualdade usamos o Teorema da Convergéncia Monotonica.
Suponha agora que Im(f) C [0, +o00[ e mostremos que o gréfico de f tem
medida nula. Consideramos primeiramente o caso em que m(X) < +oo e f
¢é integravel. Para todo € > 0 temos:

gr(f) c C(f+e)\C(f);

portanto:

m* (gr(f)) <m(C(f +e)\ C(f)) =m(C(f +2)) —m(C(f))

/f+5dm /fdm—sm X).

Fazendo £ — 0 concluimos que gr(f) tem medida nula. Passemos ao caso
geral. Para cada k& > 1 seja:

Xk,—{xGX f(z </<:}ﬂ —k, k™
Daf m(Xj) < +oo e [y fdm < km(Xy) < +oo, ie., flx, ¢ integrdvel.

J& mostramos entao que gr(f|x,) tem medida nula. Como X = (J,2 Xy,
temos que gr(f) = Up—; gr(f|x,) e portanto gr(f) tem medida nula. O



