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— x4+ 6y =15

y—x =1

Figura 1: Representacdo gréfica de um PL com duas variaveis. A regido colorida representa
o conjunto de solugdes vidveis, as linhas tracejadas reprentam (cada uma) um conjunto de
pontos para o qual a fun¢do objetivo assume valor igual a uma constante z + y = ¢ (“cotas’
ou “curvas de nivel”). O ponto marca a solu¢ao étima. O quadrado assinala a solugao 6tima
se a restricao z 4+ 6y < 15 é removida.

)

1 Programacao Linear

1.1 Introducao

Introduzimos a seguir o assunto “programagao linear”. Uma referéncia é [MGOT7|.

Programagao linear (PL) consiste no estudo da otimizacdo de uma fungao linear, sujeita

a restrigoes lineares. Uma funcao nas variaveis x1,xs, ..., T, é linear se pode ser escrita
como Y ', T, com ay, ..., a, € R. Uma inequagdo nas variaveis x1, xa, ..., T, ¢ linear
se pode ser escrita como » . fix; < ¢, com Bi,..., 5, € R.

Exemplo (Formulagao de um PL)
O seguinte PL, com varidveis z e y, esté representado graficamente na figura 1.

max x-+vy
sa. —x+4+y<l1
46y <15
4 —y <10
z,y >0

Note que, se removemos a restri¢cao 4x —y > 10, entdo, (exercicio!) para todo ponto (z,y)
satisfazendo as restrigdes do PL, existe um ponto (z/,y') que também satisfaz as restri¢oes,
etal que 2’ + 9 >z +v.



cenoura repolho pepino mimimo a incluir (mg)

Vitamina A (mg) 35 0.5 0.5 0.5

Vitamina C (mg) 60 300 10 15

Fibras (mg) 30 20 10 4
Prego ($/Kg) 0.75 0.5 0.15

Tabela 1: Restricoes de consumo para uma dieta “boa’”: consumir, entre outras coisas,
ao menos 4 miligramas de fibras, e 300 miligramas de vitamina C. Os precos afetam a
fungao-objetivo que queremos minimizar: o custo.

1.2 Formulacao Geral

Para a,b € R", com a = (a1,...,a,) € b = (b1,...,b,), convencionamos que a < b
quando a; < b;, para ¢ = 1,...,n. Assim, podemos (exercicio!) escrever qualquer PL como
max clz
sa. Az <b

Onde ¢ € R™, b € R™, o vetor ¢! representa ¢ transposto, e A é uma matriz real m x n.

Nessa formulacao, chamamos ¢’z de fungao objetivo, e o sistema Az < b de restri-
¢oes. Um vetor 2/ € R™ é chamado solugao viavel se Az’ < b. Uma solugao viavel z* € R"
¢ solugao 6tima se ¢'z* é maximo. Um PL pode néo ter, ter exatamente uma, ou ter
infinitas solugoes 6timas (exerciciol).
Observagao 1.1 As solugoes de um PL formam um poliedro convexo.

Nem sempre é simples identificar que um problema tem formulacao como PL. Veremos
exemplos.

Exemplo (Dieta Otima)

Desejamos encontrar uma dieta de custo minimo, que seja capaz de satisfazer certas
necessidades bésicas do consumo diario das vitaminas A e C, e de fibras. O prego dos itens
disponiveis para composi¢ao da dieta, assim como seus custos, estao descritos na tabela 1.

Se representamos por Tcen, Trep € Tpep, respectivamente, a quantidade a consumir de
cenoura, repolho e pepino, obtemos a seguinte formulacao.

min  0.759Zcen + 0.5Zrep + 0.152pep
s.a. 35Tcen + 0.5%rep + 0.52pep > 0.5
602 cen + 3002rep + 102pep > 15
30Zcen + 20Zrep + 10Tpep > 4

Exemplo (Fluxo em Rede)

Temos uma rede, digamos, de computadores, conectados entre si como mostra a figura 2.
As conexdes tém limitagoes: cada uma possui uma taxa maxima de transmissao de dados.
Queremos saber qual a maxima taxa possivel de O a N.

Restrigoes: as conexoes podem ser usadas em qualquer sentido, mas nao em ambos
os sentidos simultaneamente. Ademais, a quantidade de dados que chega a qualquer dos
nos A,B,C,D,E deve ser a mesma que dele sai. Observe (exerciciol) que isso significa que a
quantidade que sai de O é igual & que chega a N.
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Note que a taxa maxima nao excede a soma das taxas das conexoes com extremo em O
— donde é menor ou igual a 6. Ademais, a quantidade que passa pelo n6 A é no maximo 2,
pelo modo como as capacidades das conexdes O—A, A—B e A—D estao distribuidas. Observe
(exercicio!) que é de fato possivel transmitir informagcao a taxa “5”; como mais nao é possivel,
essa taxa ¢ maxima.

Observe ainda que, em geral, se consideramos uma partigao A, B do conjunto {0,A,B,C,D,E,N}
tal que O e N estejam em partigoes diferentes, entdo a soma da taxa de transmissao das
arestas que conectam A a B (mais precisamente, arestas que conectam a € A a b € B)
¢ um limitante superior para a taxa méaxima de transmissdo de 0 a N. E um teorema
(teorema fluxo méaximo—corte minimo) que o menor valor atingido por esse limitante é de
fato a taxa maxima que pode ser transmitida.

Indicando por z,, a taxa de transmissao de u a v, para algum esquema de transmissao
(de modo que Zyy = —Zyy), temos a seguinte formulagao.

max Zoq + Tob + Toc
S.a. Tog — Tah — Tad = 0
Tab + Tobp — Tpe = 0
Zoc + Tec — Ted = 0
Tad + Ted — Tdn =0
Tpe — Tec — Ten =0
=3 < Tpe <3
—1<x, <1
—2< 2o <2
1<z <1
—1<xea <1
—2 < wpe <2
—4<zeq< 4
—4 <xg, <4
—4 < xee <4
—1 < xep <1

Exemplo (Planejamento da sorveteria)

Uma fabrica de sorvete deseja planejar sua produgdo mensal de sorvete, de modo a
maximizar seus ganhos. Basearemos o planejamento em um estudo de mercado prévio, que
nos déa estimativas da demanda més a més (em toneladas). A producao em excesso de um
més fica estocada para venda nos meses subsequentes. Ademais, ha os custos de operacao
da fabrica: um custo de 50 $/(tonelada - més) pago com base na mudanga na produgao: se
no més ¢ a fabrica produzia x; toneladas de sorvete, e no més ¢ 4+ 1 passard a produzir z;1,
o custo associado a alteragao é 50|x;11 — z;|; e um custo de 20 $/(tonelada - més) que é
pago pelo sorvete que é estocado.

Aqui denotamos por x; a quantidade de sorvete que foi produzida no més i e por s; a
quantidade deixada de estoque ao fim do més 7, com ¢ = 1, 2,...,12. Definimos x¢g = sg = 0,
para escrever a formulagdo de PL a seguir.
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Figura 2: Rede com capacidade nas conexoes. Conexoes entre nos (O, A, por exemplo) sdo
indicadas por linhas. O fluxo maximo que pode passar em uma ligacao é indicado pelos
ntmeros. Cada conexao pode transmitir em qualquer sentido, mas em apenas um. Qual a
maior taxa de envio possivel de O para A?

min (mudanga de produgao) + (estoque)
12
= min 502 |z — zi—1| + 85
i=1
sa. rg=58y=S12=0
xi+si,1—di:5i, i:1,2,...,12
xi, 8 >0
A presenca do médulo na funcao objetivo torna a formulagao nao-linear. Podemos,

contudo, contornar esse empecilho usando uma varidvel que mede a variacdo da producao.
Definimos, assim, as variaveis

T — Ti—1 sex; —x; —1>0
Yi = L.

0 caso contrario

—(x; —xi—1) sex;—x; —1<0
Z; = .

0 caso contrario

Neste caso, o PL &

12 12
min 50 (yi+2)+20) s
=1 =1

s.a. xg=Sg =812 =0,
T; + Si—1 —Cli = S;,
Ti — Ti—1 = Yi — Zi,
Si, TiyYi,2zi >0 1=1,2,...,12

Note que se existe solugao viavel x em que ambos y; e z; s@o positivos, entao hé solugao
viavel 2’ em que todas as restricoes sao atendidas, e ademais a funcao objetivo assume
valor cTa’ < cTx (exerciciol).

Exemplo (Aproximagao por Reta)



Suponha que desejamos encontrar a reta que melhor aproxima um conjunto de pon-
tos P = {(z1,11), (2,92),...,(xN,yn)}. A resposta depende do modo pelo qual ava-
liamos “quao boa” é uma reta candidata a aproximacao. Para manter a funcéo obje-
tivo linear, usaremos o seguinte critério: queremos a reta r = ax + b que minimize a
soma ZZN |az; + b — y;| = |e;| das distancias (“erros”) verticais entre os pontos e r.

Usamos outra estratégia, que dispensa o uso do modulo “| - |” , observando que minimi-

zar |z| é minimizar o maximo max(z, —z). Assim, chegamos a formulacao abaixo.
min E €;
i=1

sa. axr;+b—y; <e;
—(az; +b—y;) <e,.

Exemplo (Separar Pontos)

Neste exemplo, temos um conjunto de pontos “pretos” e “brancos”’, que queremos separar
usando uma reta r — de modo que pontos de mesma cor estejam todos de um mesmo lado
de 7.

Sejam p1,...,p, 0s pontos brancos e qi,...,q, os pontos pretos. Gostariamos de
descrever a reta como uma funcao linear r = ax + b.

Dividimos a solucao em dois casos:

1. areta r é vertical (a = 00);

2. a reta r nao é vertical (a € R), os pontos brancos estao “acima” e os pontos pretos
“abaixo” da reta; e

3. areta r nao é vertical (a € R), os pontos pretos estao “acima” e os pontos brancos
“abaixo” da reta.

E simples, dada a colegdo de pontos, identificar qual o caso que se aplica. No primeiro
caso, toda reta vertical entre os pontos horizontalmente mais proximos das colegoes é uma
reta divisora.

A seguir, indicamos por x(P) a coordenada x do ponto P.

Tratamos agora o caso dois (o caso 3 segue por analogia). Primeiro, escolhemos a
medida segundo a qual comparamos duas retas divisoras, a funcao objetivo que queremos
otimizar. Tomamos o somatoério da distancia vertical entre cada ponto e a reta divisoria

n
min Y (y(pi) —a-x(p;) —b) + (a-2(q) +b - y(a)).
i=1
sa. a-z(p;) +b<y(pi)
a-z(pi) +b>y(a)
(Uma alternativa seria minimizar o somatorio das distancias entre cada ponto e r, mas isso
leva a uma fungéo objetivo quadratica. A técnica usada nesse caso é método dos minimos
quadrados.)

Aqui encontramos uma dificuldade. E preciso eliminar desigualdades estritas, caso
contrério (exercicio!), dada qualquer solugao viavel, podemos nos aproximar arbitrariamente
da solugao 6tima sem, contudo, nunca alcanga-la.

Para contornar o problema, adicionamos uma distancia § até a reta, e a formulacao
torna-se



comprimento do rolo quantidade

135cm 97
108cm 61
93cm 31
92cm 21

Tabela 2: Pedido de faixas de papel.

corte perda corte perda corte perda

108 4+ 93 + 93 6 93 4+93+93 31 135 + 108 o7
108 + 93 + 92 7 93 +93 +92 32 135493 72
108 492 + 92 8 93 +92 +92 33 135 + 92 73

135+ 135 30 92492+ 92 34 108 + 108 84

Tabela 3: Modos de corte possiveis para um rolo com 300 cm. Na tabela, por exemplo, 135+
93 significa que apo6s o o corte temos uma faixa de 135cm e outra de 93 cm.

e, se a solugdo Otima apresenta d > 0, temos a reta desejada.

Exemplo (Rolos de Papel)

Uma indtstria possui uma méaquina que produz rolos de papel de comprimento 3 m cada.
Ela recebe o pedido descrito na tabela 2, em que diversos rolos (de comprimento menor do
que 3 metros cada um) foram pedidos. A pergunta é como cortar os rolos de 3 metros de
modo a minimizar a quantidade de rolos necessarios para atender ao pedido?

Para resolver o problema, consideramos variaveis associadas aos modos de corte possiveis
de um rolo de 3m. Cada modo de corte produz uma certa quantidade de pedagos de cada
tipo. Assim, por exemplo, um dos modos de corte possiveis produz 3 pedagos de 93 cm (e
desperdi¢a um trecho de 31 cm); outro produz 2 pedagos: um de 135 cm e outro de 108 cm
(com um disperdicio de 57 cm).

Se contamos o numero de vezes que usamos cada modo de corte, sabemos a quantidade
de rolos consumida, e, ademais, a quantidade de pedagos de cada tipo que produzimos (por
exemplo definimos as varidveis x93 93,93 como o nimero de vezes que dividimos um rolo em
trés pedacos de 93 cm; uma outra variavel poderia ser x135108)-

As solugoes deste ultimo problema tém uma restricdo a mais: o ntmero de vezes que
usamos cada corte deve ser um nimero inteiro. Note que, a principio, um PL nao tem
necessariamente solucao 6tima inteira, donde é possivel que essa restrigao force um resultado
diferente. Contudo, a solugao 6tima do problema “inteiro” nao pode ser melhor (em termos
de minimizar ou maximizar) a fungao objetivo que a versao relarada (em que as variaveis
podem assumir valores reais) (exercicio!).

E em geral muito mais complicado computacionalmente resolver um problema com
restricao aos inteiros. Esses problemas sao estudo da programacao inteira, ou PI.

Assim, dado um problema inteiro, podemos tentar aproximar sua solu¢do usando sua
versao relaxada. Veremos que, essa pode por vezes ser uma boa ideia, mas nem sempre.

1.3 Programacgao inteira

A solucao inteira nao pode ser melhor do que o PL geral, mas é possivel que o seja aceitavel
aproximar o PL inteiro por sua versao real (também chamada de relaza¢ao do problema).
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Figura 3: Exemplo de grafo. Os pontos representam os vértices e as linhas conectando os
pontos sao arestas.

No exemplo sobre rolos de papel, a perda por arredondamento ¢ de menos de 0.25%.
Veremos exemplos dos variados tipos de comportamento que observamos ao aproximar
um PL por sua relaxagao.

Grafos

Definigao 1.2 (Grafo). Um grafo ¢ um par ordenado G = (V, E), onde V ¢ dito conjunto
de vértices de G, e E C {{u,v} : u,v € V} contém as arestas de G. Se {u,v} € E,
dizemos que u e v estao ligados, conectados ou que sao vizinhos

Exemplo (Grafo)

E comum representar grafos por meio de desenhos, onde vértices sdo pontos liga-
dos por linhas — as arestas que os conectam. Um exemplo de tal representacdao pode
ser visto na figura 3, que exibe o grafo G = (V,E) em que V = {1,2,3,4} e E =
{{1,2},{1,3},{2,3},{2,4} }.

Definigao 1.3 (Grafo bipartido). Um grafo G = (AU B, E) ¢é dito A, B-bipartido se o
conjunto de vértices pode ser particionado em classes A e B, com AN B = &, de modo
que toda aresta e € E tenha exatamente um vértice em cada classe.

Definicao 1.4 (Emparelhamento). Um emparelhamento M é um subconjunto das ares-
tas de um grafo tal que dois elementos disjuntos de M tem interse¢ao vazia. Um empare-
lhamento é perfeito se todo vértice do grafo pertence a alguma aresta do emparelhamento.

Exemplo (Emparelhamento perfeito de peso maximo)

Para grafos bipartidos (ou seja sem circuitos de comprimento impar), a solugao 6tima
do PI, quando existe, coincide com a do PL. Isso nao acontece quando existem circuitos de
comprimento impar.

Exemplo (Cobertura por vértices minima)

Neste caso obtemos uma 2-aproximacao.

Exemplo (Conjunto independente méximo)

A solucao 6tima encontrada na relaxagao pode ser pior do que qualquer constante.

1.4 Forma equacional

A forma equacional ou forma padrao de um PL é a seguinte.

T

max c¢ x
sa. Az =0
x>0

onde A € M(m xn),be R™ ceR"e0eR" A restrigdio z > 0 é chamada condigao
de nao-negatividade. Podemos sempre formular um PL na forma equacional.
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Exemplo (Rescrever PL na forma equacional)

max 3xr] — 29

s.a. 21 —x9 <4
1+ 329 > 5
z9 >0

Primeiro eliminamos a desigualdade “2x1 — z9 < 47, acrescentando a variével de folga x3.

2r1 —x0 + a3 =4
xz3 >0

Aplicamos a mesma técnica & restricao “x; + 3xo > 5.

—xr1 — 392+ T4 = —5
x4 >0

Finalmente, forcamos a condicao de nao-negatividade, substituindo a varidvel x; pela
diferencga entre suas partes positiva e negativa.

1 =Y — 2

Y1, 21 Z 0

Partindo de um PL com m equagoes em n incognitas, e aplicando o método exibido
acima, terminamos com uma formulagao que tem até 2n + m variaveis e m equagoes (sem
contar as condi¢oes de nao-negatividade. Nesse procedimento, assumimos que

1. Az = b tem ao menos uma solucao, e

2. as linhas de A sdo linearmente independentes (L.i.).

1.5 Solucao Viavel Basica

Seja A € M(m X n), com n > m uma matriz de posto m. (Posto é o nimero de linhas 1.i.
da matriz.) Seja ainda B C {1,...,n}, e Ap a matriz das colunas de A com indice em B.
Exemplo (Notagao Ap)

1 5 3 1 3
A_<0 1 3>, B—{l,?)} — AB—<0 3>

Uma solugao vidvel x € R™ de um PL na forma equacional é dita solugao viavel basica
se existe B C {1,...,n} satisfazendo |B| = m (namero de restrigoes) e tal que

e Ap é nao-singular (i.e., as colunas sao L.i.), e
e z;=0sej¢ B.

Exemplo (Uma solugao vidvel basica)

1 5 3 4 6
A—<o 135 6)’ b={14,7}, Aw=b, x>0, B={24}

Temos o sistema Agzpg = b,
Bao 4+ 4xy = 14,290 + Hxg = 7,

de solugao x4 = 1,29 = 2. Assim, z = (0,2,0,1,0) & basica (e viavel, pois suas entradas
sdo nao-negativas).
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Definigao 1.5 (Varidvel basica). Se = (z;) é soluc@o viavel bésica (SVB) entdo x; tal
que j € B é variavel basica, e zy, tal que k ¢ B é variavel nao-basica.

Lema 1.6 Seja x SVB de um PL na forma equacional. Entao x é basica se e somente se as
colunas de Ag sdo li., onde k = {j e{l,...,n} r x; > 0}.

1.6 Convexidade e poliedros convexos

Falamos da interpretagao geométrica das restrigoes de um PL; de poliedros, fecho convexo e
vértices.

2 Programacao Semidefinida

Programacao semidefinida estuda a otimizagdo de uma fung@o objetivo linear sujeita
a restricoes que podem ser escritas por meio de matrizes positivas semidefinidas; uma
referéncia para o assunto é [Lov95].

2.1 Revisao de Algebra Linear

Topicos: definicao de autovalor e traco; propriedades de matrizes simétricas; definicao
de menor simétrico; teorema do entrelagamento de autovalores; definicao de matriz semide-
finida positiva. Definicao de produto interno e cone; enunciado de uma versao do teorema
de separacao de Hahn-Banach.

Dada uma matriz A n x n, definimos um autovetor como o vetor v # 0 € R™ tal que
existe A € C com Av = Av. O valor )\ é dito autovalor de A.
Proposicao 2.1 O valor A é autovalor de A <= det(A — A\I) =0.

O trago da matriz A, xpn = (Aij)1<ij<n ¢ dado por tr(A) = > | Ay, e € igual & soma
dos autovalores da matriz (levando em conta a multiplicidade de autovalores).

Fato 2.2 Se A é simétrica com entradas reais, i.e., A = AT, entdo todos os autovalores
de A séo reais.

Demonstracao. Seja A uma matriz com entradas complexas e que é igual a sua transposta
conjugada: A = A* = AT, Ou seja, se A = (ajk)nxn = (Tjk + 1Yjk)nxn, onde ¢ & a unidade
imaginaria, vale

Ak = T + Wkj = Akj = Thj — Wky»
para 1 <i,j < n. (Nesse caso A é chamada matriz hermitiana.) Fixe um autovalor \
de A, e v autovetor de A. Seja (x,y) = 17 o produto interno de x,y € C". Entao

Mv,v) = (A, v) = (Av,v) = (v, A*) = (v, Av) = (v, W) = X(v, v).
E como (v,v) # 0, temos A\ = ), e, portanto, A € R. O

Fato 2.3 Toda matriz simétrica é diagonalizavel, i.e., A = U~'DU, onde D é uma matriz
diagonal e U™! = UT. Ademais, A = > NUUT.

Um menor simétrico de A, x, é uma submatriz B obtida removendo-se algumas
linhas de A e as respectivas colunas. Mais formalmente, B é menor simétrico de A se existe
um conjunto de linhas R C [n] tal que B = (Ajj)icr,jekr-

Exemplo (Menor simétrico)
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Teorema 2.4 (Entrelacamento de autovalores, Cauchy). Seja A, x, uma matriz simétrica
com autovalores A\j > Ag > -+ > Ay, e seja B um menor simétrico (n — k) x (n — k) de A
com autovalores g > g > -+ > pip—i. Vale A\j < py < Ajqp, para todo 1 <¢ <n —k.

Uma matriz simétrica A é dita positiva semidefinida (PSD) se todos seus autovalores
sao nao-negativos. Tal propriedade é denotada por A > 0. A matriz é positiva definida
se todos os seus autovalores sao positivos.

Proposigao 2.5 Dada uma matriz n x n real simétrica A, as seguintes afirmagoes sao
equivalentes.

1. a matriz A é PSD,
2. a forma quadrética T Ax é nao-negativa, para todo x € R™,

3. podemos escrever A como uma matriz de Gram de vetores ui,...,u, € R™, para
algum m. Isso significa que A;; = uiTuj, ou, equivalentemente, A = UTU para
alguma matriz U,

4. a matriz A é uma combinacdo linear ndo-negativa de matrizes da forma zz™, para
algum z € R",

5. o determinante de todo menor simétrico de A é ndo-negativo.
Observagao 2.6 Para toda matriz A PSD, temos tr(A) = 0 se e somente se A = 0.

Demonstragio. Temos que A = UTDU, onde U é tal que UT = U~!. Assim, uma vez
que tr(XY) = tr(Y X) (exercicio!), temos tr(A) = tr(UTDU) = tr(DUUT) = tr(DI) =
tr(D). O

A soma de semidefinidas é semidefinida.

A matriz PSD mais simples é da forma aa™, onde a € R".

1. aa® ¢ psp: 2% (aa")x = (zTa)(a"z) = (aTx)(aTz) >0

2. seja a = (ai,...,a,). Sem perda de generalidade, tome uma linha de aa™ que tem
um elemento nao-nulo. Essa linha (exercicio!) gera alguma outra.

Proposicao 2.7 Se A e B sao PsD entao tr(AB) > 0.

Demonstracio. Pela propriedade 2.5.3, existem U,V tais que A = UTU, e B = VTV,
Logo, tr(AB) = tr(UTUVTV) = tr(VUTUVT) = tr((UVT)T(UVT)) = tr(CTC). Ora,

mas para C' = (¢jj)nxn vale
n

(CTC)” = Zczj Z 0. O

J
j=1

Em particular, se tr(AB) = 0 temos AB = 0 (pela observacao 2.6), e assim C =0 =
UVT e AB=UTUVTV =UT0V = 0.
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Definigao 2.8 (Produto interno). O produto interno usual de M, (R) é expresso por

n n

<A, B> = Z ZA”B” = tI‘(ATB).

i=1 j=1

Definigao 2.9 (Cone). Um conjunto C' é dito cone se para todo vetor x € C' e todo escalar
positivo A temos Az € C.

Definigao 2.10 (Cone convexo). Seja C' um subconjunto de um espago vetorial. Dizemos
que C é um cone convexo se C é cone e para todo par de vetores z,y € C temos x+y € C.

Note que um cone C' é convexo se e somente se é um cone convexo como na definigao
acima. Isto pois para A = 1/2 e z,y € C temos 2(x/2 +y/2) € C e, para 0 < A < 1
ex,y € C temos Az, (1 — Ay € C e também \x + (1 — \)y € C.

Sistemas de inequagoes lineares homogéneas

alT:c >0

ame >0

podem definir cones convexos. Quando os sistemas sao finitos, temos os chamados cone
convexos poliedrais.
Dado um cone convexo C, definimos o cone polar C*:

C*={zeR" : 2Ty >0, para todo y € C}.

2

Um ponto de acumulacgao p de C C R” é um ponto = € R"™ tal que, para todo § > 0,
existe ¢ € C tal que a distancia d(p,c) é menor do que §. O fecho de um conjunto
é o conjunto de seus pontos de acumulagdo. Intuitivamente, podemos pensar no fecho
de C € R" como a uniao de C com sua fronteira.

Fato 2.11 O cone polar C*
1. é convexo,
2. & fechado (C* = C*), pois é intersecdo de semi-espagos
3. & tal que (C*)* = C, onde C & o fecho de C.

As demonstragoes dos teoremas 2.12 e 2.13 a seguir foram enviadas por Eric Os-
sami Endo.

Teorema 2.12 Seja C' um conjunto convexo e fechado em R™ e xg ¢ C. Existe elemento y €
C tal que (y,z¢) < (y,x) para todo x € C.

Demonstracao. Como C' é fechado, existe v € C' tal que
|zo — v|| = inf{[|zo —z[| : = € C}.
Sabemos, para todo =z € C,

lzo —2|* = ||lzo — v +v —z||?

= [lzo — vl® + 2(zo — v,0 — ) + [Jo — ||
Como ||zg — v|| < ||xo — z||, temos

v —z||? + 2(zg — v,v — x) > 0.

12



2013/4/9

Seja T =(1—ANv+Ax e C com0<\<1. Como T # v, vale
v —Z||? + 2(xg — v,v — &) > 0.
Como v — T = A(v — ), temos
Njv — z||? + 2\ (z¢ — v,v — 2) > 0.
E, como A # 0, obtemos

Mv —z)|? +2(xg — v, —x) >0

Tomando o limite com A — 0, concluimos (xg — v,v — z) > 0 ou seja, (v — xg,z — v) > 0.
Seja y = v — xg. Temos (y,z — v) > 0, o que implica (y,v) < (y,x), para todo x € C.
Ademais, como xy # v, temos |y|| > 0, assim (y,v — xo) > 0, e concluimos que
<y7 x0> < <y7 U>.
Portanto (y, z¢) < (y, ) para todo x € C, como queriamos. O

Teorema 2.13 Sejam C e D dois conjuntos convexos disjuntos nao-vazios em R", com C'
fechado e D compacto. Entao existe y € R™ tal que (y,d) < (y,c) para todoc € C ed € D.

Demonstragao. Seja C — D ={c—d: ce€ C, d € D}. Como C e D sao convexos, entao
C — D é convexo (exercicio!). Mostremos que C' — D é fechado.

Seja xp, = ¢, — d, uma sequéncia convergente de elementos de C' — D, e x o limite.
Mostremos que x € C — D.

Como D ¢ compacto, existe d,, subsequéncia convergente a d € D. Como c,, =
T, +dp, e ambas sao convergentes, segue que ¢, ¢ convergente a +d. Como C' ¢é fechado,
temos x +d € C. Logo = = (x + d) — d pertence a C — D. Portanto C — D é fechado.

Nao é dificil de ver que 0 ¢ C' — D, pois C e D sao disjuntos. Portanto, pelo teorema
2.12, temos que existe y € R" tal que

<y70> < <y,C— d>7

para todo ¢ —d € C' — D. Como (y,0) = 0, obtemos

{y,d) < {y,c)
para todo c € C' e d € D, como queriamos. O

Observagoes: Um conjunto de R™ é dito compacto se é fechado e limitado. Aqui,
usamos a seguinte equivaléncia dos conjuntos compactos:

Um conjunto K é compacto se e somente se toda sequéncia em K possui uma
subsequéncia convergente.

Teorema 2.14 Se C ¢ cone fechado, entao (C*)* = C.

Demonstra¢ao. Demonstramos apenas que C' D (C*)*.
Primeiro, mostramos que x ¢ C implica = ¢ C C (C*)*. Por Hahn—Banach, existe y €
R™ tal que 2%y < inf{z%y : 2 € C} = M. Como 0 € C, sabemos que M < 0Ty = 0.
Vamos mostrar que M = 0. Suponha, por absurdo, que M < 0. Entéo existe z € C tal
que zTy < 0. Defina o = 2xTy / zTy > (0. Como C é um cone, temos az € C. De modo
que (az)Ty = azTy = 22Ty < 2Ty, absurdo. Portanto M = 0. Assim, 2Ty > 0, para
todo z € (', o que implica y € C*.
O
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2.2 Dualidade em programacao linear

Lema 2.15 (Farkas). Sejam aq,...,am,z € R", e by,..., b, € R. Nao existe solu¢ao para
o sistema

ale S b1

ang S b2

ame < b,
se e somente se existem Aq1,..., A\, € R tais que

e > Na;=0,e

® Z:il )\Zbl =—1.

Lema 2.16 (Farkas, versao de inferéncia). Sejam aq,...,amn,c € R" e by,..., by, d € R.
Suponhamos que o sistema
alT:): S b1
GQT.Z‘ S b1
(1)
ame < b
possui solucao. Entdo as solucoes de 1 satisfazem ¢z < d se e somente se existem g, ..., Ay €
R tais que
e c=>" Nai=XT4, e
o d=>"" \ibi = ATh.
O problema dual de um problema de programagao linear
max clz
sa. ajtx<b
(2)
amrx < by,
¢é o PL definido pelo sistema,
min bz
sa. ATy=c¢ (3)
y=>0
onde bT = (by,...,by) é um vetor coluna e AT = (a;7,...,a;,T) é uma matriz cujas linhas
sao formadas pela transposicao dos a;, parai=1,...,m.

Teorema 2.17 (Dualidade fraca). Se x é solugao viavel do PL 2 e y é solugao viavel do PL 3,

entao bTy >ty
Demonstracio. Note que by > (Ax)Ty =2t ATy = 2T (ATy) = 2Tc =T

14
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Teorema 2.18 (Dualidade forte). Se o PL 2 possui solugao 6tima, entao o seu dual também
possui solugao 6tima, e ambos os problemas possuem mesmo valor 6timo.

Teorema 2.19 (Folgas complementares, ou “complementary slackness”). Seja x um solugao
viavel do PL 2 e y uma solugao viavel do PL 3. Entao x é solugao 6tima do PL 2 e y uma
solugao 6tima do PL 3 se e somente se as seguintes condicoes sao satisfeitas

n
bi_g aij:z:j yizo, ’iZl,...,’l’L.
j=1

Note (exercicio!) que a versao de inferéncia do teorema 1 (de Farkas) implica o teo-
rema 2.18 (dualidade forte).
2.3 Politopos de conjuntos estaveis
Seja G = (V, E) um grafo sem vértices isolados, isto é, um grafo em que todo vértice
esta ligado a ao menos um outro. Um conjunto de vértices S C V é dito independente,
ou estavel se nao existe aresta no grafo que liga dois vértices em S (isto é, se u,v € S,
entao {u,v} ¢ E). O namero de estabilidade de um grafo, denotado por a(G), representa o

tamanho do maior conjunto estavel de G. Formalmente, a(G) é o maior inteiro nao-negativo
tal que nao existe conjunto S C V independente com |S| > a(G).

O problema da estabilidade é calcular

a(G@) = max{r > 1 : existem r vértices 2-a-2 nao adjacentes em G}.

Fixado S C V, definimos o vetor de incidéncia x° dado por

g {1 sei €S

X = L.
0 caso contrario.

Ademais, definimos STAB(G) como o fecho convexo
conv{x® : S CV éum conj. independente}.
Nosso problema entao admite a formulagao
a(G) = max{eTz : z € sTAB(G)}
onde e = (1,...,1)T & um vetor coluna.

Veremos agora uma série de restricoes que podemos impor a & = (x;);cy sem perder
solugoes 6timas do problema.

Restricao da nao-negatividade Sabemos que x; > 0, para todo i € V. Como cada
coordenada satisfaz a restricao, o fecho convexo também a satisfaz.

Restrigao da adjacéncia Para todo ij € E, temos z; +x; < 1.

Restricao da clique Para toda clique B de G, temos >, p2; < 1.
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2.4 Caracterizacao da equivaléncia

Definimos grafos nimero cromatico, subgrafo induzido, e grafo perfeito.

Seja G = (V, E) um grafo. Uma atribuicao de cores aos vértices de G é uma coloragao
propria de G se aresta alguma teve os extremos coloridos com a mesma cor. O ntmero
croméatico x(G) é o minimo ntmero de cores em uma coloragao propria de G. Verifique
que, para qualquer grafo G = (V, E), vale w(G) < x(G) < |V| (exercicio!).

Um grafo H = (V' E’) é subgrafo de G = (V,E) se V' CV e E' C E. Dizemos que
S = (V",E") é subgrafo induzido de G se S é subgrafo o de G, e toda aresta de G
entre vértices u,v € V" estd em E”. Em simbolos, S = (V" E"”) é subgrafo induzido
de G = (V, E)

V'cV e E"={{u,v}:uveV' {unv}ecE}
Definigao 2.20 (Grafo perfeito). Um grafo G é perfeito se todo subgrafo H induzido
de G satisfaz x(H) = w(H).
Teorema 2.21 (Fulkerson-Chvatal). Seja G um grafo. Temos STAB(G) = QSTAB(G) se e

somente se G é um grafo perfeito.

Teorema 2.22 (Conjuntura fraca dos grafos perfeitos — Loévasz, 1972). Um grafo G é
perfeito se e somente se seu complemento G é perfeito.

Teorema 2.23 (Conjuntura forte dos grafos perfeitos — Chudnovsky, Robertson, Seymour,
2002). Um grafo G ¢ perfeito se e somente se nem G nem G contém circuito impar induzido
com pelo menos 5 arestas.

2.5 Programacao Semidefinida

Defini¢ao 2.24 Um problema de programacao semidefinida (PSD) é um problema de
otimizacao da forma

n
min chzg CiT;
=1

sa. 141 +-x2,4,—B >0
onde Aq,...,A,, B sdo matrizes simétricas m x m e ¢ € R” é dado.

Definimos F; = {x € R" : 2141 + -+ + 2,4, — B = 0} e dizemos que x € R" é uma
solugao viavel do problema PSD se x € F;. Ademais, se x141 + -+ 2,4, — B = 0
dizemos que x € R" ¢ uma solugao estritamente viavel do PsD, e definimos vprimal =
inf,{c'z : = € Fi}. Note que Uprimal € R U {F00}, onde vprimal = +00 se F1 = & e
também vprimal = —00 se F1 # e, para todo x € F, existe y € F tal que cly < clz.

Exemplo (Um problema PSD)

Considere o problema PSD a seguir.

min =z

z 1
s.a. (1 0>§O.

Podemos escrever a condi¢ao acima como

xz 1 10 0 -1 .
<1 0)—a:<0 0)—(_1 O)tO, eainda c=1
—_——— ——

Aq B

z 1

Como det (1 0

) = —1 <0, segue que F; = &, e portanto vprimal = +00.
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Propriedades de PSD

Lema 2.25 (versao homogénea). Sejam A, ..., A,, B matrizes simétricas m x m. Entao
o sistema x1 47 + -+ + z, A, — B = 0 ndo tem solucdo se e somente se existe Y € R™*™
ondeY #0,eY = 0étal que 4;- Y =0, para todo 1 <i < n.

Proposigao 2.26 Se A >~ 0, entdao A - B > 0, para todo B # 0 tal que B = 0.
Note que, em geral, A > 0 nao é sinénimo de A #0e A > 0.

Lema 2.27 (versdo n@o-homogénea). Sejam Ay, ..., A,, B matrizes simétricas m x m.
Entao o sistema 21 A1+ - -+x, A, —B = 0 ndo tem solucdo se e somente se existe Y € R™*™
onde Y #0,eY =0 é tal que

9

A;-Y =0 paratodol <i<mn,e
B-Y >0.

Definigao 2.28 O dual do PsD

min clz

sa. 1A+ 2,4, —B >0
é um problema de otimizagao da forma

max B-Y
sa. A1 Y =¢

A, Y =¢,
Y >0

E definimos vgua =sup{B-Y : A;- Y =¢;, 1 <i<neY =0}

Teorema 2.29 Suponhamos que os problemas PSD primal e dual possuem solugoes viaveis.
Entao

(a) VUprimal > Udual

(a) se o problema PsD primal (respectivamente dual) tem uma solugao estritamente viavel,
entao existe solugao 6tima do dual (resp. primal) e Vprimal = Udual-

2.6 Capacidade de Shannon

Ruido na comunicagao

Considere a seguinte situagdo: desejamos enviar uma mensagem por um canal ruidoso.
Se a mensagem é uma sequéncia de k sfmbolos escolhidos de um conjunto de n simbolos
possiveis, temos ao total n* mensagens possiveis. Vamos imaginar que possam ocorrer
problemas na transmissao dos simbolos, e alguns deles podem ser confundidos.

E natural perguntar: qual o nimero de mensagens diferentes que podemos enviar, sem
perigo de confusao? Vamos tentar responder a essa pergunta, supondo que conhecemos de
antemao os pares de simbolos que podem ser confundidos. Nesta secdo estamos interessados
em resolver o seguinte problema a seguir.

Exemplo (Mensagens compostas por duas cores)

Suponha que as mensagens sao sequéncias de duas cores, escolhidas entre as seguintes:
vermelho, bege, verde, azul e roxo. Suponha, ademais que as possiveis confusdes sejam
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mensagens primeira cor segunda cor

1 vermelho vermelho
2 bege verde

3 roxo azul

4 azul bege

5 verde roxo

Tabela 4: Algumas mensagens que nao podem ser confundidas

Figura 4: O circuito Cs.

vermelho e bege;
bege e verde;
verde e azul;
azul e roxo; e
roxo e vermelho.

Quantas mensagens distintas podemos enviar, sem correr o risco de haver confusao na
mensagem enviada? A tabela 4 lista algumas mensagens possiveis. Note que nao é possivel
confundir quaisquer das mensagens da tabela 4 (exercicio!). Existe algum esquema de
mensagens que permite enviar mais mensagens?

Formulacao da capacidade de Shannon para grafos

A apresentac@o acima segue a apresentagao feita na tese de bacharelado de Femke [Bek11],
sobre [Lov79|. Seja V um conjunto finito (de simbolos) tal que alguns pares de V' podem ser
confundidos. Definimos o grafo G = (V, E') com arestas {uv : u e v podem ser confundidos}.
A figura 4 contém o grafo correspondente a situacao do exemplo acima.

Sejam a;,b; € V para 1 <14, j < k Dizemos que as mensagens

ajag---ap € blbgbk

se confundem se a; = b; ou a;b; € E para todo i € V. Denotamos por ay(G) a quantidade
maxima de mensagens de tamanho k£ em G. Note que a1(G) = o(G). Ademais az(Cs) > 5
e, em geral ag(Cs) > 5*/2 se k & par (exercicio!).

Definicao 2.30 A capacidade de Shannon de um grafo G é

O(G) = kseuzpk Va(Q).
+

Para nosso problema, temos ©(G) > /5. Buscamos agora construir um grafo G* tal
que a(G*) = ap(G). Temos

V(GH) =V =V(G) x---xV(G) = {(v1,v2,...,v); v; € V(G), para 1 <i < k},
&
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e a aresta (ay---ay) (b1 ---bx) € E(G*) se as mensagens a1 ---ay e by - - - by, se confundem.
O grafo G* ¢ chamado produto forte de k copias de G.

Definigao 2.31 O produto forte dos grafos G e H ¢ o grafo G-H com vértices V(G-H) =
V(G) x V(H) e arestas (u1,v1)(u2,v2) se

e u; =uy ouuuz € E(G), e ainda
e v = vy ou v1ve € E(G).

Teorema 2.32 Vale que a(G*) > a(G)*.

Demonstragio. Seja U um conjunto estavel méximo em G. Vamos mostrar que UF é estavel
em G*.

Sejam uj ... u € V(U*) e vy ... v, € V(UF) distintos. Entao existe um indice 1 <14 < k
tal que u; # v;. Note que uv; ¢ E(G). Assim (ug...ug)(v1...v,) & E(GY), e a(GF) >

a(G)k. O
Teorema 2.33 E verdade que O(G) > a(G).
Demonstracao. Por definicao,
0(G) = kseuz% Yo (G) > ksgz% {a(G)r > a(@).
O

Note que a reciproca nao é verdade (exercicio!).

Teorema 2.34 Para todo p,q € Z% vale que a(GPT?) > a(GP)a(GY).

A prova é um exercicio.
Teorema 2.35 E verdade que

O(G) = sup {/a(GF) = klgl(f)lo Va(G).

keZs,

A demonstracao do teorema feita na reuniao usa o lema de Fekete abaixo.

Lema 2.36 (Lema de Fekete). Seja (ay)n>0 uma sequéncia de reais superlinear, isto é, que
satisfaz anym > an + anmy. Entao
ak

ag .
sup — = lim .
kGZ: k—oo k

A demonstragao a seguir foi enviada por Eric Ossami Endo.

Demonstragao. Para todo 4,7,k > 1, temos ajr; > ajr + a; > jar + a;. Logo, fixados
quaisquer ¢, k > 1, temos

lim inf M > liminf w
j—oo \Jjk+1 Jj—o0 gk +1

.. jag a;
— liminf

e (jk+i+jk:+i>

.. ar Jjk a;
— liminf ( &

pi (kjk+i+jk+z'>
_ %%

e
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A dltima igualdade vale pois lim;j_,o jk/(jk + i) =1 e limj 0 a;/(jk + i) = 0. Como a
desigualdade acima vale para todo i, temos, para todo k > 1 fixo,

lim inf (a—n> = inf liminf <ajk+l>

n 1<i<k j—oo ]

gk +1
. Qg
L (5
- 1%‘151{ k

9k
o

V

a

Logo, liminf (7") > supy, 9%, e concluimos que

. Qnp, Qn
lim — > sup —.
n—oo N nEZi n

Como o outro lado da desigualdade sempre vale, obtemos a igualdade desejada. O

Representagao ortonormal para grafos

Uma representagao ortonormal de um grafo G é uma fungdo u : V' — R", para algum n,
tal que

1. u(i) = u; € um vetor unitario para todo i € V, isto &, ||u;||2 = 1;
2. seij ¢ E(G), entdo u;Tu; = 0, ou seja u; e u;j sdo ortonormais.

Note que todo grafo possui uma representacao ortonormal.
Definimos o produto tensorial de v = (vy,...,vp) € R e w = (wy,...,w,) € R"
como
vow = (VIW1, VIW2, .. ., V1 Wy, VW], . . . , UpWy) € R,

Teorema 2.37 Seja u: V(G) — R™ uma representagao ortonormal de G, e v: V(H) —
R™ uma representagao ortonormal de H. Entao a funcao w : V(G - H) — R™ que
mapeia (i, ) = w(i,j) = u; o vj é uma representagao ortonormal de G - H.

Teorema 2.38 (Lovasz,1979). E verdade que ©(C5) = /5.

Teorema 2.39 (Lovasz). E verdade que, para todo n fmpar

@(Cn) < n COSE

~ 1l4cosZ

Funcgao v de Lovasz

Uma representacao ortonormal u : V(G) — R¥ de um grafo possui valor

. 1
min max ————=
¢ 1<i<n (cTu;)?’

onde ¢ percorre todos os vetores unitarios. Definimos a fungao ¥ de Lovéasz por

. . 1
NG) = min min max e s

A representagao ortonormal u = (ug,...,u,) é dtima se atinge o minimo em ¥(G) e o
menor ¢ é dito cabo. Vimos os seguintes exemplos.
Exemplo (Fungao de Lovasz para o grafo completo K,,)
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Como todas as arestas possiveis estdo em K, a condigdo 2 nunca é aplicivel, e podemos
tomar a representacao com k =1 e u(1l) = 1, donde J(K,) < 1. Como sabemos em geral
que ¥(G) > 1 (exercicio!), segue que ¥(K,) = 1.

Exemplo (Fungao de Lovész para o grafo vazio K,,)

I(Ky) = .

Lema 2.40 Para grafos G e H como acima, vale 9(G - H) = 9(G)Y(H).
Lema 2.41 Para todo grafo G, vale a(G) < 9(G).
Teorema 2.42 O(G) < J¥(G).

Veremos a seguir outros modos de calcular a fungao 9.

Lema 2.43 Seja A uma matriz simétrica e A € R. Entdo A\I — A é PSD se e somente
se \; < A para todo A; autovalor de A.

Teorema 2.44 Seja G um grafo com |V(G)| = n. Entao ¥(G) é o menor valor dentre
todos os autovalores das matrizes A = (a;j)nxn que satisfazem

aij =1 sei=jouij¢ E(G).

Teorema 2.45 Todo grafo G tem uma representagao ortonormal 6tima (uq,. .., u,) com
cabo c tal que
1
HGE) = ——, 1<i<n.
(@)= gy 157<
Demonstragao. Seja (vi,...,v,) uma representacdo ortonormal 6tima de G e seja d um

vetor unitario qualquer. Considere a matriz simétrica A = (&ij)lgi,jgn tal que

a;j =1 sei=jouij¢ E(G), (4)
e, se A é o maior autovalor de A, entdao ¥(G) > A. Como A satisfaz 4, existe uma
representagao ortonormal (u1,...,u,) e um vetor unitario ¢ tais que
A ! 1<i< IG) <A
= ara i<n e .
(cTu;)? P - -
Logo ¥(G) = A = (cTu;)"2, para 1 <i < n, e (uj,...,u,) é uma representacio ortonormal
6tima com cabo c. O

Teorema 2.46 Seja G = (V, E) um grafo com V = {1,...,n}. O valor J(G) é solugao
vidvel 6tima do seguinde problema PSD.

max tr(BJ)
sa. B»* 0, B = (bij)lgi,jgn € My,xn
bij =0 se Z] cF
tr(B) = 1.
onde J = (J;;)1<i j<n € dada por J;; = 1, para todo 1 <4,j < n.

Demonstracao. Considere o conjunto F das matrizes que satisfazem as restrigoes do PSD
no teorema. Formalmente,

F={B€ M,xn : B=0,b;; =0seij € E(G), tr(B) = 1}.

Nossa demonstragao segue em partes. i) Demonstramos que 9(G) > maxper tr(BJ). Em
seguida, construimos uma matriz B € M,,x,, tal que B € F e 3(G) = tr(BJ).
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Sejam (i1,71), - (ims jm) arestas de G com m = |E|. Para cada h = (hy,..., hy)" €
S7~1 definimos

n 2\ T
iL = hi1 hjl? Ceey himhjm7 (Z hz> S R™H,
i=1

Seja H={h : he S" '} e Z=(0,0,...,9(G))" e R, O

Afirmacdo 2.47 O vetor Z pertence & intersecio de todos os convexos que contém H.
Ou seja, Z € conv(H).

Afirmagao 2.48 O maior autovalor A de uma matriz simétrica A é
A =max{h!Ah; h € S"7 '},

onde S"7! é a esfera unitaria (conjunto dos vetores unitarios).

Lema 2.49 Seja (uq, .. .,u,) uma representagao ortonormal de G = (V, E), seja (v1, ..., v,)
uma representacao ortonormal de G e ainda ¢,d € R™. Temos a seguinte desigualdade.

n

Y (T d) < el

=1

Corolario 2.50 Se (vq,...,v,) é representacio ortonormal de G e d € S" !, entdo
n
9(G) =) (vi"d)*.
=1

Teorema 2.51 Seja A o conjunto das representacdes ortonormais de G. Vale a seguinte
igualdade.

n
G = max max v; T d)?.
(&) (v1,...,0n)EA dEST—1 i:l( i d)

Teorema 2.52 Vale a seguinte igualdade.
WG - H)=9(G)I(H).

A prova a seguir baseia-se no seguinte fato, cuja prova é deixada de exercicio para o
leitor.

Afirmacao 2.53 Sejam G e H grafos. Vale que G- H C G - H.

Demonstra¢ao. Sabemos que

n

Y(G) = max max (v;Td)2.
(v1,.0n)  deSPTL =
rep. ort. de G =1
Sejam (vy,...,v,) e (wy,...,w,), respectivamente, representacdes ortonormais de G e

de H, e sejam ¢,d € S™! tais que

DG =D (170 e V(H) = (wd)>

i=1 i=1

Pela contrapositiva do fato 2.53, temos que se e ¢ G - H, entdo e ¢ G - H.
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Assim, (exercicio!) (v;ow;)" j—1 ¢ uma representagao ortononormal de G - H. Portanto,

I(G-H) =D ((viow;)*(cod)?)
i=1 j=1

=3 e ()

i=1 j=1
— 9(G)I(H). O

2.7 Politopo STAB(G)
Vimos, para G = (V, E), com V ={1,...,n} que
e STAB(G) = conv{xg : S conjunto estavel em G} e
o QSTAB(G) ={z € R" : £>0,),.px; <1 para toda clique B em G}.

Definimos TSTAB(G) = {((v;7d)?)" LER™ : (v1,...,v,) report. de Ged e Sty

1=
Seja w1, ...,u,) uma representacio ortonormal de G e seja ¢ € S"!. A restricio

de (z1,...,z,) € R"

n

Z(uiTC)ch‘i <1

i=1
é chamada restricao da ortogonalidade. Temos o seguinte teorema, que demonstraremos
parcialmente.

Teorema 2.54 Vale a seguinte equivaléncia:

TSTAB(G) = {z € R" : £ > 0 e x satisfaz a restrigdo da ortogonalidade}.

Prova parcial. Fixe uma representacao ortonormal v1,...,v,) de G e d € S*~!. Para toda
representacao ortonormal u1, ..., u, de G e ¢ € S"~!, vale que
n
D (Wt d)? < lel?lld]® = 1. O

i=1
Teorema 2.55 Para todo grafo G, temos STAB(G) C TSTAB(G) C QSTAB(G)

Demonstracdo. Primeiro demonstramos que STAB(G) C TSTAB(G). E suficiente argumen-
tar que TSTAB(G) é convexo e que todos os conjuntos estaveis de G pertencem a TSTAB(G).
A convexidade decorre de TSTAB(G) ser intersecao de semiespagos. Para a outra condigao,
fixe um conjunto estavel S em G. Sabemos que xg é formado de zeros e uns e como sao
ortonormais, podemos completar seu conjunto para formar uma base ortonormal de R".

Assim,
n

STy = (e < Jlef? = 1.

i=1 i€S

Demonstramos agora que TSTAB(G) C QSTAB(G). Fixe x € TSTAB(G). Seja B uma
clique de G qualquer. Tome c =e¢; e

{el set1 € B
V; =

ei+1 caso contrario
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Entao os vetores sao unitarios e se ¢j nao é aresta de G. ..

Note que (u1,...,u,) é¢ uma representagao ortonormal em G. Portanto
n
Z(uiTc)%i = Z(uiTc)in + Z(uiTc)in = Z ;. O
i=1 i¢B i€B

Teorema 2.56 (Lovasz, 1979). Para todo grafo G, vale que w(G) < 9(G) < x(G).

Demonstragio. Sabemos que a(G) < 9(G), o que implica que a(G) < 9(G), e assim w(G) <
9(G). Seja k(G) = max{elr : x € QSTAB(G)}, onde e & um vetor com uma coordenada
de valor 1 e as demais 0. Pelo teorema anterior, vale ¥(G) < k(G).

Lembramos que uma clique de um grafo é um subrafo completo. Definimos uma co-
bertura de G por cliques como um conjunto de cliques tal que todo vértice de G esta
em alguma delas. Definimos ainda X (G) como o tamanho da menor cobertura de G por
cliques.

Vamos mostrar que k(G) < X(G). Sejam {C1,...,Cp} uma cobertura minima de G
por cliques. Sem perda de generalidade (exercicio!), podemos supor que as cliques sao
vértice-disjuntas. Assim

inzz Z i <p=%(G).

J=14ieV(Cy)

%/—/
<1

Portanto eTx < Y(G) para todo x € QSTAB(G) e k(G) < X(G). Assim, temos
9(G) < k(G) <X(G) = x(G). O

Teorema 2.57 O conjunto TSTAB(G) é um politopo se e somente se G é perfeito.

Nesse caso, o teorema 2.55 implica que STAB(G) = TSTAB(G) = QSTAB(G). Enunciamos
ainda outro teorema, sem demonstragao.

Teorema 2.58 Toda fungao objetivo linear pode ser maximizada sobre TSTAB(G), com
erro arbitrariamente pequeno e em tempo polinomial.

3 Conjectura de Erdés—Simonovits—Sidorenko

Topicos: homomorfismos de grafos, densidade de homomorfimos; espagos mensuraveis,
desigualdade de Jensen (esperanga de fungao convexa), acoplamentos independentes.

Sejam G, H grafos. Uma funcéo f: V(H) — V(G) é dita homomorfismo se para toda
aresta xy € F(H) vale f(z)f(y) € E(G). O conjunto de todos os homomorfismos de H
para GG é denotado por

hom(H, G) {f V(H) — V(G), tal que f é homomorﬁsmo}.

E facil ver que todo grafo G bipartido satisfaz hom(G, K3) # @. Definimos a densidade
de homomorfismos de H para G por

|hom(H, G)|

G = e
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Podemos interpretar a densidade de homomorfismos como uma probabilidade sobre
todos os mapas possiveis de V(H) para V(G): a probabilidade de um mapa escolhido
uniformemente ao acaso ser um homomorfismo (isto é, de preservar as arestas de H).

Em particular, t(Ks, G) = 2|E(G)|/|V(G)|? é “essencialmente” a densidade de arestas
de G. Dizemos “essencialmente” pois a densidade de arestas é |E(G)|/(W(2G)|).

Gostarfamos de estimar ¢(H, G) de algum modo. Uma pergunta natural é se vale a apro-
ximagao t(H,G) ~ t(Ko, G)FWH)I . Para H bipartido, temos a conjectura a seguir [Sid93).

Conjectura 3.1 (Conjectura de Erdés—Simonovits—Sidorenko). Se H é um grafo bipartido,
entao

t(H,G) > t(K,, G)FEI,

Um grafo H bipartido é dito de Sidorenko se para todo G vale a conjectura 3.1. Note
que ocorre igualdade quando G é um grafo vazio. A conjectura s6 foi demonstrada para
algumas classes de grafos. E um fato que, se H néo é bipartido, entdo existe G tal que a
conjectura é falsa.

3.1 Espacgos mensuraveis

Dizemos que X é um espago mensuravel discreto se X é enumerével e estdA munido
da o-algebra P(X). Lembramos que P(X) ¢ a familia de todos os 2/X| subconjuntos de X.

Informalmente, dizemos que p : P(X) — [0, 1] é uma probabilidade sobre X se da
a probabilidade dos subconjuntos de X. Definimos i : X — [0,1] como a fungdo que
mapeia € X na probabilidade do evento unitario p({z}). O suporte de uma medida de
probabilidade sobre um espago mensuravel discreto (X, ) é o “menor” subconjunto de X

com medida positiva:
ﬂ S = U x.

SeP(X) xeX
1(S)>0 n(8)>0
Seja X um espago mensuravel discreto, e p, v duas probabilidades sobre X. Dizemos
que p é absolutamente continua em relagdo a v se para todo subconjunto A de X
vale que p(A) = 0 sempre que v(A) = 0. Escrevemos “u < v’ para indicar que p é
absolutamente continua em relagao a v.
Para espacos discretos isso equivale a exigir, para todo z € X, que fi(z) = 0 quando (x) =
0. Em outras palavras, o suporte supp(ji) de v é subconjunto do suporte supp(?) de u.
Nesse caso, a entropia relativa D(u || v) como

Dullv)= 3 Alx)log )

xesupp(fi) ¥()
(Para espagos que nao sao discretos D(yu || v) = [ Indp/ov op.)

Re-enunciamos agora a conjectura 3.1 explicitamente em termos de probabilidades. Para
isso, fixados grafos H e G, definimos v(H,G) como a probabilidade uniforme sobre o
conjunto

VG)YH = {f: V(H) = V(G)},

onde “uniforme” significa que cada elemento do conjunto ocorre com a mesma probabilidade.
Ademais, definimos a probabilidade p(H, G), sobre o mesmo conjunto, como

(. G) () = E e )
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Note que u é absolutamente continua em relacao a v, e podemos calcular
0 1/|hom(H, G)|
1/ |V(G)VED)|
Ly O
U

—In(t(H,G))

f€hom(H,G) (H’ G)<f)
- ; LA, G)(f)
- fehc%w) AH DI a0

Conjectura 3.2 (Conjectura 3.1, versao entropia). Se H é um grafo bipartido, entao

D(u(H,G) | v(H,G)) < |[E(H)|D (1K, G) | (Ko, G)).

3.2 Desigualdade de Jensen

Seja J um intervalo, e f : J — R uma fung¢édo de J com imagem R. A fung¢do f é convexa
se e somente se para todo t € [0, 1] e quaisquer z,y € J, temos

tf(@) + (1 —t)f(Y) > f(te+ (1 —1t)y).

Teorema 3.3 (Desigualdade de Jensen). Seja J um intervalo, f uma fungao convexa, X
um espago de probabilidade e Y uma variavel aleatéria que assume valores em J e tem
esperanca E(Y) € J. Vale que E(f(Y)) > f(E(Y)).

Teorema 3.4 Se p < v, entdo a entropia relativa satisfaz D(u || v) > 0.

Demonstragao. Aplicamos a desigualdade de Jensen a funcao f(y) = —in(y).
. fi(x
Dully) = - 3 —plx)n 42
; o(x)
xESUpp [
= Z —i(x)In TE:E;
TESUpPP i pix
v(z) .
> —In —[i(x
2 @@
xEsupp fi
> —In ) d(x)
TESUPD i
> 0 O

3.3 Desigualdade log-soma

Teorema 3.5 (Desigualdade log-soma). Se (a;)ier € (b;)icr sdo sequéncias enumeraveis de
reais positivos, com somas finitas, isto é

a:Zai<+oo e b:Zbi<+oo,
el el

entao

a; a
Zailnb—; < alng.
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Demonstragao. Seja f :]0,+oo[— R a func¢ao f(z) = zlnz. Suas derivadas

1
f(x)y=Inz+1 e f'(z)=~
T
somente assumem valores positivos, o que implica que f é convexa. Assim podemos aplicar

Jensen

a; a; b; a; bia; a a
Zbibj-lnbi- :b;b“f <bz> >bf (iEI bib> =bf (g) :alng. B

i€l
Seja X um espago mensuravel discreto, e u, v medidas de probabilidade sobre X. Seja
ainda M = v(supp(f)). Definimos a : P(X) — [0,1] como a(A) = v(A N supp(i))/M.
Note que o é uma medida de probabilidade. Se a é absolutamente continua em relagao
a v, entao pu também é, e D(a||v) < D(u || v).

Demonstracao. Note que

. () 1
D(u|v) = f(z)ln —>—= >1ln—.
megpﬂ v(x) M

Definindo &(x) = a({z}), sabemos que &(z) = v({z})/M, para todo = € supp(&). En-
tao supp & = supp i, €

jo)
=
>
—~
=
—_
—_

. (
D(allv)= ) a(x)lnﬁ(x): g =M <Du|v). O
TESUPD [i TESUpPD i
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