Processo de Poisson Sergio Wechsler

Uma variavel aleatoria (va) € uma funcao real cujo dominio é um espaco
amostral com probabilidade atribuida aos eventos desse espago.

Mais informalmente, € um ndmero cujo valor é “aleatério”.

Portanto, serve como modelo matematico para todas as situacdes praticas
onde ha um numero desconhecido ou incerto.

Toda variavel aleatéria possui uma distribuicao, que é a atribuicao de
probabilidade aos subconjuntos da Reta ( as probabilidades da va
“assumir” valores tais e tais). Se a va for discreta, a colecao de valores
possiveis acompanhados das respectivas probabilidades define a
distribuicao. Se for uma va continua, a densidade define a distribuicdo. Em
gualquer caso, a funcao de distribuicao F define a distribuicao. Algumas
distribuicdes tém nome: Binomial, Poisson, Normal, Beta, Gama, etc...

Um estimador razoavel de uma distribuicdo seria o histograma de n
valores observados (“realizados”) da va, MAS APENAS se for razodvel
supor gue as observacdes sdo independentes, e que todas elas possuem
sua aleatoriedade aproximadamente bem modelada pela mesma
distribuicao ( que serd insinuada pelo histograma).

Quando n aumenta, o histograma converge para a fcao de probabilidade
(densidade) , ou a fcao de distribuicido empirica converge para a
f.distribuicao, mas isso é Matematica, e nem sempre esses teoremas (leis
dos Gde Numeros) combinam antes com os dados para que tudo dé
certo) .

Um numero finito de vas aleatdrias, usualmente dependentes, é chamado
de vetor aleatério. Tudo acima se estende de forma mais ou menos
analoga, como Calculo de funcdes na Reta se estende para Calculo de
funcdes multivariadas.



J4 um numero nao-finito de vas , todas indexadas em um conjunto T, se
chama um Processso Estocastico. Em muitissimas aplicacdes, T é o
“tempo” . Da mesma forma que podemos modelar um nimero “aleatério”
observado como uma realizacdao da va, podemos modelar uma sequéncia
de numeros “aleatdrios’ como uma realizacdo do processo estocastico.
Essas realizagdes sao muitas vezes chamadas de trajetérias, e quando T é
o tempo, podemos chama-las de séries temporais.

Do mesmo que toda va possui distribuicao, todo processo estocastico
possui distribuicao ou “medida”. Pode ser complicado definir a medida de
um processo estocastico. ( a ndo ser que, por exemplo, seja um processo
de vas iid. Mas em geral , usamos processos de vas dependentes, como
Cadeias de Markov, etc) . Uma medida especial é o Processo de Poisson.

( assim como dizemos “va Binomial” quando a distribuicdo da va é que é
Binomial, sempre dizemos “Processo de Poisson” quando a medida do

processo é que a (do processo de) Poisson.)

Uma maneira de apresentar (a medida de) o Processo de Poisson é a
seguinte: o conjunto de indices T é o intervalo [0, infinito); as vas do
processo , N(t) , para todo t > 0, sdo contagens de “ocorréncias”
verificadas durante (0,t] ( isso pode ser escrito formalmente, mas fica
menos amigavel), e os tempos entre as “ocorréncias” sao vas iid com
distribuicdo exponencial com valor esperado (1/lambda).

Um exemplo de trajetdria (caso a sequencia de exponenciais realizadas
seja (0.3,0.8,0.5,3.2,1.1, ...)

N(t) =0;1;2;3;4;5,... quando, respectivamente :

t em [0,0.3);tem [0.3,1.1); tem [1.1,1.6); t em [1.6,4.8); t em [1.6,5.9);
etcetera.

Portanto, “ocorréncias” em instantes aleatérios do tempo formam um
processo fisico cujo comportamento é candidato a ser modelado por um



Processo de Poisson, MAS as seguintes propriedades matematicas do
processo precisam ser minimamente atendidas pela processo fisico :

1) ndo ha duas ou mais ocorréncias no mesmo instante do tempo
continuo;

2) os numeros de ocorréncias em periodos disjuntos do tempo sao vas
independentes;

3) em qualquer intervalo de tempo (t;t+c) de duracdo ¢, o numero de
ocorréncias durante tal intervalo é uma va cuja distribuicao depende de c,
mas é a mesma para todo t;

Pode-se provar que , se as 3 propriedades acima sao satisfeitas, a
distribuicao do no. de ocorréncias em qualquer intervalo (t;t+c) é uma va
com distribuicdo de Poisson de parametro (c vezes lambda). Dai o nome
(da medida ) do processo.

O problema na aplicacdo desse modelo tedrico é que, na pratica, nem
sempre as 3 propriedades sao satisfeitas. Por exemplo , em um Processo
de Poisson, nao pode haver envelhecimento nem rejuvenescimento, isto
€, em qualquer instante do tempo t, a distribuicao de tudo que vira pela
frente é exatamente a mesma que havia quando t era igual a 0. Se as
ocorréncias forem as visitas ao médico durante a vida de um ser humano,
o Processo de Poisson como modelo é uma forcacdao de barra. Mas o
processo de chegadas de automodveis em uma cabine de um posto de
pedagio é bem modelado por um Processo de Poisson, ao menos durante
um periodo como a hora do almocgo. (a noite, talvez haja ainda um
processo de Poisson, mas com outra taxa theta diferente de lambda. Note
, alids, que lambda é o valor esperado do numero de ocorréncias durante
uma unidade de tempo).



