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Resumo
O prinipal objetivo de nossa disserta�~ao �e de estudar os algoritmos paralelos ede implementar alguns algoritmos probabil��stios para o problema do feho onvexo.Nosso estudo ome�a om os algoritmos seq�ueniais que podem ser usados na fasede �alulo loal de ada proessador. Em seguida apresentamos uma lassi�a�~aodos modelos de omputa�~ao paralela. Dois destes modelos s~ao usados para estudaros algoritmos paralelos, um deles foi esolhido pelas arater��stias te�orias e outropelas arater��stias pr�atias ligadas a realidade das m�aquinas atuais.Por �m, desrevemos e implementamos dois algoritmos probabil��stios inluindoo algoritmo Quikhull paralelo na m�aquina paralela Parsyte PowerXplorer.
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Abstrat
The main goal of this dissertation is to study parallel algorithms for the onvexhull problem and implement two parallel algorithms.Our study starts with sequential algorithms that an be used in the loal om-puting phase in eah proessor. We then present a lassi�ation of some parallelomputing models. Two of suh models are used to study the parallel algorithms,one of whih hosen for its theoretial harateristis and the other for its pratialharateristis related to atual parallel mahines.At last we desribe the implementation of two probabilisti parallel algorithmsinluding the parallel quikhull in a Parsyte PowerXplorer.

vi



�Indie
Agradeimentos ivResumo vAbstrat vi1 Introdu�~ao 12 Algoritmos Seq�ueniais 62.1 Introdu�~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62.2 Algoritmo Arestas-Extremas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.3.1 Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82.3.2 An�alise do Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.4 Algoritmo Quikhull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.4.1 Desri�~ao do Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.4.2 An�alise de Complexidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.5 Algoritmo Mergehull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.5.1 Desri�~ao do Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.5.2 An�alise do Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.6 Algoritmo de Graham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.6.1 Pr�e-proessamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15vii



�Indie viii2.6.2 Constru�~ao do Feho Convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.6.3 An�alise do Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 Modelos de Computa�~ao Paralela 183.1 Introdu�~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela . . . . . . . . . . 203.2.1 Apresenta�~ao dos Prinipais Modelos . . . . . . . . . . . . . . 203.2.2 Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223.2.3 Classi�a�~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.3 Conlus~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304 Algoritmo Paralelo PRAM 314.1 Estrat�egia de Divis~ao-e-Conquista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�~ao da TangenteComum Superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.3 C�alulo do Feho Convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 Algoritmos Paralelos CGM 385.1 Algoritmo CGM Probabil��stio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385.1.1 Caso p � pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395.1.2 Caso 1 � p � n1�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM . . . . . . . . . . 445.2.1 Combinando os Fehos Convexos em Paralelo . . . . . . . . . 465.2.2 Carateriza�~ao do Feho Superior . . . . . . . . . . . . . . . . 485.2.3 C�alulo do g�i e x�i em Paralelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 495.2.4 Algoritmo MergeHulls 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515.2.5 Algoritmo MergeHulls 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525.3 Implementa�~oes Paralelas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545.3.1 Implementa�~ao do Algoritmo Paralelo Probabil��stio . . . . . 545.3.2 Implementa�~ao do Algoritmo Paralelo Determin��stio . . . . . 546 Implementa�~oes Paralelas 566.1 Carater��stias da M�aquina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56



�Indie ix6.2 Algoritmo Quikhull Paralelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 576.3 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 587 Considera�~oes Finais 61A Implementa�~ao 63Referênias Bibliogr�a�as 77



Cap��tulo 1Introdu�~ao
A omputa�~ao paralela �e neess�aria em diversos problemas onde o volume de dadose �alulos �e grande e preisa-se de rapidez na obten�~ao das respostas. Tais proble-mas podem ser enontrados, por exemplo, na previs~ao do tempo, na prospe�~ao depetr�oleo, na dinâmia dos uidos e na omputa�~ao gr�a�a. Algoritmos de geometriaomputaional, em partiular o de feho onvexo, enontram aplia�~oes em diversas�areas omo projeto de iruitos VLSI, rob�otia e omputa�~ao gr�a�a, e nos asospr�atios a quantidade de dados �e grande.As estrat�egias usadas em algoritmos seq�ueniais para soluionar um problemanem sempre servem para a ria�~ao de algoritmos paralelos para o mesmo problema.Na elabora�~ao dos algoritmos deve-se levar em onta tamb�em a natureza dos proble-mas. Alguns s~ao trivialmente paraleliz�aveis, outros apresentam um paralelismo n~aot~ao transparente, preisando de estrat�egias mais elaboradas na onfe�~ao dos algo-ritmos. Existem alguns em que o grau de paralelismo1 �e muito baixo ou igual a um.O desenvolvimento dos algoritmos paralelos exige que onsideremos a arquiteturaparalela a ser usada, pois esta afeta diretamente o desempenho dos algoritmos.A elabora�~ao dos algoritmos paralelos exige a utiliza�~ao de estruturas de dadosque sejam ao mesmo tempo simples para serem aluladas e�ientemente, e su�ientespara responder as onsultas.Aggarwal et al. [2℄ mostram algoritmos paralelos para resolver alguns problemasde geometria omputaional. O problema do feho onvexo (em inglês onvex hull)2-dimensional �e o problema mais fundamental na �area de geometria omputaional e1�E o n�umero m�aximo de proessadores que podem estar omputaionalmente ativos em um dadoinstante de tempo, durante a exeu�~ao de um programa.1



2tamb�em o mais estudado [5℄. Al�em disso, esse problema tem muitas aplia�~oes, porexemplo, reonheimento de padr~oes [6, 19℄, proessamento de imagens [45℄, orte ealoa�~ao de estoque [25, 26, 46℄. De fato, paree ser o primeiro problema de geometriaomputaional para o qual algoritmos paralelos foram elaborados.O desenvolvimento dos algoritmos paralelos depende tamb�em do modelo de om-puta�~ao paralela. Por exemplo, um algoritmo de ordena�~ao ou de invers~ao de matrizesn~ao �e tratado da mesma maneira sobre o modelo PRAM (Parallel Random AessMahines) e sobre o modelo BSP (Bulk Synhronous Proessors). No primeiro a-so, o n�umero de proessadores �e ligado ao tamanho do problema e os proessadoresaessam a mem�oria omum. No modelo BSP, o n�umero de proessadores �e um dadodo modelo e os proessadores se omuniam atrav�es da troa de mensagens.O modelo para a omputa�~ao paralela deve atender alguns objetivos. Por umlado, tem que ser bastante detalhado para permitir uma predi�~ao exata do tempo deexeu�~ao dos algoritmos. Por outro lado, tem ser bastante simples para fazer umaan�alise poss��vel dos algoritmos. Um modelo paralelo deve reetir as restri�~oes dasm�aquinas paralelas atuais (existentes e futuras), mas sem perda de portabilidade dosalgoritmos feitos nesse modelo. Outro objetivo que deve ser alan�ado �e a esalabi-lidade. Isto �e, os algoritmos dever~ao proporionar ganhos razo�aveis para um grandeintervalo de n�umero de proessadores.Muitos modelos de omputa�~ao paralela foram apresentados nos �ultimos anos [31℄.O modelo PRAM [33℄ �e o modelo mais antigo de omputa�~ao paralela. Esse modelon~ao �e real��stio, pois n~ao onsidera diversas arater��stias de m�aquinas reais. Masoferee boas diretrizes em um primeiro aspeto da paraleliza�~ao de um algoritmo.Ele �e onveniente tamb�em para a an�alise de lasse de omplexidade NC [33, 40℄. Nouso pr�atio, por�em, tem igualmente as suposi�~oes fortes, por exemplo, ele reomendasomente uma unidade de tempo para omunia�~ao entre os proessadores. Algumasvaria�~oes do modelo PRAM foram propostas as quais tentam aliviar essas limita�~oes,mas ainda est~ao longe do funionamento de m�aquinas paralelas reais.Dados n pontos no plano, onsideramos o problema da obten�~ao do feho onvexo.Muitos algoritmos paralelos para este problema s~ao desritos para diferentes ar-quiteturas tais omo: CREW PRAM [11℄, CRCW PRAM [3℄, hiperubo [38℄ e MESH[37℄.Um dos algoritmos paralelos estudados, nessa disserta�~ao, foi projetado no modeloPRAM [33℄. A sua omplexidade de tempo �e O(logn) usando um total de O(n logn)



3opera�~oes. Esse algoritmo usa a estrat�egia de divis~ao-e-onquista. O suesso destem�etodo depende da exeu�~ao e�iente da primeira e da �ultima fases. A primeirafase onsiste em dividir o problema em v�arios subproblemas. A segunda fase �e deresolver os subproblemas reursivamente. Na �ultima fase s~ao ombinadas as solu�~oesdos subproblemas para obter uma solu�~ao do problema original. Esta estrat�egia �emuito utilizada no desenvolvimento de algoritmos seq�ueniais.Reentemente, alguns modelos mais realist��os omo BSP [47℄ e CGM (Coarse-Grained Multiomputers) [15℄, que levam em onta a omunia�~ao entre os proes-sadores que podem ser um gargalo, têm sido utilizados no desenvolvimento de algo-ritmos paralelos. Estes modelos s~ao bastante gerais e n~ao onsideram a arquiteturaespe���a de interonex~ao entre os proessadores.O modelo CGM onsiste de um onjunto de p proessadores, ada um ommem�oria loal de tamanho O(np ), interonetados atrav�es de uma rede de omu-nia�~ao arbitr�aria, onde n �e o tamanho de entrada do problema. Temos p << nem geral. O desempenho dos algoritmos no modelo CGM �e medido pelo n�umero derodadas de omunia�~ao. Os algoritmos nesse modelo onsistem da alternânia entreuma rodada de omputa�~ao loal e uma rodada de omunia�~ao.No modelo CGM, v�arios resultados foram propostos para o problema do fehoonvexo [13, 14, 15, 17, 18℄. Nesses algoritmos, ada proessador obt�em na primeiraetapa o feho onvexo de np pontos iniialmente distribu��dos em ada proessadorusando os algoritmos seq�ueniais. As etapas seguintes onsistem geralmente em fazera ombina�~ao desses fehos onvexos.O algoritmo de Dehne, Fabri e Rau-Chaplin [15℄ foi o primeiro algoritmo paraleloCGM proposto para o feho onvexo de um onjunto de n pontos. Esse algoritmo �edetermin��stio, apli�avel para n � p2 e requer O(logn) rodadas de omunia�~ao. Aomplexidade de tempo desse algoritmo �e O(Tsequenialp +Ts(n; p)) onde n �e o tamanhodo problema, p o n�umero de proessadores e Ts(n; p) refere-se a omplexidade de tem-po de ordena�~ao de n pontos armazenados em p proessadores. O algoritmo �e �otimose Tsequenialp domina Ts(n; p) ou Ts(n; p) �e �otimo. A vantagem dele �e de ser simples,determin��stio e esal�avel sobre um grande intervalo dos valores do fator np . Mas adesvantagem �e de possuir um n�umero n~ao onstante de rodadas de omunia�~ao.No ano seguinte, Dehne, Fabri e Kenyon [14℄ apresentaram um algoritmo paraleloque requer, om alta probabilidade, um n�umero onstante de rodadas de omunia�~ao.Esse algoritmo �e �otimo e apli�avel para n � p3+� onde � �e uma onstante �xa tal que



4� > 0. Ele tem omplexidade (k + 2)(T1(n)p + O(np )) para o tempo de omputa�~aoloal e (k + 1)(TpSum(p) + Tompr(p; n)) para o tempo de omunia�~ao, onde k =d 12� + 12e �e uma onstante. T1(n) denota a omplexidade de tempo seq�uenial eTpSum(p) �e a omplexidade paralela para alular a soma parial de p n�umeros, adaum armazenado em um proessador. Tompr(p; n) �e o tempo para omprimir umsubonjunto de dados de tamanho n0 � n em p0 � p proessadores. A vantagem �eque esse algoritmo resolve o problema do feho onvexo para os pontos em qualquerdimens~ao maior que dois, supondo a distribui�~ao uniforme de pontos. Este algoritmoser�a apresentado de modo detalhado nesta disserta�~ao.No mesmo ano, Deng e Gu [17℄ publiaram dois algoritmos para feho onvexobidimensional apli�avel para n � p3+�. Esse algoritmo determin��stio requer O(log p)rodadas de omunia�~ao, enquanto a vers~ao probabil��stia requer om alta probabili-dade O(1) de rodadas de omunia�~ao. A omplexidade de tempo desses algoritmos�e O(n log np ). A vantagem �e de n~ao ter restri�~ao da distribui�~ao uniforme de onjuntode pontos.Num outro trabalho reente, Diallo, Ferreira, Rau-Chaplin e Ub�eda [18℄ obtiveramum algoritmo determin��stio, que requer somente um n�umero onstante de rodadasde omunia�~ao no pior aso. Esse algoritmo, apli�avel para n � p1+�, �e o tereiroestudado neste trabalho. O algoritmo proposto tem omplexidade de tempo loalO(n log np + Ts(n; p)) onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de proessadores eTs(n; p) refere a omplexidade de tempo de ordena�~ao de n pontos armazenados emp proessadores. Este algoritmo �e �otimo se n log np domina Ts(n; p) [18℄.Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda n~ao publiado, prop~oem um al-goritmo paralelo para o feho onvexo de um onjunto de n pontos no plano, deomplexidade de tempo loal (O(n log np )) om o n�umero de rodadas de omunia�~ao�otimo.O algoritmo seq�uenialQuikhull foi paralelizado por n�os e implementado utilizan-do a m�aquina paralela Parsyte PowerXplorer. Essa m�aquina tem 16 proessadores,interligados por uma topologia de grade bidimensional. Cada n�o �e omposto de umproessador PowerPC 601 para a omputa�~ao, um proessador Transputer T805 paraa omunia�~ao e uma mem�oria loal de 32 MBytes. O sistema operaional usado �eo PARIX. Sua omplexidade de tempo da omputa�~ao loal �e O(np log np ) om umn�umero onstante de rodadas de omunia�~ao.Na implementa�~ao do algoritmo, utilizamos os onjuntos de n pontos segundo



5uma distribui�~ao normal. Com esses tipos de dados, onseguimos eliminar quase 97porento dos pontos na primeira fase do �alulo loal em ada proessador. Imple-mentamos tamb�em o algoritmo probabil��stio de Dehne [14℄. Os resultados mostramque as omunia�~oes do algoritmo de Dehne s~ao melhores. O �odigo da implemen-ta�~ao do algoritmo Quikhull paralelo pode ser enontrado no Apêndie A.No ap��tulo 2, enuniaremos o problema do feho onvexo estudado neste trabalho.No mesmo ap��tulo, desreveremos os algoritmos seq�ueniais que resolvem o problemaom omplexidade O(n logn). Esses algoritmos podem ser usados no modelo deomputa�~ao CGM durante a rodada de omputa�~ao loal e s~ao os melhores onheidosat�e hoje.O ap��tulo 3 apresenta a lassi�a�~ao dos modelos de omputa�~ao paralela, des-taando as arater��stias prinipais.O ap��tulo 4 ter�a a desri�~ao ompleta do algoritmo paralelo no modelo PRAM.Esse algoritmo �e um dos primeiros para resolver o problema do feho onvexo emparalelo.No ap��tulo 5, vamos desrever detalhadamente os algoritmos paralelos proba-bil��stio de Dehne [14℄ e determin��stio de [18℄, repetivamente. Esses algoritmos s~aoesal�aveis e failmente implement�aveis em m�aquinas paralelas existentes.Nosso ap��tulo 6 trata da implementa�~ao na m�aquina paralela. Nesse mesmoap��tulo apresentamos um algoritmoQuikhull paralelo, as arater��stias da m�aquinae o resultado. Implementamos tamb�em o algoritmo probabil��stio de Dehne.Por �m, apresentamos no ap��tulo 7 as onsidera�~oes �nais de nosso trabalho.



Cap��tulo 2Algoritmos Seq�ueniais
2.1 Introdu�~aoAntes de apresentarmos os algoritmos seq�ueniais, vamos de�nir o problema dofeho onvexo.De�ni�~ao: Dado um onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de n pontos no plano ounum espa�o de dimens~ao qualquer maior que dois, o feho onvexo de S, denotadoCH(S), �e o menor pol��gono onvexo que ont�em todos os pontos de S.Seja E d um espa�o eulidiano d-dimensional. Um onjunto S em E d �e onvexo se8x; y 2 S, o segmento xy � S.Problema do feho onvexo [39℄: Dado um onjunto S = fp1; p2; � � � ; png depontos no plano, enontrar CH(S), o feho onvexo dos pontos de S.Existem v�arios algoritmos seq�ueniais para enontrar o feho onvexo de umonjunto S de pontos no plano. Vamos examinar alguns deles, espeialmente, aquelesde omplexidade O(n logn) que servir~ao na omputa�~ao loal do modelo de granula-ridade grossa CGM.Considere um ponto p no plano, de oordenadas (x; y). A absissa de p ser�adenotada por x(p) e a ordenada denotada por y(p).
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2.2 Algoritmo Arestas-Extremas 72.2 Algoritmo Arestas-ExtremasO algoritmo [39℄ identi�a arestas do feho onvexo ao inv�es de v�erties extremos.Uma aresta xy �e uma aresta �extrema de um onjunto de pontos S se x e y foremv�erties extremos e todos os pontos de S est~ao sobre ou de um mesmo lado da aresta.Considere o segmento (a; b) e um ponto  (Figura 2.1). Se a tripla (a; b; ) formaum iruito anti-hor�ario omo mostra a �gura 2.1, ent~ao  �e dito �a esquerda de (a; b).Analogamente, 0 �e dito �a direita de (a; b) se (a; b; 0) forma um iruito hor�ario.PSfrag replaements a b
0Figura 2.1: O ponto  est�a �a esquerda do segmento (a; b) e o ponto 0 est�a �a direitado segmento (a; b).Algoritmo Arestas-ExtremasEntrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.Sa��da: As arestas extremas de CH(S)for ada i dofor ada j; j 6= i dofor ada k; k 6= i; k 6= j doif pk n~ao est�a �a esquerda ou sobre (pi; pj)then pi; pj n~ao �e aresta de CH(S).O algoritmo aima tem omplexidade de tempo O(n3), pois existem três la�osenaixados e ada um desses la�os far�a O(n) itera�~oes.



2.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente 82.3 Algoritmo Embrulho-para-PresenteO algoritmo Embrulho-para-Presente (Gift-Wrapping) tamb�em �e onheido omoalgoritmo de Jarvis [32, 39, 43℄ e pode ser visto omo uma varia�~ao do algoritmoArestas-Extremas [39℄. Ele usa a aresta extrema mais reentemente enontrada paraahar a pr�oxima aresta. A id�eia funiona, pois sabemos que no feho onvexo, umaaresta est�a onetada a outra, que por sua vez est�a ligada a uma outra aresta e assimpor diante. Para ahar a pr�oxima aresta extrema, testamos O(n) andidatas paraada aresta extrema enontrada. Logo a omplexidade do algoritmo �e O(n2), quereduz por um fator de n a omplexidade do algoritmo Arestas-Extremas.2.3.1 AlgoritmoSeja S um onjunto de n pontos no plano. Suponhamos que n~ao existem trêspontos em S que sejam olineares. Seja a uma aresta de CH(S) ligando o pontop e o ponto q onde x(p) < x(q). A id�eia have do algoritmo [32℄ �e ahar o pontor tal que o ângulo polar �r entre rq e a reta passando pela aresta a seja m��nimo.Essa observa�~ao �e do algoritmo Arestas-Extremas que busa oloar todos pontosde mesmo lado, omo mostra Figura 2.2. No in��io n~ao temos nenhuma aresta de
PSfrag replaements

p qa Lrangulo polarFigura 2.2: A aresta qr e a reta passando pela aresta a tem o menor ângulo polar.CH(S). Basta esolher o mais baixo ponto p0 em S (isto �e, om menor y(p0)). AFigura 2.3 mostra omo enontrar o ponto p1 em S de menor ângulo polar (sentidoanti-hor�ario) em rela�~ao a p0 e a reta horizontal.



2.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente 9Abaixo enontra-se o algoritmo Embrulho-Para-Presente.PSfrag replaements
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p2p3p4 LFigura 2.3: As opera�~oes feitas pelo algoritmo Embrulho-para-Presente.Algoritmo Embrulho-Para-PresenteEntrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.Sa��da: As arestas extremas de CH(S) tais que elas apareemna fronteira de CH(S) no sentido anti-hor�ario.1. Enontre o ponto em S de menor ordenada.2. Seja i0 o ��ndie desse ponto. i i0.3. Seja L a reta horizontal passando por pi0 .4. repeata. for ada j; j 6= i doCalule o ângulo polar �j do ponto pj em rela�~ao ao ponto pi e a reta L.b. Seja k o ��ndie do ponto pk tal que �k = minj�j. Output pipk omo uma aresta de CH(S).d. L reta passando por pipk.e. i k.until i = i0.2.3.2 An�alise do AlgoritmoSeja h o n�umero de arestas extremas de CH(S). Ent~ao, no pior aso, o algoritmo temomplexidade de tempo O(hn) = O(n2). Se h �e pequeno, por exemplo, h = O(logn),a omplexidade �a O(n logn).



2.4 Algoritmo Quikhull 102.4 Algoritmo QuikhullO problema de ordena�~ao tem sido uma onstante fonte de inspira�~ao para odesenvolvimento de algoritmos do feho onvexo. O algoritmo que vamos ver nestase�~ao, om algumas varia�~oes, foi proposto independentemente por v�arios autoresquase ao mesmo tempo [10, 20, 30℄. Devido a semelhan�a om o algoritmo Quiksort,o algoritmo que vamos desrever foi batizado de Quikhull [24, 39, 43℄.2.4.1 Desri�~ao do AlgoritmoA id�eia b�asia �e tentar desartar uma grande parte dos pontos que est~ao nointerior do feho onvexo. O trabalho ent~ao onentra nos pontos que est~ao pr�oximos�a fronteira. No in��io, o algoritmo busa os pontos extremos que est~ao na posi�~aomais aima, mais abaixo, mais �a esquerda e mais �a direita. No aso de empate,devem ser esolhidos os pontos om menor absissa ou ordenada. Note que os pontosno interior do quadril�atero s~ao dispens�aveis para a onstru�~ao do feho onvexo,omo mostra Figura 2.4. Para ahar o feho onvexo, devemos onatenar os quatrosubproblemas orrespondentes �as regi~oes triangulares que resultam ap�os eliminar ospontos interiores ao quadril�atero.

Figura 2.4: O algoritmo desarta os pontos que se enontram no quadril�atero formadopelos quatro pontos extremos.Cada um dos quatro triângulos tem dois pontos que ertamente est~ao no fehoonvexo. O algoritmo resolve reursivamente ada um dos quatro subproblemas ob-tidos. Para isso, sejam a e b os pontos extremos do onjunto que formam a base dotriângulo. O algoritmo enontra um ponto  mais distante do segmento ab (que es-



2.4 Algoritmo Quikhull 11tar�a no feho onvexo), desarta os pontos que est~ao no interior do triângulo formadopelos pontos a, b e  e partiiona o problema em dois subproblemas idêntios meno-res. Esses dois subproblemas s~ao resolvidos reursivamente. A Figura 2.5 mostra ospontos a; b e .O algoritmo est�a desrito abaixo.
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Figura 2.5: O Quihull desarta os pontos que est~ao no interior do triângulo formadopelos pontos a; b e .Algoritmo QuikhullEntrada: Dois pontos distintos a e b e um onjunto S de pontosno plano tal que todo ponto de S est�a �a esquerda da retapassando por a e b.Sa��da: Feho onvexo CH(S) de S.1. if S = ; then return ab.2. elsea.  ponto om distânia m�axima ao segmento ab.b. A os pontos de S �a esquerda do segmento a.. B  os pontos de S �a esquerda do segmento b.d. return Quikhull(a; ; A) onatenado om Quikhull(; b; B).2.4.2 An�alise de Complexidade.Na desri�~ao do algoritmo aima, temos uma fase do pr�e-proessamento que on-siste em ahar os quatro pontos extremos. Essa fase usta O(n) opera�~oes elementa-



2.5 Algoritmo Mergehull 12res, onde n �e o n�umero de pontos.A an�alise de omplexidade �e semelhante �a do Quiksort, depende do n�umero deelementos nos onjuntos A e B. Seja � = jAj e � = jBj. Se T (n) denota o tempopara ahar o feho onvexo de n pontos. A omplexidade �e dada por:T (n) � T (�) + T (�) + dn,onde d �e uma onstante. O termo dn orresponde ao n�umero de opera�~oes gastaspelo algoritmo Quikhull para enontrar o ponto  e onstruir os onjuntos A e B.Se � = bn=2 e � = dn=2e, a metade dos pontos est~ao em A e outra metade emB, teremos que: T (n) � T (bn=2) + T (dn=2e) + dn.Isto �e uma rela�~ao de reorrênia uja a solu�~ao �e:T (n) = O(n logn).No pior aso, a parti�~ao deixa n�1 pontos de um mesmo lado e � = 1 e � = n�1.A equa�~ao de reorrênia �a: T (n) � T (n� 1) + dn.Ao resolver essa reorrênia hegamos a:T (n) � d+ d2 + � � �+ d(n� 2) + d(n� 1) + dn = O(n2).2.5 Algoritmo MergehullO algoritmo Mergehull �e hamado assim por ausa da sua similaridade om oalgoritmo MergeSort. Ele usa a t�enia de divis~ao-e-onquista [12℄ para enontraro feho onvexo de um onjunto de n pontos. A estrat�egia de divis~ao-e-onquista �eomposta de três passos prinipais:� Divis~ao: O problema �e dividido em um n�umero de subproblemas de tamanhomenor.� Conquista: Os subprolemas s~ao resolvidos reursivamente. Quando o sub-problema tem o tamanho su�ientemente pequeno, ele �e resolvido de maneiradireta.� Combina�~ao: As solu�~oes dos subproblemas s~ao ombinadas para obter umasolu�~ao do problema original.



2.5 Algoritmo Mergehull 13Em Geometria Computaional, muitos problemas s~ao resolvidos, seq�uenialmente,atrav�es do paradigma de divis~ao-e-onquista. Um destes problemas �e a determina�~aodo feho onvexo de um onjunto de pontos no plano, que pode ser resolvido atrav�esdesta estrat�egia em tempo �otimo O(n logn). Na resolu�~ao seq�uenial deste problema,as fases de divis~ao e onquista s~ao simples de se obter, a fase de ombina�~ao �e a maistrabalhosa.2.5.1 Desri�~ao do AlgoritmoAntes de apliarmos o algoritmo a um onjunto S de pontos dados, a primeira faseser�a de fazer um erto pr�e-proessamento que onsiste em ordenar os pontos dadosem rela�~ao as suas absissas.A pr�oxima fase do Mergehull onsiste em dividir o onjunto de pontos em doissubonjuntos A e B de tamanho bn=2 e dn=2e, pela absissa (em aso de empateonsidera-se a ordenada). Isso signi�a dividir o problema em dois subproblemasde tamanho menor. Na fase seguinte s~ao resolvidos reursivamente os subproblemasindependentemente. A �ultima fase permite ombinar as solu�~oes dos subproblemaspara obter a solu�~ao do problema iniial.Para que o feho onvexo seja onstru��do em tempo O(n logn), deve-se ter ertezaque a �ultima fase seja exeutada em tempo O(n). A id�eia �e esolher o ponto mais�a direita de A e mais �a esquerda de B, hamaremos de pontos ui e vj. Para ahara aresta do feho \de baixo" esorregue o segmento uivj para baixo, de um ladoe depois do outro, at�e que as extremidades do segmento tangente prourado sejamenontradas, omo mostra Figura 2.6. A aresta de ima �e enontrada da maneiraan�aloga. Essa id�eia foi sugerida por Preparata e Hong [42℄.Temos a seguir os algoritmos Aha Tangente-Inferior e Mergehull.Algoritmo: Aha Tangente-InferiorEntrada: Dois fehos onvexos CH(A) e CH(B).Sa��da: O segmento `tangente' inferior a CH(A) e CH(B).1. vi  v�ertie mais �a direita de CH(A).2. uj  v�ertie mais �a esquerda de CH(B).3. while T = uivj n~ao �e tangente inferior de CH(A) e CH(B) doa. while T n~ao �e tangente inferior de CH(B) doj  j + 1.



2.5 Algoritmo Mergehull 14PSfrag replaements
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Figura 2.6: O algoritmo Aha Tangente-Inferior ome�a om (ui; vj) = (3; 7) e ter-mina om (ui; vj) = (1; 10).b. while T n~ao �e tangente inferior de CH(A) doi i� 1.4. return T .O algoritmo sup~oe que os pontos vi de CH(A) e os pontos uj de CH(B) est~aoem sentido anti-hor�ario. A aritm�etia envolvendo os ��ndies �e m�odulo o tamanho dorespetivo onjunto A ou B.No algoritmo aima, dizer que \T = uivj" n~ao �e tangente inferior de CH(A) �eequivalente a ui�1 est�a �a direita do segmento uivj. Da maneira an�aloga, \T = uivj"n~ao �e tangente inferior de CH(B) �e equivalente a vj+1 est�a �a direita do segmentouivj.Algoritmo: MergehullEntrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.(Suponha que est~ao ordenados pela absissa.)Sa��da: O feho onvexo de S.1. if jSj � k0, onde k0 �e uma onstante pequena, onstrua o fehoonvexo diretamente por algum m�etodo e return.2. Partiione o onjunto S em onjuntos A om bn=2 pontos eB om dn=2e.3. Reursivamente onstrua o feho onvexo de A e B.4. Construa o feho onvexo de A [ B.



2.6 Algoritmo de Graham 152.5.2 An�alise do AlgoritmoO pr�e-proessamento do algoritmo Mergehull onsiste em ordenar os pontos doonjunto S. Se usarmos o algoritmo Heapsort ou Mergesort [12℄, a omplexidade detempo dessa fase �e O(n logn). Na fase de ombina�~ao, os la�os s~ao exeutados O(n)vezes. Isto signi�a que as tangentes inferior e superior podem ser onstru��das emtempo O(n). Ent~ao, a omplexidade de tempo da fase de ombina�~ao �e O(n).Se T (n) �e a omplexidade de tempo do algoritmo Mergehull, ao resolver umainstânia de tamanho n, teremos:T (n) � T (bn=2) + T (dn=2e) + n = O(n logn),onde  �e uma onstante.Portanto, a omplexidade de tempo do algoritmo Mergehull �e O(n logn).2.6 Algoritmo de GrahamO onstru�~ao do feho onvexo de um onjunto S de pontos pelo algoritmo deGraham [29℄ �e feita em duas fases. Primeiramente, um pr�e-proessamento �e realizadopara seleionar um ponto p0 em S de ordenada m��nima e ordenar os pontos restantespelo ângulo ao redor de p0. A segunda fase do algoritmo onsiste em proessariterativamente os pontos, onstruido uma seq�uênia de fehos onvexos que onvergepara CH(S).2.6.1 Pr�e-proessamentoA fase de pr�e-proessamento onsiste em ahar um ponto p0 de S. O ponto p0 vaiser o ponto em S om a menor ordenada. Em aso de empate, esolheremos entre ospontos om a menor ordenada, o ponto om a maior absissa.O passo seguinte de pr�e-proessamento onsiste em ordenar os pontos de Snfp0gem rela�~ao ao ângulo polar que estes pontos formam ao redor do ponto p0. Se doispontos têm o mesmo ângulo polar (olineares), desarta o ponto mais pr�oximo de p0.Veja a �gura 2.7.



2.6 Algoritmo de Graham 162.6.2 Constru�~ao do Feho ConvexoA segunda fase onstr�oi o feho onvexo. Nesta fase, os pontos s~ao examinadosna ordem que estes foram oloados pelo pr�e-proessamento. Em ada itera�~ao, ospontos de feho onvexo j�a enontrados est~ao em uma pilha identi�ada pela vari�aveltopo. Para ada ponto pi, se o ângulo entre Ttopo�1Ttopo e Ttopopi for menor que1800, empilha pi sen~ao desempilha. Note que alguns pontos que eram pontos dofeho onvexo anterior, podem n~ao ser pontos do feho onvexo orrente. No �nal da�ultima itera�~ao do algoritmo, a pilha ont�em os pontos do feho onvexo.A seguir o algoritmo de Graham.PSfrag replaements
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Figura 2.7: Os pontos ordenados onforme o ângulo polar que estes formam ao redordo ponto p0.Algoritmo: GrahamEntrada: Um onjunto �nito S de pontos no plano (n > 3).Sa��da: O feho onvexo de S.1. Enontre p0 o ponto em S om ordenada m��nima, em aso de empatetome o ponto mais �a direita.2. Ordene pontos pelo ângulo (elimine os empates esolhendo o ponto maisdistante). Sejam p1; � � � ; pn�1 os pontos de S ordenados.3. T  ;4. Empilhe p0; p1; p2 na pilha T .5. i 3.6. while i < n doa. if pi est�a �a esquerda de (ptopo�1; ptopo) then



2.6 Algoritmo de Graham 17Empilhe pi e i i+ 1b. else Desempilhe ptopo.7. return T .2.6.3 An�alise do AlgoritmoA an�alise de omplexidade de tempo depende das fases do algoritmo. O primeiropasso do algoritmo, na fase de pr�e-proessamento, pode ser feito em tempo O(n). Ousto total da fase de pr�e-proessamento �e dominado pelo usto da ordena�~ao dospontos que �e O(n logn) no segundo passo.A segunda fase do algoritmo vai da linha 3 at�e 7. As linhas 3, 4 e 5 s~ao exeutadasem tempo onstante (O(1)). O n�umero total de exeu�~oes do omando while da linha6 ser�a O(n). Portanto, o n�umero de opera�~oes Empilha e Desempilha na exeu�~aodo algoritmo �e O(n).Assim, a omplexidade de tempo total do algoritmo �e O(n logn).



Cap��tulo 3Modelos de Computa�~ao Paralela
Neste ap��tulo apresentamos uma vis~ao geral sobre alguns modelos de ompu-ta�~ao paralela. Os modelos PRAM e CGM v~ao ser usados no nosso trabalho para odesenvolvimento dos algoritmos paralelos que resolvem o problema do feho onvexo.Esse ap��tulo �e baseado no ap��tulo 20 do livro de Capa Rumeur [1℄.3.1 Introdu�~aoUm dos prinipais objetivos deste ap��tulo �e expor os diferentes modelos de om-puta�~ao paralela, do PRAM ao modelo CGM. A diversidade dos modelos de om-puta�~ao paralela apresentados na literatura �e tal que uma apresenta�~ao exaustiva �ehoje quase imposs��vel. Vamos apresentar as grandes lasses de modelos e foar nossaapresenta�~ao ao redor de uma lassi�a�~ao. A lassi�a�~ao que apresentaremos ser�ae�az pois ontinua ompat��vel om os outros modelos da literatura.O segundo objetivo desse ap��tulo �e mostrar a inuênia do modelo de omputa�~aoparalela no desenvolvimento dos algoritmos paralelos. Por exemplo, um algoritmode ordena�~ao ou de invers~ao de matrizes n~ao �e tratado da mesma maneira sobre omodelo PRAM e sobre o modelo BSP. No primeiro aso, o n�umero de proessadores�e ligado ao tamanho do problema e os proessadores aessam uma mem�oria omum.No modelo BSP, o n�umero de proessadores �e um dado do modelo e os proessadoresse omuniam por troa de mensagens.O destaque vai tamb�em na adequa�~ao do modelo om a realidade das m�aquinasparalelas atuais. �E onveniente, entretanto, de n~ao se foalizar sobre esse parâmetro.Por um lado a tenologia evolui t~ao rapidamente, que n~ao se pode a�rmar que as18



3.1 Introdu�~ao 19m�aquinas atuais s~ao representativas das m�aquinas da pr�oxima gera�~ao. A de�ni�~aode novos modelos pode ser vista de fato omo uma maneira de determinar os fun-ionamentos dos algoritmos paralelos no futuro. Como no aso de modelo de vonNeumann para a omputa�~ao seq�uenial, o modelo de omputa�~ao paralela deve es-tabeleer uma ponte entre o software e o hardware [31, 34℄. Por outro lado, existemoutros parâmetros que v~ao determinar a importânia de um modelo tais omo:� a portabilidade;� a esalabilidade;� a apaidade de desenvolver uma teoria da omplexidade;� a failidade de utiliza�~ao;� a ampla apliabilidade om respeito �as m�aquinas existentes e futuras.Cada um desses rit�erios tem importânia variada onforme a utiliza�~ao feita domodelo. A teoria de omplexidade prefere ertamente o modelo PRAM ao modelomais pr�oximo das m�aquinas, por�em mais di�ilmente trat�avel. Contrariamente, umprogramador de uma aplia�~ao espe���a sobre uma ategoria de m�aquinas espe���ausaria um modelo orrespondente a todas as arater��stias da m�aquina tais omoentrada/sa��da, ahe, et.O usto de tempo �e um outro fator que pode inueniar uma poss��vel lassi�-a�~ao linear de modelos. Por exemplo, para resolver os problemas omo a predi�~aometeorol�ogia ou o �alulo de trajet�oria de uma sonda sobre Marte, �e importante seaproximar da m�aquina. Assim, adaptar-se-ia um produto de matrizes �a estrutura dam�aquina para exeut�a-lo o mais rapidamente poss��vel. Entretanto, se a pergunta so-bre a omplexidade do produto de matrizes for levada em onta, uma tal aproxima�~aon~ao permite resposta satisfat�oria, pois uma m�aquina �e muito pouo est�avel no tempopara que possa desenvolver uma teoria da omplexidade sobre essas arater��stias.Esta �e uma das raz~oes pelas quais em teoria da omplexidade o modelo PRAM �e omelhor adaptado.Muitos modelos de omputa�~ao paralela foram apresentados nos �ultimos anos.A se�~ao 3.2 desreve e lassi�a os modelos de omputa�~ao paralela. Nessa se�~ao,vamos falar do modelo PRAM [33℄ que vai ser usado para desenvolver um algoritmoparalelo para o problema do feho onvexo. Nessa mesma se�~ao veremos um outro



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 20modelo mais reente e real��stio, o CGM [13, 14, 15, 16℄. Esse modelo servir�a parao desenvolvimento de outros algoritmos paralelos de nosso trabalho. A se�~ao 3.3onlui o ap��tulo om as perspetivas dos modelos de paralelismo.3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Pa-ralelaO objetivo dessa se�~ao n~ao �e listar o onjunto de modelos de omputa�~ao paralelaapresentado na literatura nesses �ultimos anos. Proura-se onentrar sobre algunsprinipais modelos para ompreender as suas arater��stias mais importantes.3.2.1 Apresenta�~ao dos Prinipais ModelosPor prinipais modelos, entendemos os modelos ujo impato sobre a an�alise dosalgoritmos �e onsider�avel em termos de n�umero de publia�~oes usando esses modelosomo base da desri�~ao e do estudo das suas omplexidades. Todos esses modelostêm vantagens e desvantagens, as quais disutiremos. Muitos modelos s~ao, ali�as, asvaria�~oes ao redor de modelos desritos abaixo. Na subse�~ao 3.2.3, lassi�aremos osmodelos apresentando suas prinipais propriedades.Modelo PRAMO modelo PRAM �e historiamente o primeiro a apareer. Ele orresponde a vis~aode uma m�aquina paralela omo um onjunto de m�aquinas seq�ueniais aessando auma mem�oria omum.Da maneira formal, no modelo PRAM est~ao dispon��veis um onjunto arbitraria-mente grande de proessadores, ada um possuindo um onjunto �nito de registrado-res e tendo aesso a mem�oria omum, de tamanho tamb�em arbitr�ario. O n�umero deproessadores e o tamanho da mem�oria s~ao os parâmetros do modelo e a omplexida-de dos problemas ser�a expressa em fun�~ao desses parâmetros. Em geral o n�umero deproessadores �e onsiderado da mesma grandeza que o tamanho da mem�oria. Umam�aquina PRAM de n proessadores pode potenialmente exeutar n instru�~oes si-multanemente. Essas instru�~oes podem ser idêntias ou n~ao em ada proessador.



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 21Todos os proessadores aessam a mem�oria omum em tempo onstante, pois n~ao h�ao usto de omunia�~ao.O modelo PRAM foi usado para o estudo da omplexidade paralela dos problemasfundamentais. Esse modelo permite a de�ni�~ao formal de lasses de omplexidadeomo a lasse NC, orrespondendo ao onjunto de problemas do tamanho n solu-ion�aveis em tempo polilogar��tmio sobre um n�umero polinomial de proessadores.Uma das onjeturas mais famosas de algoritmos paralelos �e de saber se P = NC,o que signi�a, se o onjunto dos problemas soluion�aveis seq�ueniamente em tem-po polinomial podem ser resolvidos em tempo polilogar��tmio sobre uma m�aquinaPRAM om um n�umero polinomial de proessadores. Note que o ontr�ario �e trivialpela simples simula�~ao de n proessadores em um �unio proessador: ada etapaparalela neessitando O(n) etapas seq�ueniais.Modelo de topologias expl��itasO modelo PRAM deveria ser um padr~ao para a omputa�~ao paralela, mas apesarda sua importânia no desenvolvimento de algoritmos, ele n~ao onsegue atingir a exa-ta no�~ao do paralelismo. A prinipal desvantagem desse modelo �e de n~ao onsiderara estrutura das m�aquinas dispon��veis. Hoje, a maioria das m�aquinas tem mem�oriadistribu��da, uma estrutura bem diferente do PRAM. Um outro problema s�erio domodelo PRAM �e ligado �a mem�oria global e �a hip�otese de leitura/esrita em tempoonstante, que n~ao orrespondem �as m�aquinas existentes. O aesso �a mem�oria lo-al �e mais r�apido que o aesso �a mem�oria do proessador vizinho, que por sua vez�e menos aro que o aesso �a mem�oria de um proessador distante (n~ao onetadodiretamente).Foram introduzidos novos modelos, om topologias expl��itas tais omo grade, hi-perubo, et. As arquiteturas MIMD (Multiple Instrutions Multiple Data) e SIMD(Single Instrution Multiple Data) levaram a dois tipos de modelos: os modelos degranularidade �na modelando as m�aquinas SIMD, em partiular os Connetion Ma-hines CM1 e CM2 [23℄, e os modelos de granularidade grossa modelando as m�aquinastais omo iPC'S de Intel, ou as m�aquinas a base de Transputers [4℄ na Europa.Esses modelos permitiram o desenvolvimento de um n�umero grande de algorit-mos. Emergiram os paradigmas de programa�~ao paralela tais omo pipeline, parti�~aode dados, balaneamento de arga e agrupamento de mensagens. Tamb�em foram o-loadas em evidênia t�enias de programa�~ao omplexas e problemas fundamentais



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 22ainda n~ao resolvidos.Modelo sem topologiasDois fatores inueniaram o omportamento dos algoritmos em rela�~ao aos mo-delos de topologia expl��ita. Por um lado, as omunia�~oes das m�aquinas paralelasmodernas tendem dissimular a distânia entre os proessadores que se omuniam.Isto �e, dois proessadores vizinhos ou distantes n~ao modi�am, na teoria, o ustoda omunia�~ao. Por outro lado, o paradigma de troa de mensagem ompete omoutros paradigmas, omo a mem�oria virtualmente ompartilhada, na qual a topologian~ao �e mais um rit�erio a onsiderar na onep�~ao de um algoritmo. Nenhuma topo-logia emergiu omo andidata universal de rede de interonex~ao de proessadores deuma m�aquina paralela.As observa�~oes aima fazem apareer os modelos que n~ao onsideram a topologia,ou seja, a topologia se d�a de maneira impl��ita atrav�es de outros parâmetros. Um dosmodelos mais onheidos �e o modelo BSP [47℄. Nesse modelo, a m�aquina paralela �eonsiderada omo um onjunto de p proessadores que se omuniam, dispondo de umproesso de sinroniza�~ao. Os algoritmos no modelo BSP onsistem de uma seq�uêniade superpassos. Em ada superpasso temos duas fases: uma fase de omputa�~ao loale uma fase de omunia�~ao. A ada �nal de omputa�~ao loal, ada proessadorefetua as troas de mensagens om os demais proessadores. Reebendo informa�~oesneess�arias para a omputa�~ao no pr�oximo superpasso. Esse modelo n~ao onsidera atopologia de rede, s�o nos ustos de omunia�~ao e sinroniza�~ao que a topologia pode�ar aparente.Os modelos sem topologias tais omo BSP e CGM (uma variante do BSP, a servisto em seguinte) �zeram um grande suesso na �area de omputa�~ao paralela. Ofato de n~ao onsiderar a topologia faz om que a an�alise dos algoritmos tenha umresultado onsider�avel. A portabilidade dos algoritmos �e um outro fator positivo.A riqueza desses modelos se d�a tamb�em atrav�es das simula�~oes formais de outrosmodelos, omo o PRAM.3.2.2 ModelosAgora vamos foalizar nossa aten�~ao sobre os modelos seguintes: PRAM, BSP,CGM e G-RAM de granularidade �na ou de granularidade grossa. Esses modelos



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 23�xam as prinipais arater��stias dos modelos do paralelismo.Modelo PRAMNo modelo de mem�oria ompartilhada existem dois modos b�asios de opera�~ao.De um lado, o modo hamado s��nrono, onde todos proessadores proessam sinro-namente sob o ontrole de um mesmo rel�ogio. O nome padr~ao para o modelo demem�oria ompartilhada s��nrono �e modelo de m�aquina paralela de aesso ale�at�orioou PRAM. Por outro lado, h�a o modelo hamado ass��nrono, onde ada proessadoropera sob rel�ogios separados. Nesse modo de opera�~ao, os pontos de sinroniza�~aoapropriados s~ao de responsabilidade do programador, sempre que neess�arios. A�gura 3.1 mostra uma vis~ao geral do modelo de mem�oria ompartilhada.PSfrag replaements Mem�oria ompartilhada
P1 P2 P3 PpFigura 3.1: O modelo de mem�oria ompartilhada.O modelo PRAM �e o mais usado para omputa�~ao paralela. Apesar de ser ummodelo muito importante e usado para o desenvolvimento de algoritmos, n~ao �e ummodelo real��stio e n~ao �e adequado na pr�atia. Esse modelo oferee uma exelenteplataforma para estudar o paralelismo, uma vez que se abstrai de detalhes de imple-menta�~ao omo aesso a dados. Ele usa o modo de omunia�~ao s��nrono, ou sejaos proessadores exeutam as instru�~oes om um mesmo rel�ogio. Cada proessador�e uma RAM seq�uenial. Os proessadores podem exeutar diferentes instru�~oes emonjuntos de dados diferentes.Como a mem�oria �e ompartilhada, os proessadores trabalham onorrentemente.Pode oorrer de dois ou mais proessadores tentarem aessar (para leitura ou esrita)simultaneamente uma mesma posi�~ao de mem�oria. O aesso �e feito das seguintesformas:



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 24� EREW (Exlusive Read, Exlusive Write). N~ao �e permitido o aesso onor-rente para leitura ou para esrita em uma mesma posi�~ao de mem�oria.� CREW (Conurrent Read, Exlusive Write). O aesso �e permitido para leiturasimultânea de uma mesma posi�~ao de mem�oria por v�arios proessadores.� CRCW (Conurrent Read, Conurrent Write). A leitura e a esrita onorren-te s~ao permitidas na mesma posi�~ao de mem�oria. Para administrar os poss��veisonitos temos os rit�erios seguintes:{ modelo CRCW om esrita arbitr�aria: um dos proessadores deve tersuesso na esrita, n~ao importando qual deles.{ modelo CRCW om esrita omum: �e neess�ario que todos os proessa-dores em onito esrevam o mesmo valor.{ modeloCRCW om esrita priorit�aria: o proessador om��ndie menortem prioridade para esrever.Modelo G-RAMOmodeloG-RAM �e um modelo para as m�aquinas paralelas �a mem�oria distribu��da.A rede de interonex~ao da m�aquina paralela �e representada por um grafo G, ondeos v�erties s~ao os proessadores e as arestas representam os anais de omunia�~ao.Nesse modelo existem duas ategorias prinipais. Por um lado, h�a o modelo degranularidade grossa, que tem dois parâmetros distintos: o n�umero de proessadoresp e o tamanho do problema n. Por outro lado, o modeloG-RAM de granularidade �nasup~oe-se que a identidade desses dois parâmetros, pelo menos uma rela�~ao esp�ei�aem termo de ordem de grandeza. Geralmente, sup~oe-se que a m�aquina tem �(n)proessadores. Como no modelo PRAM, o n�umero de proessadores �e arbitrariamentegrande no modelo G-RAM de granularidade �na.Nos dois asos, o modelo �e s��nrono. No modelo de granularidade �na, ada etapaonsiste de uma omputa�~ao loal e de troas de dados om outros proessadores.Como para o PRAM, este modelo pode distinguir diferentes hip�oteses onforme aapaidade dos proessadores de se omuniar, simultaneamente ou n~ao, om v�ariosvizinhos. No modelo G-RAM de granularidade grossa, ada proessador efetua umgrande n�umero de �alulos loais antes de agrupar os dados a enviar durante a fasede omunia�~ao.



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 25N~ao h�a possibilidade de omunia�~oes distantes e/ou globais nos dois tipos degranularidade. Assim, se um dado deve ir para um proessador n~ao vizinho, esse dadodeve passar pelos proessadores ou aminhos intermedi�arios. Do mesmo modo, se umproessador deve mandar uma mensagem a um onjunto de outros proessadores,todos os proessadores dever~ao partiipar. As omunia�~oes neessitar~ao de v�ariasetapas1. O n�umero de etapas depende fortemente da topologia de rede e do grafo G.Modelo BSPO modelo BSP, proposto por L. G. Valiant [47℄, �e um dos prinipais modelosreal��stios, que busa abstrair a topologia de rede e apresentar uma desri�~ao atrav�esde parâmetros num�erios. Ele �e um modelo de prop�osito geral e um andidato a setornar o padr~ao para a omputa�~ao paralela, om resultados e�ientes tanto para oprojeto quanto para exeu�~ao pr�atia de algoritmos.A m�aquina BSP onsiste de um onjunto de p proessadores om mem�oria loal.Os proessadores se omuniam atrav�es de algum meio de interonex~ao, ontroladospor um roteador om failidade de sinroniza�~ao peri�odia global.Um algoritmo no modelo BSP onsiste de uma seq�uênia de superpassos (su-persteps). Nestes, os proessadores operam independentemente realizando �alulosloais e troas de mensagens atrav�es de opera�~oes de envio e reebimento. Uma men-sagem enviada �e reebida no pr�oximo superpasso. No �nal de um superpasso, umabarreira de sinroniza�~ao �e realizada. Os ustos de omunia�~ao dependem de doisparâmetros, a saber:� L: a latênia, que �e o tempo m�aximo de um superpasso;� g: que desreve a vaz~ao (throughput) do roteador, medida omo a raz~ao entre on�umero de opera�~oes de omputa�~ao loal por segundo pelo n�umero de palavrastransmitidas pelo roteador por segundo (omputa�~ao / omunia�~ao).Se um proessador envia h dados e reebe h0 durante a fase de omunia�~ao, o ustodessa omunia�~ao ser�a de L +max(h; h0)g. Ent~ao, o usto total da fase de omuni-a�~ao �e maxi=1;���;pfL+max(hi; h0i)gg, onde hi e h0i representam os n�umeros de dadosenviados e reebidos, respetivamente. O modelo BSP permite que o valor de L seja1Falaremos sobre isso na se�~ao 3.2.3.



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 26ontrolado pelo programa, mesmo em tempo de exeu�~ao. As restri�~oes de softwaree de hardware devem ser onsideradas na esolha de L.A simula�~ao de algoritmos PRAM no modelo BSP foi tamb�em disutida por L.G. Valiant [47℄.Modelo CGMO modelo CGM para omputadores paralelos om mem�oria distribu��da foi pro-posto por F. Dehne [13, 14, 15℄ om a inspira�~ao no modelo BSP [47℄. Ele privilegia aomputa�~ao loal, minimizando as opera�~oes globais. Nesse modelo, os proessadorespossuem uma mem�oria loal de tamanho O(n=p), onde n �e o tamanho da entrada e p�e o n�umero de proessadores. Em geral, p << n. Veja a �gura 3.2. A preoupa�~ao �eaumentar a granularidade das m�aquinas paralelas. Isto signi�a aumentar a quan-
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n=p n=p n=p n=pFigura 3.2: O modelo CGM de mem�oria distribu��da.tidade de opera�~oes loais exeutadas por um proessador sem se omuniar omoutros. Cada proessador �e onetado por um roteador que pode troar mensagensponto a ponto.Um algoritmo em CGM onsiste da alternânia entre fases de omputa�~ao loale rodadas de omunia�~ao separadas por uma barreira de sinroniza�~ao. Seja R on�umero de rodadas, o esquema gen�erio �e:For i = 1 to R dof



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 27(fase de omputa�~ao loal)i(rodada de omunia�~ao)ig Uma fase de omputa�~ao loal mais uma rodada de omunia�~ao �e equivalente aum superpasso no modelo BSP. Nessa rodada, usualmente devemos utilizar o melhoralgoritmo seq�uenial em ada proessador e proessar os seus dados loalmente.Em uma rodada de omunia�~ao, ada proessador pode enviar e reeber nom�aximo um total de O(n=p) dados de outros proessadores. Al�em disso, o modeloCGM exige que todos os dados enviados de um proessador para outro em uma fasede omunia�~ao sejam empaotados em uma mensagem.O usto de omunia�~ao no modelo CGM �e medido pelo n�umero de rodadasde omunia�~ao. V�arios algoritmos CGM onheidos para problemas geom�etriosneessitam de um n�umero de rodadas de omunia�~ao onstante ou O(log p) [18℄.O modelo CGM �e partiularmente adequado para m�aquinas paralelas atuais, ondea veloidade da omputa�~ao loal �e onsideravelmente maior que a veloidade deomunia�~ao entre proessadores.As implementa�~oes dos algoritmos neste modelo, nas m�aquinas atualmente dis-pon��veis, se omportam bem e os speedups exibidos s~ao similares �aqueles previstosem suas an�alises. Assim, o objetivo do modelo CGM �e onstruir algoritmos queminimizam o n�umero de rodadas de omputa�~ao loal e de omunia�~ao.3.2.3 Classi�a�~aoA lassi�a�~ao dos modelos foi baseada em fun�~ao de três rit�erios: a granulari-dade, a topologia e a maneira omo o usto de omunia�~ao �e avaliado.A granularidade �e o primeiro fator de aproxima�~ao dos modelos. Ela pode ser �naou grossa. No primeiro aso, o n�umero de proessadores �e arbitr�ario e geralmenteligado ao tamanho do problema. No segundo aso, o tamanho do problema n e on�umero de proessadores p s~ao dois parâmetros distintos. Em geral, os algoritmosfunionam ent~ao em rela�~ao entre essas duas quantidades: n ' p permite o aessor�apido na mem�oria loal mas multiplia as omunia�~oes, ao ontr�ario, n >> p limitao n�umero de omunia�~ao, mas pode sobrearregar a mem�oria loal de proessador.A granularidade �e uma medida do paralelismo dispon��vel e poss��vel de ser extra��da



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 28de um problema.A topologia da m�aquina paree ser um parâmetro essenial na omputa�~ao para-lela. Como sugere o modelo BSP, a topologia pode n~ao estar expliitamente repre-sentada, mas pode apareer de maneira impl��ita atrav�es de outros parâmetros. Omodelo da topologia expl��ita permite re�nar o algoritmo mas pode se tornar mui-to dependente da arquitetura. Contrariamente, o modelo da topologia impl��ita �eport�avel, mas pode talvez se revelar pouo on��avel om os resultados experimentaissobre a m�aquina.O usto de omunia�~ao pode ser avaliado de diferentes formas. Vamos onsideraras omunia�~oes �xas e as omunia�~oes param�etrias. No modelo das omunia�~oes�xas, uma omunia�~ao �e uma opera�~ao atômia de usto unit�ario. No modelo dagranularidade �na, por exemplo, poderia ser uma troa de um dado entre dois pro-essadores vizinhos; ao ontr�ario, na granularidade grossa, a no�~ao de ustos �xos �edeliada. O modelo das omunia�~oes param�etrias �e um modelo no qual todas omu-nia�~oes n~ao s~ao ontabilizadas de maneira idêntia. Uma das medidas mais usadas�e a quantidade de dados enviadas. Mas outras medidas podem ser onsideradas taisomo: o tempo de iniializa�~ao e a distânia entre proessadores.Antes de lassi�ar os diferentes modelos desritos aima, onforme os três rit�erios,lembramos que o objetivo n~ao �e de julgar. N~ao se tem, por enquanto, um modelouniversal satisfazendo todos os rit�erios de um bom modelo. Do ponto de vistafundamental, um bom modelo �e aquele em que podemos onstruir uma teoria ria,permitindo exprimir formalmente um grande n�umero de resultados onsiderados na-turalmente omo de primeira importânia. Como exemplo, a quest~ao de P = NC domodelo PRAM �e ruial e natural, pois �e leg��timo perguntar at�e quando um problemasol�uvel seq�uenialmente em tempo polinomial pode ser paralelizado. Na pr�atia, umbom modelo poderia ser um modelo em que o omportamento de muitas m�aquinas re-ais poderia ser expresso. �E onveniente busar a quali�a�~ao dos modelos em fun�~aode sua utilidade, visto que �e ilus�orio quanti�ar seu valor intr��nseo sobre uma esalalinear for�osamente arbitr�aria.A �gura 3.3 apresenta a lassi�a�~ao dos modelos em fun�~ao dos rit�erios aima.No modelo PRAM a granularidade �e �na. A topologia �e impl��ita no sentido que elan~ao �e onsiderada. Poderia ser estimado, ao ontr�ario, que o PRAM tem intrinsea-mente uma topologia de grafo ompleto, ou ainda que a mem�oria ompartilhada �euma forma de topologia expl��ita. Consideramos o modelo PRAM om a topologia



3.2 Classi�a�~ao dos Modelos de Computa�~ao Paralela 29impl��ita, pois do ponto de vista da an�alise de algoritmos, a topologia n~ao interfere.
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Figura 3.3: A lassi�a�~ao dos modelos. As omunia�~oes em rela�~ao ao usto s~ao�xas ou param�etrias, as topologias s~ao impl��itas ou expl��itas e a granularidadegrossa ou �na.O modelo G-RAM SIMD �e um modelo de granularidade �na, omunia�~ao �xae topologia expl��ita. O termo SIMD faz referênia a toda uma gama de m�aquinasmassivamente paralelas, possuindo um �unio sequeniador distribuindo as instru�~oesao onjunto de proessadores. Nesse modelo, a topologia �e expl��ita, tais omo gradee hiperubo. A natureza de granularidade �na implia quase neessariamente emonsiderar as omunia�~oes atômias de usto unit�ario.Os modelos BSP e CGM s~ao de granularidade grossa e de topologia impl��ita. Osustos de omunia�~ao fazem a diferen�a entre eles. O BSP modela seus ustos on-siderando os parâmetros L e g. De fato, a topologia da m�aquina poderia ser oultadaatr�as dos parâmetros L e g do modelo BSP. O modelo CGM �e uma variante de modeloBSP. O objetivo dos algoritmos CGM �e de minimizar as fases de omunia�~ao.Os modelos G-RAM MIMD e granularidade grossa s~ao ambos de topologia ex-pl��ita e de granularidade grossa. A diferen�a entre eles �e omo no aso dos modelosBSP e CGM, baseada no usto de omunia�~ao. No modelo G-RAM MIMD, as omu-nia�~oes s~ao modeladas �namente. Por exemplo, no modelo de troa de mensagem,o usto de omunia�~ao de vizinho a vizinho �e modelado por uma fun�~ao linear dotamanho L das mensagens: � + L� , onde � representa um tempo de iniializa�~ao e1� a largura da banda de omunia�~ao. No modelo por omuta�~ao de iruitos, esse



3.3 Conlus~ao 30mesmo tempo �e representado por � + d(x; y)Æ + L� , onde d(x; y) denota a distâniaentre a origem x e o destino y, e Æ �e fun�~ao de tempo de omuta�~ao dos aminhos in-termedi�arios. As omunia�~oes no modelo granularidade �na s~ao atômias om ustounit�ario.Observamos que duas asas s~ao vazias que orrespondem aos modelos de gra-nularidade �na, �as omunia�~oes param�etrias e �a topologia expl��ita ou impl��ita.Isso vem simplesmente do fato de que um modelo de granularidade �na sup~oe quemuitas vezes as omunia�~oes s~ao atômias e de ustos unit�arios. As fases de omuni-a�~ao s~ao aluladas onde ada fase tem um usto onstante. A quantidade de dadostransferidos �e onstante a ada fase.3.3 Conlus~aoA de�ni�~ao de um modelo resulta da esolha a priori de aspetos a serem on-siderados. Assim, a onep�~ao de um modelo om determinadas funionalidades �esempre feita em detrimento de outras arater��stias. O modelo PRAM �e simplese permite extrair o paralelismo. O modelo G-RAM de topologia expl��ita garante aboa previsibilidade de ustos medidos. O modelo BSP permite o desenvolvimento dosalgoritmos gen�erios. �E reomend�avel onheer todas as grandes lasses de modelose estar apto a analisar e omparar os algoritmos, n~ao somente do ponto de vistaintra-modelos, mas tamb�em inter-modelos.



Cap��tulo 4Algoritmo Paralelo PRAM
Neste ap��tulo, desrevemos um algoritmo paralelo [33℄, no modelo PRAM, queresolve o problema de feho onvexo. A estrat�egia, usada geralmente na omputa�~aoparalela, �e de divis~ao-e-onquista [8, 9, 12, 36℄. Essa estrat�egia nos leva a uma formanatural de explorar o paralelismo: os subproblemas gerados podem ser exeutadosindependentemente e, portanto, em paralelo. O algoritmo paralelo usando esta es-trat�egia, a ser apresentado, leva tempo �otimo O(logn) em uma PRAM CREW. Amaior di�uldade em garantir esta omplexidade de tempo est�a na fase em que osresultados dos subproblemas s~ao ombinados. O algoritmo paralelo de busa e deordena�~ao [33℄ �e utilizado no desenvolvimento desse algoritmo.4.1 Estrat�egia de Divis~ao-e-ConquistaConsidere um onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de pontos no plano, onde n �e umapotênia de 2. O algoritmo ome�a a ordenar os pontos de S pela sua absissa, atrav�esde um algoritmo paralelo que leva tempo O(logn) usando O(n) proessadores [33, 44℄.Com isto temos os pontos p e q de menor e maior absissa respetivamente.Sabemos que esses pontos pertenem ao feho onvexo CH(S). Eles partiionamCH(S) nos fehos superior e inferior. O feho superior, denotado UH(S), onsistedos pontos de p at�e q, no sentido hor�ario. Os pontos do q at�e p formam o fehoinferior e denotado LH(S). A Figura 4.1 mostra os fehos superior e inferior. A id�eia�e determinar separadamente o feho onvexo superior UH(S) e inferior LH(S) paraent~ao ahar o feho onvexo.Para obter o feho onvexo superior UH(S), preisa-se ombinar UH(S1) e UH(S2)31



4.1 Estrat�egia de Divis~ao-e-Conquista 32PSfrag replaements
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Figura 4.1: Um feho onvexo para um onjunto de pontos. O feho superior �e(x1; x2; x3; x4; x5) e o feho inferior �e (x5; x6; x7; x8; x9; x1).atrav�es de sua tangente omum superior, onde onde S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 =fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png. O algoritmo paralelo PRAM aha a tangente omum su-perior dos UH(S1) e UH(S2) em tempo onstante, usando um n�umero linear deopera�~oes. A tangente omum inferior �e enontrada de maneira an�aloga.A omplexidade deste algoritmo �e dada por:T (n) � T (n=2) + Ttan,onde Ttan �e o tempo para determinar em paralelo a tangente omum superior deUH(S1) e UH(S2).Algoritmo: FECHO CONVEXO SUPERIOREntrada: Um onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de pontos ordenados pelaabsissa no plano.Sa��da: O feho onvexo superior UH(S).1. Se n � 4 ent~ao enontra o feho onvexo destes pontos e termine.2. Sejam S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png.Calule reursivamente UH(S1) e UH(S2).3. Enontre a tangente superior omum entre UH(S1) e UH(S2) eobtenha UH(S).



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�~ao da Tangente Comum Superior334.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para De-termina�~ao da Tangente Comum SuperiorComo queremos um algoritmo de omplexidade de tempo O(logn), a tangenteomum superior deve ser determinada em tempo onstante. Abaixo desrevemosomo obtê-la om este tempo desejado.Seja S = fp1; p2; � � � ; png um onjunto de pontos do plano ordenados pela absissae sejam S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png. A tangente omumsuperior entre CH(S1) e CH(S2) �e a tangente omum tal que CH(S1) e CH(S2)est~ao abaixo dela. A tangente omum inferior �e de�nida de maneira analoga.Sejam UH(S1) = (r1; � � � ; rs) e UH(S2) = (q1; � � � ; qt) os fehos superiores do S1e S2, respetivamente, dados no sentido hor�ario, onde ri; qj 2 S para 1 � i � s e1 � j � t. Nosso problema �e determinar os pontos u = ri e v = qj de UH(S1) eUH(S2), respetivamente, om 1 � i � s e 1 � j � t, tais que uv �e a tangente superioromum. O feho resultante �e dado pela seq�uenia (r1; � � � ; ri; qj; � � � ; qt). Assim, setivermos determinado u e v, o feho pode ser determinado em tempo paralelo O(1)usando n proessadores.Nosso foo agora �e justamente determinar estes pontos de tangênia. A id�eia �emuito pareida om aquela do algoritmo seq�uenial de divis~ao e onquista para deter-minar as tangentes omuns. Antes de apresentarmos o algoritmo, vamos relaionaralguns resultados que motivam e justi�am a id�eia.Primeiramente, vamos ver omo a tangente entre um ponto ri de UH(S1) eUH(S2) pode ser determinada; isto �e, queremos determinar um ponto qj(i) de UH(S2)tal que UH(S2) est�a abaixo da linha determinada por ri e qj(i). O lema seguinte mos-tra omo podemos obter esta tangente usando um algoritmo de busa paralela.Lema 4.2.1 Seja ri um ponto qualquer de UH(S1). Ent~ao, dado um ponto qualquerql de UH(S2), pode-se determinar, em tempo seq�uenial O(1) se qj(i) est�a �a direita,�e igual a, ou est�a �a esquerda de ql, onde qj(i) �e o ponto de UH(S2) tal que riqj(i) �e atangente a UH(S2).Prova. Seja L uma reta determinada por ri e ql, e L0 (respetivamente L00) a partede L estritamente �a esquerda (respetivamente �a direita) de ql, omo indiado na�gura 4.2. Ent~ao, se L0 est�a aima do segmento ql�1ql e L00 est�a abaixo do segmento



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�~ao da Tangente Comum Superior34qlql+1, ent~ao qj(i) est�a �a direita de ql. Se ql = qj(i) ent~ao ql�1 e ql+1 est~ao abaixo de Lsen~ao qj(i) est�a �a esquerda de ql. Uma vez que ri e ql s~ao dados, podemos determinarada uma das três ondi�~oes em tempo seq�uenial O(1).PSfrag replaements
ri�1riri+1UH(S1) UH(S2)L0 L00ql+1qlql�1

Figura 4.2: Determina�~ao da tangente a UH(S2) passando por ri. Nesse aso, L0 est�aaima do segmento ql�1ql, e L00 est�a abaixo do segmento qlql+1. Assim, a tangente deri a UH(S2) ruza o ponto de UH(S2) que est�a �a direita de ql.Corol�ario 4.2.2 Dados dois fehos superiores UH(S1) e UH(S2), e um ponto ri doUH(S1), a tangente riqj(i) a UH(S2) pode ser determinada em tempo O( log tlog k) usandok proessadores, onde t �e o n�umero de pontos de UH(S2) e 1 < k � t.Prova. Lembrando que os pontos de UH(S2) s~ao ordenados no sentido hor�ario, pode-mos usar o algoritmo paralelo de busa [33℄ para enontrar o ponto qj(i). Esolhemosk pontos de UH(S2) que o dividem em k+1 partes, ada um om aproximadamenteo mesmo n�umero de pontos. Para ada um dos k pontos qt1 ; � � � ; qtk , determinamosem paralelo e em tempo O(1), a posi�~ao relativa entre o segmento riqh e o suessor deqh em UH(S2), om t1 � h � tk. Repetimos o proesso at�e que qj(i) seja enontrado.O tempo �e dado por T (n) = T (n=k) + , o que d�a T (n) = O( log tlog k).Lema 4.2.3 Seja (u; v) a tangente omum superior aos fehos onvexos superioresUH(S1) e UH(S2). Suponhamos que, para qualquer ponto ri de UH(S1), seja dadoqj(i) de UH(S2) tal que o segmento de reta riqj(i) seja a tangente a UH(S2). Ent~ao,em tempo seq�uenial O(1), podemos determinar se u est�a �a esquerda, �e igual a, ouest�a �a direita de ri.Note que, se riqj(i) �e tangente a UH(S1), ent~ao u �e igual a ri, pois riqj(i) j�a �e



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�~ao da Tangente Comum Superior35tangente a UH(S2). Sen~ao, u est�a �a esquerda de ri se e somente se ri�1 est�a aimade riqj(i). Veja Figura 4.3.PSfrag replaements ri�1riri+1UH(S1) UH(S2)
qj(i)u

Figura 4.3: Determina�~ao da posi�~ao do ponto u onde a tangente omum superiorruza UH(S1), dada a tangente riqj(i) a UH(S2). Na �gura, ri�1 est�a aima datangente, e ent~ao u deve estar �a esquerda de ri.Com esses dois lemas, podemos determinar, para qualquer ponto ri de UH(S1),se o ponto u aparee �a esquerda de, �a direita de, ou �e igual a ui em tempo O( log tlog k)usando k proessadores. Se esolhemos k aproximadamente igual a pt, temos umalgoritmo paralelo de tempo O(1) que determina, para qualquer ponto ri, sua posi�~aorelativa em rela�~ao a u.Essas observa�~oes nos levam a um algoritmo paralelo de busa para isolar u daseguinte maneira. Esolhemos ps pontos de UH(S1), que dividem UH(S1) em partesaproximadamente do mesmo tamanho. Podemos ent~ao isolar u em uma destas partesem tempo O(1) usando pspt proessadores. Da maneira an�aloga podemos isolar vem uma parte de UH(S2) ontendo aproximadamente pt pontos em tempo O(1)usando pspt proessadores. Assim, o tempo desta busa em paralelo �e O(1), omum total de O(pspt) = O(n) opera�~oes.Temos agora no m�aximo ps andidatos para o ponto u e pt andidatos para oponto v. Para ada par de andidatos, podemos veri�ar em tempo seq�uenial O(1),se ele forma uma tangente omum superior entre UH(S1) e UH(S2). Portanto, po-demos testar todos os pares em paralelo e, ent~ao, identi�ar a �unia tangente omumsuperior em tempo O(1) usando O(n) opera�~oes. O algoritmo a seguir enontra atangente omum superior.Algoritmo: Tangente Comum Superior



4.3 C�alulo do Feho Convexo 36Entrada: Os fehos superiores UH(S1) = (r1; r2; � � � ; rs) eUH(S2) = (q1; q2; � � � ; qt) ordenados no sentido hor�ario, ondeS1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fpn=2+1; pn=2+2; � � � ; png s~ao tais quex(p1) < x(p2) < � � � < x(pn). Suponha que ps e pt s~ao inteiros.Sa��da: Os pontos u e v tais que a reta determinada por u e v �ea tangente omum superior entre UH(S1) e UH(S2).1. Para ada i tal que 1 � i � ps, ahar qj(ips) tal que ripsqj(ips) sejatangente a UH(S2).2. Para ada i tal que 1 � i � ps, determinar se u est�a �a esquerda, �e igual a,ou est�a �a direita de rips. Se u = rips, para algum i, ent~ao �m. Sen~ao,determinar o bloo A = (rlps+1; � � � ; r(l+1)ps�1) ontendo u.3. Para ada ri no bloo A, determinar qj(i) tal que riqj(i) seja a tangentea UH(S2), fa�a u := ri e v := qj(i) se riqj(i) �e tamb�em tangente a UH(S1).Teorema 4.2.4 O algoritmo Tangente Comum Superior alula orretamente a tan-gente omum superior entre UH(S1) e UH(S2). Ele exeuta em tempo O(1) utilizandoum n�umero linear de opera�~oes.Prova. Suponha que temos s + t proessadores dispon��veis. O passo 1 pode serexeutado em O(1) utilizando pt proessadores para ada i (Lema 4.2.1 e seu Co-rol�ario 4.2.2). Como pst � s + t, todos pontos qj(ips) podem ser enontrados emtempo O(1) usando s + t proessadores. O passo 2 pode ser realizado em tempoO(1) om O(ps) proessadores. O passo 3 �e an�alogo. Portanto, o algoritmo pode serexeutado em tempo O(1) usando s+ t proessadores. O n�umero total de opera�~oes�e O(s+ t) = O(n).4.3 C�alulo do Feho ConvexoO feho onvexo �e obtido usando a estrat�egia de divis~ao-e-onquista om o �alulodas tangentes omum superior e inferior.Teorema 4.3.1 O feho onvexo de um onjunto de n pontos no plano pode seralulado em tempo O(logn), usando O(n logn) opera�~oes. Assim, o algoritmo paraenontrar o feho onvexo �e �otimo1.1Um algoritmo paralelo �e �otimo se pTp(n) = O(T �(n)), onde T �(n) �e o tempo do melhor algoritmo



4.3 C�alulo do Feho Convexo 37Prova. Seja S = fp1; p2; � � � ; png um onjunto de n pontos no plano. O algoritmoordena os pontos de S de aordo om suas absissas. Esse proedimento pode serfeito em tempo O(logn) [33, 44℄. Ent~ao, para os pontos vale a rela�~ao: x(p1) <x(p2) < � � � < x(pn).Para determinar o feho onvexo CH(S) usaremos a estrat�egia da divis~ao e onquistada seguinte maneira. Se n � 4, alula diretamente CH(S). Sen~ao, o algoritmo ahareursivamente CH(S1) e CH(S2). A �ultima fase �e a ombina�~ao de CH(S1) eCH(S2) om as tangentes superior e inferior omum e obten�~ao de CH(S).O algoritmo exeuta O(logn) itera�~oes, ada uma levando tempo O(1), om umn�umero linear de opera�~oes. Assim o algoritmo todo leva tempo O(logn) e O(n logn)opera�~oes.O modelo PRAM usa o modo de aesso a mem�oria CREW pois apenas a leituraonorrente �e neess�aria pelos algoritmos de ordena�~ao e pelo algoritmo de busaparalela. A esrita onorrente �e n~ao neess�aria.

seq�uenial para o problema, Tp(n) o tempo do algoritmo paralelo usando p proessadores pararesolver o mesmo problema e n o tamanho da entrada do problema.



Cap��tulo 5Algoritmos Paralelos CGM
Neste ap��tulo apresentaremos dois algoritmos, no modelo CGM, para resolver oproblema do feho onvexo. Um deles �e probabil��stio e outro �e determin��stio.Os algoritmos que veremos nesse ap��tulo s~ao esal�aveis, de omplexidade �otimana omputa�~ao loal, port�aveis e independentes de arquitetura. Eles s~ao desenvolvi-dos no modelo de omputa�~ao paralela CGM, om as arater��stias seguintes:� H�a p proessadores P1; � � � ; Pp interligados por alguma rede de interonex~ao;� Cada proessador Pi tem mem�oria loal O(n=p);� Para alguma onstante arbitr�aria pequena e �xa � > 0, n=p � p�. Isso �eequivalente a 1 � p � n1�� onde � = �1+� ;� O tamanho total de dados n �e um n�umero grande mas p n~ao �e neessariamentegrande.Como vimos no ap��tulo 3, o modelo CGM �e real��stio em termo de m�aquinasexistentes. Por isso, as arater��stias enumeradas aima s~ao em geral veri�adas.Na se�~ao 5.1 desrevemos o algoritmo paralelo probabil��stio e na se�~ao 5.2 apre-sentamos o algoritmo paralelo determin��stio.5.1 Algoritmo CGM Probabil��stioO algoritmo probabil��stio que vamos ver nessa se�~ao se enontra em [14℄. Como modelo de distribui�~ao de dados uniforme, a omplexidade dos algoritmos abaixo38



5.1 Algoritmo CGM Probabil��stio 39�e, om alta probabilidade1, (k + 2)(T1(n)p + O(np)) para tempo de omputa�~ao loale (k + 1)(TpSum(p) + Tompr(p; n)) para tempo de omunia�~ao, onde k = d 12� + 12e �euma onstante e � > 0 uma onstante �xa. T1(n) denota a omplexidade de temposeq�uenial, e TpSum(p) �e a omplexidade paralela para alular a soma parial dep n�umeros ada um armazenado em um proessador. Tompr(p; n) �e o tempo paraomprimir um subonjunto de dados de tamanho n0 � n em p0 � p proessadores.Estes algoritmos abaixo requerem, om alta probabilidade, somente um n�umeropequeno e �xo de rodadas de omunia�~ao, independentemente do tamanho do pro-blema. Cada rodada de omunia�~ao orresponde a uma soma parial ou opera�~aode omprimir. Os restantes dos �alulos s~ao loais.Em [14℄ dois asos s~ao onsiderados. O primeiro aso �e para p � pn e o segundoaso que generaliza o primeiro �e dado para 1 � p � n1�� onde � = �1+� .Reordamos o problema: dado um onjunto aleat�orio S de n pontos em R2 ,enontrar seu feho onvexo CH(S). Prova-se que este feho CH(S) veri�a aspropriedades seguintes:P1. CH(A1 [ � � � [Ai) = CH(CH(A1) [ � � � [CH(Ai)) para ada A1; � � � ; Ai � S, eP2. Existe uma fun�~ao h(n) tal que:(a) para ada subonjunto aleat�orio A � S, E(jCH(A)j) � h(jAj).Observa�~ao: Para alguma v�ariavel aleat�oria X, E(X) e PrfX=yg denotamo valor esperado de X e a probabilidade que X toma um erto valor y,respetivamente.(b) h(n) � nÆ para 0 < Æ < minf�; 1=8g.As provas destas propriedades est~ao em [14℄ e s~ao omitidas neste trabalho.5.1.1 Caso p � pnO algoritmo abaixo resolve o problema para o aso p � pn.Algoritmo: Algoritmo 1.Entrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos. Cada proessador Piarmazena um subonjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S. Si s~ao1X = O(f(n)) om \alta probabilidade", se e somente se 8 > 0 > 1, ProbfX � f(n)g � 1ng() ,onde 0 �e uma onstante �xa e g(n) �e um polinômio em  om g()!1 para !1.



5.1 Algoritmo CGM Probabil��stio 40disjuntos.Sa��da: O feho onvexo de S.1. Cada proessador Pi alula sequenialmente CH(Si).Seja S 0 = CH(S1) [ � � � [ CH(Sp), n0 = jS 0j.2. If n0 � n=p Then S 0 �e omprimido dentro do proessador P1, o qual alulasequenialmente CH(S) = CH(S 0). Fim.3. O onjunto S 0 �e omprimido em p0 � 2n0pn proessadores da seguinte forma:a seq�uênia CH(S1); � � � ; CH(Sp) �e dividida em p0 subseq�uênias maximaisde CH(Sj) onseutivas, tal que o tamanho total de ada subseq�uênia�e no m�aximo n=p. Seja S 0i o onjunto de pontos na subseq�uênia i tal que1 � i � p0. O onjunto S 0i �e armazenado no proessador Pi.4. Cada proessador Pi (1 � i � p0) alula sequenialmente CH(S 0i).Seja S 00 = CH(S 01) [ � � � [ CH(S 0p0), n00 = jS 00j.5. If n00 � n=p Then S 00 �e omprimido dentro do proessador P1 o qual alulasequenialmente CH(S) = CH(S 00).Else ontinua om qualquer algoritmo determin��stio.A orretude desse algoritmo vem da propriedade que o feho onvexo da uni~aodos onjuntos �e igual o feho onvexo da uni~ao dos fehos onvexos (Propriedade P1).Notemos que para o aso da linha 5, qualquer algoritmo paralelo determin��stio podeser apliado. Um aso trivial seria de usar o algoritmo seq�uenial no proessador P1 eom a mem�oria aessando as mem�orias de outros proessadores, atrav�es de passagemde mensagens.Os lemas e teorema seguintes s~ao de [14℄.Lema 5.1.1 Com alta probabilidade, vale n0 � n=p ou n00 � n=p.Prova. Consideramos alguns Æ tal que 0 < Æ < 1=4. Ent~ao, segue da propriedadeP2 que h(n) � nÆ. Três asos s~ao onsiderados para provar o lema.Caso 1: p � n 1�Æ3A partir da desigualidade de Chebyshev [22℄ e da suposi�~ao aima, omo Æ � 14 ,temos que:Prf9i 1 � i � p : jCH(Si)j > n 23 ( 12�Æ)h(n)g � p PrfjCH(Si)j > n 23 ( 12�Æ)h(n)g� pn 43 ( 12�Æ)� n 1�Æ3n 43 ( 12�Æ)



5.1 Algoritmo CGM Probabil��stio 41� 1n 13�Æ ! 0 para n!1.Logo, depois do passo 1 do Algoritmo 1 e om probabilidade de, no m��nimo,1� 1n 13�Æ ! 1 (para n!1), �e obtido um onjunto S 0 de tamanho:n0 � pn 23 ( 12�Æ)h(n)� n 1�Æ3 n 23 ( 12�Æ)nÆ= n 23 .Como p � n 1�Æ3 segue que np � n 23 . Portanto, n0 � np om alta probabilidade , esegue o lema 5.1.1 para o aso 1.Caso 2: n 1�Æ3 � p � 1p2n 1�Æ2Como n 1�Æ3 � p, temos que p ! 1 para n ! 1. Neste aso, segue da lei dosgrandes n�umeros [22℄ que Prfn0 � 2ph(n)g ! 1 para n ! 1. Observamos que2ph(n) � np se p � pnp2h(n) . A �ultima expres~ao �e v�alida se p � pnp2nÆ , o qual �e verda-deiro se p � 1p2n 1�Æ2 . Conseq�uentemente, n0 � np om alta probabilidade, e segue olema 5.1.1 para o aso 2.Caso 3: 1p2n 1�Æ2 � p � pnComo 1p2n 1�Æ2 � p, vale p ! 1 para n ! 1. De novo neste aso, segue da leidos grandes n�umeros que, om alta probabilidade:12ph(n) � n0� 2ph(n)� 2pnnÆ.Como p0 � 2n0np e p � pn, temos om alta probabilidade:p0 � 4ph(n)np� 4h(n)� 4nÆ.Vamos agora estudar os passos 3 e 4 do Algoritmo 1. Para ada S 0i; 1 � i �p0, existem onjuntos Sti ; Sti+1; � � � ; Sui tais que S 0i = CH(Sti) [ CH(Sti+1) [ � � � [CH(Sui). Conseq�uentemente, pela propriedade P1:



5.1 Algoritmo CGM Probabil��stio 42CH(S 0i) = CH(CH(Sti) [ CH(Sti+1) [ � � � [ CH(Sui))= CH(Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui).De�na orig(S 0i) = Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui , ent~ao CH(S 0i) = CH(orig(S 0i)).Lema 5.1.2 Para ada 1 � i � p0, orig(S 0i) �e um subonjunto aleat�orio de S e,portanto, E(jCH(S 0i)j) = E(jCH(orig(S 0i))j) � h(n).Prova. Vamos apresentar o esbo�o da prova.orig(S 0i) = Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui . Claramente, Sti �e um onjunto aleat�orio de nppontos. Para ada l 2 [ti; ui℄, Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sl [ � � � [ Sui �e na bije�~ao omSl [ Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sl�1 [ Sl+1 [ � � � [ Sui, nessa ordem. Conseq�uentemente,segue que Sl tem a mesma distribui�~ao omo Sti . Portanto, orig(S 0i) �e a uni~ao desubonjuntos aleat�orios de S, e o lema 5.1.2 �e provado.Conseq�uentemente, segue da desigualidade de Chebyshev que:Prf9i 1 � i � p0 : jCH(S 0i)j > n 13�2Æh(n)g � p0 PrfjCH(Si)j > n 13�2Æh(n)g� p0n 23�2Æ� 4nÆn 23�4Æ ! 0 pois Æ < 18 .Portanto, depois o passo 4 do Algoritmo 1 obtemos, om alta probabilidade, umonjunto S 00 de tamanho:n00 � p0n 13�2Æh(n)� 4nÆn 13�2ÆnÆ� n 12 .Como p � pn ent~ao np � pn. Conseq�uentemente, n00 � np om alta probabilidade,e segue o lema 5.1.1 para o aso 3. Isto onlui a prova do lema 5.1.1.Teorema 5.1.3 Dado um multiomputador om p proessadores, p � pn, ent~ao ,om alta probabilidade, o Algoritmo 1 alula CH(S), jSj = n, om tempo de omu-nia�~ao no m�aximo 2(TpSum(p) + Tompr(p; n)) e tempo de �alulo loal no m�aximo3T1(n)p +O(np ).



5.1 Algoritmo CGM Probabil��stio 435.1.2 Caso 1 � p � n1��Podemos agora generalizar o algoritmo Algoritmo 1 para resolver o problema dofeho onvexo. Seja k uma onstante inteira positiva �xa tal que k � 12(��Æ) � 16 =1+�2��2Æ(1+�) � 16 .Algoritmo: Algoritmo 2.Entrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png do pontos. Cada proessador Piarmazena um subonjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S.Sa��da: O feho onvexo de S.Seja n(0) = n; p(0) = p e S(0) = S .1. For j = 0 � � �k doa. Cada proessador Pi; 1 � i � p(j), alula sequenialmente CH(S(j)i ).Seja S(j+1) = CH(S(j)1 ) [ � � � [ CH(S(j)p(j)), n(j+1) = jS(j+1)j.b. If n(j+1) � n=p Then S(j+1) �e omprimido dentro do proessador P1o qual alula sequenialmente CH(S) = CH(S(j+1)). Fim.. O onjunto S(j+1) �e omprimido em p(j+1) � 2n(j+1)pn proessadores daseguinte forma: a seq�uênia CH(S(j)1 ); � � � ; CH(S(j)p(j)) �e divididaem p(j+1) subseq�uênias maximais de CH(S(j)i ) onseutivas, talque o tamanho total de ada subseq�uênia �e no m�aximo n=p.Seja S(j+1)i o onjunto de pontos na subseq�uênia i, tal que1 � i � p(j+1). O onjunto S(j+1)i �e armazenado no proessador Pi.2. If n(k+1) � n=p Then no passo anterior 1.., S(k+1) foi omprimido noproessador P1 o qual pode agora alular sequenialmenteCH(S) = CH(S(k+1)).Else ontinua om qualquer algoritmo determin��stio.Lema 5.1.4 Com alta probabilidade, vale n(j) � n=p para algum j � k + 1.Prova. Consideramos dois asos.Se p � pn ent~ao apliamos a an�alise do Algoritmo 1 dada na se�~ao anterior.Suponhamos agora que pn � p � n1��.A ideia b�asia �e de usar o lema 5.1.2 em ada itera�~ao e a an�alise de aso 3 dolema 5.1.1. Obtemos, om alta probabilidade:p(j+1) � 4p(j)h(n)np� p(j) 4nÆn� 8j � 0.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 44Conseq�uentemente, om alta probabilidade, p(j) � p�4nÆn� �j 8j � 0. Observamosque p�4nÆn� �j � n ��Æ3 se i � 12(��Æ)� 16 . A menos que o la�o do Algoritmo 2 seja paradopara j < k, temos:Prf9i 1 � i � p : jCH(S(k)i )j > n 23 (��Æ)h(n)g � p(k)n 43 (��Æ)� n 13 (��Æ)n 43 (��Æ)� 1n��Æ ! 0 para n!1, pois Æ < �.Portanto, om alta probabilidade:n(k+1) � p(k)nÆn 23 (��Æ)� n 13 (��Æ)nÆn 23 (��Æ)� n�� np .Isso onlui a prova do lema 5.1.4.Teorema 5.1.5 Dado um multiomputador om p proessadores, ent~ao, om altaprobabilidade, o Algoritmo 2 alula CH(S), jSj = n, om tempo de omunia�~aono m�aximo (k + 1)(TpSum(p) + Tompr(p; n)) e tempo de �alulo loal no m�aximo(k+2)(T1(n)p +O(np )), onde T1(n) �e o tempo seq�uenial e k � 12(��Æ)� 16 = 1+�2��2Æ(1+�)� 16uma onstante inteira positiva determinada.Apliamos Algoritmo 2 e teorema 5.1.5 om k = d 12� + 12e. Temos ent~ao:Teorema 5.1.6 Dado um multiomputador om p proessadores, ent~ao, om altaprobabilidade, o Algoritmo 2 alula CH(S), jSj = n, om tempo de omunia�~aono m�aximo (k + 1)(TpSum(p) + Tompr(p; n)) e tempo de �alulo loal no m�aximo(k+2)(T1(n)p +O(np )), onde T1(n) �e o tempo seq�uenial e k = d 12� + 12e uma onstanteinteira positiva determinada.5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no ModeloCGMO algoritmo que vamos ver agora �e determin��stio e esal�avel [18℄. No pior aso, aomplexidade de tempo �e O(n log np +Ts(n; p)) e o n�umero de rodadas de omunia�~ao



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 45�e O(1), onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de proessadores e Ts(n; p) otempo de ordena�~ao de n n�umeros usando p proessadores. O algoritmo �e �otimo. Aid�eia have, omo no aso do algoritmo probabil��stio, �e de partiionar os dados emdados loais, que s~ao exeutados seq�uenialmente em ada proessador.A estrutura do algoritmo �e a seguinte. Os dados de problema est~ao distribu��dos emmem�orias loais, onde �am at�e o �nal da solu�~ao. Dados um onjunto S de n pontos ep proessadores, o algoritmo mostra omo enontrar o feho superior UH(S). O fehoinferior LH(S) �e alulado de maneira an�aloga. Sem perda da generalidade, suponhaque os pontos est~ao no primeiro quadrante, isto �e, suas oordenadas artesianas s~aon~ao negativas.Algoritmo: CGM UPPER HULL(S)Entrada: Cada proessador armazena um onjunto de np pontos esolhidosarbitrariamente de S.Sa��da: A representa�~ao distribu��da do feho superior de S. Todos os pontosdo feho superior est~ao identi�ados e numerados da esquerda para a direita.1. Ordena todos os pontos de S pela absissa. Seja Si o onjunto de nppontos ordenados e armazenados no proessador i.2. Independentemente e em paralelo, ada proessador i alula o feho superiorde Si. Seja Xi o resultado no proessador i.3. Cada proessador alula para Xi, 1 � i � p, as linhas de tangente omumsuperior entre ele e todos Xj, i < j � p, e identi�a o feho superior de Susando as retas de tangente superior. (Este passo ser�a detalhado adiante.)O passo 1 pode ser exeutado usando a opera�~ao de ordena�~ao global desrito em[18℄. O passo 2 �e totalmente seq�uenial e pode ser ompletado em tempo O(n log np ),usando os algoritmos seq�ueniais onheidos [43℄. O desa�o prinipal est�a no passo3. Neste passo, um algoritmo de merge ombina os p fehos superiores disjuntosem um �unio feho superior. Apresentaremos dois algoritmos de merge diferentes:MergeHulls 1 e MergeHulls 2 ambos. O primeiro, desrito na subse�~ao 5.2.4, �e omerge simples ou direto requerendo um n�umero onstante de rodadas de omunia�~aoglobal e np � p2 de mem�oria loal por proessador. O segundo merge, desrito nasubse�~ao 5.2.5, �e mais omplexo e usa o primeiro omo um subproedimento. Mastem o grau alto de esalabilidade e pode ser implementado om somente np � p� demem�oria loal, onde � �e uma onstante �xa tal que 0 < � � 1 e tamb�em requer umn�umero onstante de rodadas de omunia�~ao. Os dois algoritmos usam a id�eia de



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 46onjuntos divisores seleionados, que foi introduzida em [38℄.Antes de apresentarmos os algoritmos vamos relaionar alguns resultados quemotivam e justi�am a id�eia.5.2.1 Combinando os Fehos Convexos em ParaleloVamos ver omo podemos ombinar, em um �unio feho superior, os p fehossuperiores disjuntos armazenados em p proessadores. Isso orresponde ao desa�ono passo 3 do algoritmo CGM UPPER HULL(S). Para isso, preisamos de algumasde�ni�~oes.De�ni�~ao 5.2.1 Seja ab o segmento de reta ligando os pontos a e b. Vamos denotarpor (ab) a reta passando por a e b. Dizemos que o ponto  est�a dominado pelo seg-mento de reta ab se e somente se a absissa de  est�a estritamente entre as absissasde a e b, e  est�a loalizado abaixo do segmento ab.De�ni�~ao 5.2.2 Seja fSig, 1 � i � p, uma parti�~ao de S tal que 8x 2 Sj; y 2Si; j > i, a absissa de x �e maior que de y.De�ni�~ao 5.2.3 Seja Xi = fx1; x2; � � � ; xmg um feho superior. Ent~ao, predXi(xi)denota xi�1 e suXi(xi) denota xi+1. Veja Figura 5.1.
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x3 x4x5x6x7x8 y1y2 y3 y4 y5Si Si+1Figura 5.1: Seja S 0 = Si [ Si+1 ent~ao su(xj) = xj+1; x3 = NextS0(x2); x4 =NextS0(x3); x5 = NextS0(x4); NextS0(x5) = NextS0(x6) = NextS0(x7) =y3; NextS0(x8) = y2; e lm(Si) = x5.Dados dois fehos superiores Xi = UH(Si) e Xj = UH(Sj), onde todos os pontosem Sj est~ao �a direita de todos os pontos em Si. A opera�~ao do merge onsiste em



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 47ahar para um ponto p 2 Xi, o ponto q 2 Xi [Xj que segue p no UH(Xi[Xj). VejaFigura 5.1.De�ni�~ao 5.2.4 Seja Q � S. Ent~ao, NextS : Q �! S �e a fun�~ao tal que NextS(p) =q se e somente se q est�a a direita de p e pq est�a aima de pq0 para todo q0 2 S, q0 adireita de p.De�ni�~ao 5.2.5 Seja Y � Si. Ent~ao, lm(Y ) �e uma fun�~ao tal que lm(Y ) = y� se esomente se y� �e o ponto mais �a esquerda em Y tal que NextY [Sj ;j>i(y�) =2 Si.Seja X um feho superior de um onjunto de n pontos e  um ponto loalizado�a esquerda desse onjunto. Apresentamos um algoritmo seq�uenial hamado Query-FindNext que busa q = NextX(). A busa bin�aria proessa em tempo O(log jXj)[43℄. Veja Figura 5.2.Algoritmo: QueryFindNext(X,,q)Entrada: Um feho superior X = fx1; � � � ; xmg ordenado pela absissa eo ponto  �a esquerda de x1.Sa��da: Um ponto q 2 X; q = NextX().1. Se X = fxg ent~ao q  � x e p�ara.2. Se xdm=2esu(xdm=2e) est�a loalizado abaixo da reta (xdm=2e)ent~ao QueryFindNext(fx1; � � � ; xdm=2eg; ; q),sen~ao QueryFindNext(fxdm=2e; � � � ; xmg; ; q)PSfrag replaements

x1x2 x3 x4 x5 x6 x7x8 (x4)x4su(x4)
Figura 5.2: Um passo da busa bin�aria de QueryFindNext. O segmento de retax4su(x4) est�a aima da reta (x4) e o algoritmo busa sobre fx4; � � � ; x8g.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 485.2.2 Carateriza�~ao do Feho SuperiorUma arateriza�~ao do feho superior de um onjunto S de pontos �e baseada naobserva�~ao seguinte [43℄: O segmento de reta ab �e uma aresta do feho superior deum onjunto S do pontos loalizado no primeiro quadrante se e somente se todos osn � 2 pontos restantes aem abaixo da reta (ab). Vamos trabalhar om uma novaarateriza�~ao do feho superior de S baseada na mesma observa�~ao, mas de�nidaem termos da parti�~ao de S dada nas de�ni�~oes 5.2.2 e 5.2.5.Consideramos os onjuntos S, Si e Xi omo de�nidos anterioramente.De�ni�~ao 5.2.6 Seja S 0 = f 2 [Xi j  n~ao est�a dominado pelo segmento de retax�iNext[Xj ;j>i(x�i ), 1 � i < pg, onde x�i = lm(Xi).O teorema seguinte arateriza o feho superior UH(S).Teorema 5.2.1 S 0 = UH(S).Prova. Consideremos dois asos.� UH(S) � S 0.Suponha y 2 UH(S); y =2 S 0. Ent~ao, existe i tal que x�iNextXj ;j>i(x�i ) dominay. Portanto, y =2 UH(S), o que �e uma ontradi�~ao.� S 0 � UH(S).Suponha y 2 S 0, y =2 UH(S). Ent~ao existem p; q om p 2 UH(S), q 2 UH(S),e q = NextS(p), tais que pq domina y. Portanto, ambos p e q n~ao podempertener a Si, uma vez que y 2 Xi signi�a que y n~ao est�a dominado porqualquer segmento de reta om pontos extremos em Si. Assim, p 2 Xj eq 2 Xk om j 6= k. Consequentemente, omo q = NextS(p), p 2 UH(S), eq 2 UH(S), ent~ao existe i tal que p = x�i , onde x�i = lm(Xi). Portanto, y est�adominado pelo segmento x�iNextXj ;j>i(x�i ), o que �e uma ontradi�~ao.As de�ni�~oes e o lema seguintes s~ao neess�arios na desri�~ao dos dois algoritmosparalelos do merge nas subse�~oes 5.2.4 e 5.2.5. Eles ajudam n~ao somente na desri�~aodo algoritmo mas tamb�em na an�alise das omplexidade de tempo e de espa�o.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 49De�ni�~ao 5.2.7 Seja Gi � Xi e g�i = lm(Gi). Seja R�i � Xi omposto dos pontosentre predGi(g�i ) e g�i , e R+i � Xi omposto dos pontos entre g�i e suGi(g�i ). VejaFigura 5.3.PSfrag replaements R�i = Ri
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p g�i b
Si Sj SzFigura 5.3: Os pontos pretos s~ao elementos de Gi que �e um subonjunto de Xiomposto de pontos irulares e pretos. Seja p = predGi(g�i ) e s = suGi(g�i ). TemosRi = R�i porque R+i n~ao tem nenhum ponto aima da reta(g�i b).Lema 5.2.2 Os pontos de R+i ou R�i , ou ambos, est~ao abaixo da reta (g�iNextXj;j>i(g�i )).A prova desse lema �e direta, sen~ao g�i =2 Xi.De�ni�~ao 5.2.8 Ri denota o onjunto R+i ou R�i que tem pelo menos um pontoaima da reta (g�iNextXj;j>i(g�i )).Os onjuntos R+i , R�i e Ri s~ao mostrados na �gura 5.3.Observamos que o tamanho de ada um dos onjuntos Ri �e limitado pelo n�umerode pontos erados entre dois pontos onseutivos em Gi.5.2.3 C�alulo do g�i e x�i em ParaleloMostraremos omo alular g�i = lm(Gi), onde Gi � Xi. O algoritmo, desritoabaixo, funiona da seguinte forma. Os elementos de Gi s~ao enviados, no passo 2, aosproessadores om numera�~ao maior de maneira que eles, reebendo G = [Gj; j < i,



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 50podem alular seq�uenialmenteNext�i(g) para ada g 2 G. No passo 3, estes pontoss~ao alulados usando o algoritmo QueryFindNext, que s~ao mandados de volta nopasso 4. Ent~ao, os proessadores podem alular independentemente os g�i . Quandoos proessadores est~ao divididos em grupos, fa�a qiz denotar o z-�esimo proessador dogrupo i.Algoritmo: FindLMSubset(�i; k; w;Gi; g�i )Entrada: Fehos superiores �i, 1 � i � pk representando ada um em pwproessadores numerados onseutivamente qiz; 1 � z � pw eo onjunto Gi � �i.Sa��da: O ponto g�i = lm(Gi). g�i vai estar em ada qiz; 1 � z � pw1. Junte Gi no proessador qi1, para todo i.2. Cada proessador qi1 manda seu Gi a todos proessadores qjz, j > i; 1 � z � pw.Cada proessador qiz, para todo i; z, reebe Gi = [Gj; 8j < i.3. Cada proessador qiz; 8i; z, alula seq�uenialmente Next�i(g) para ada g 2 Gi,usando o algoritmo QueryFindNext.4. Cada proessador qiz; 8i; z, manda de volta a todos proessadores qj1; j < i,o Next�i(g) alulado, 8g 2 Gj.Cada proessador qi1; 8i, reebe para ada g 2 Gi, o Next�j (g) alulado,8j > i.5. Cada proessador qi1; 8i, alula para ada g 2 Gi o segmento de reta om amaior inlina�~ao entre gsuGi(g) e gNext�j (g), j > i, ahandoNextGi[�j ;j>i(g). Ent~ao, alula g�i = lm(Gi).6. Cada proessador qi1; 8i, faz broadasts de g�i a qiz; 1 � z � pw.Lema 5.2.3 O algoritmo FindLMSubset alula g� = lm(Gi) em um n�umero ons-tante de rodadas de omunia�~ao. Requer um espa�o de mem�oria loal np � pkjGij.Prova. A orretude desse algoritmo depende das de�ni�~oes 5.2.4, 5.2.5 e do algoritmode busa QueryFindNext. Os espa�os de mem�orias requeridos s~ao: jGij no passo 1,pkjGij no passo 2, pk no passo 4 equivalendo a um espa�o total de O(pkjGij). Aomplexidade das opera�~oes seq�uenias �e O(pkjGij logn) e preisa somente de quatrorodadas de omunia�~ao.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 515.2.4 Algoritmo MergeHulls 1Esse algoritmo ombina p fehos superiores, armazenados numa CGM de p pro-essadores, em um �unio feho superior usando um n�umero onstante de rodadas deomunia�~ao global. Ele requer np � p2 e isso limita a esalabilidade.Para ahar a tangente omum superior entre os fehos superiores Xi e Xj (�a suadireita), o algoritmo alula a fun�~ao Next, n~ao para todo Xi mas apenas para osubonjunto de p pontos igualmente espa�ados de Xi. Chamamos esse subonjuntode pontos igualmente espa�ados um divisor de Xi. Essa estrat�egia baseada no divisorreduz bastante o total de dados que deve ser omuniado entre proessadores semaumentar muito o n�umero de rodadas de omunia�~ao global.Algoritmo: MergeHulls 1(Xi(1 � i � p); S; n; p;UH)Entrada: O onjunto de p fehos superiores Xi onsistindo, no m�aximo, de n pontosde S, onde Xi �e armazenado no proessador qi; 1 � i � p.Sa��da: A representa�~ao do feho superior de S. Todos os pontos sobreo feho superior est~ao identi�ados e numerados da esquerda �a direita.1. Cada proessador qi identi�a sequenialmente um onjunto divisor Giomposto de p pontos espa�ados igualmente de Xi.2. Os proessadores aham em paralelo g�i = lm(Gi). Isso �e feito viaFindLMSubset.3. Cada proessador qi alula seus pr�oprios R�i e R+i de aordo om ade�ni�~ao 5.2.7, e o onjunto Ri de pontos que est~ao aima dareta (g�iNextGi[Xj ;j>i(g�i )), de aordo om o Lema 5.2.2.4. Os proessadores aham em paralelo x�i = lm(Ri [ g�i ), usando o algoritmoFindLMSubset. Note que por de�ni�~ao NextS(x�i ) =2 Xi.5. Cada proessador qi faz broadasts de seu ponto NextS(x�i ) a qj; j > i, e alulaseu pr�oprio S 0i de aordo a de�ni�~ao 5.2.6.Lema 5.2.4 O algoritmo MergeHulls 1 alula UH(S) em tempo O(n log np +Ts(n; p)),requer um espa�o de mem�oria loal igual a np � p2 e um n�umero onstante de rodadasde omunia�~ao.Prova. Pelo teorema 5.2.1, os onjuntos alulados S 0i no passo 5 s~ao uma represen-ta�~ao do feho superior UH(S). O algoritmo MergeHulls 1 hama o proedimentoFindLMSubset duas vezes. No passo 2, os parâmetros s~ao �i = Xi, k = 1, w = 0 e



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 52Gi = Gi, impliando que jGij = p. No passp 4, têm novamente os mesmos parâmetros,mas para Gi = Ri [ g�i . Portanto, jGij = jRi [ g�i j = jXijp � np2 . Com isso, o espa�ode mem�oria loal requerido �e np � p2, pelo lema 5.2.3 O mesmo lema garante que aomplexidade das opera�~oes seq�ueniais no algoritmo MergeHulls 1 �e O(p2 logn) =O(np logn) e que um n�umero onstante de rodadas de omunia�~ao �e usado.5.2.5 Algoritmo MergeHulls 2Ao ontr�ario do MergeHulls 1, esse algoritmo requer somente np � p� de espa�ode mem�oria por proessador, 0 < � � 1. Para simpli�ar usamos � = 1. O algoritmofuniona assim:1. Na primeira fase, o algoritmo MergeHulls 1 �e utilizado para enontrar o fehosuperior de grupo de pp proessadores, om jGij igual a pp. A omplexidade dessafase �e O(p).2. A segunda fase ombina esses pp fehos superiores, ada um de tamanhom�aximo nppp , no lugar dos p fehos iniiais. Ent~ao, om jGij = pp, o passo 2 requersomente espa�o de tamanho p. Por�em, preisamos ser mais uidadosos, porque otamanho de ada onjunto Ri �e, no pior aso, npppjGij , impliando que o passo 4 vaipreisar de espa�o at�e nppp , o que �e muito. Por isso, uma nova redu�~ao desses tama-nhos �e neess�aria. Sabemos que os onjuntos Ri tamb�em s~ao de fehos superiores epodemos apliar reursivamente a todos os Ri, o mesmo m�etodo usado no algoritmoMergeHulls 1 para ahar x�i = lm(Ri [ g�i ).Algoritmo: BuildHulls(�i;	j; p; k; w; �)Entrada: Fehos superiores �i; 1 � i � ppw , representado ada em pw proessadoresn�umerados onseutivamente qiz; 1 � z � pw . O parâmetro � reeteo tamanho da mem�oria loal de ada um dos p proessadores.Sa��da: Fehos onvexos 	j = UH([jpki=(j�1)pk+1�i), para 1 � j � ppw+k .1. Gi  � �i.2. While jGijpk > p� do(a)Cada grupo de proessadores qiz; 1 � z � pw, identi�a sequenialmenteum onjunto divisor G0i omposto de p�=2 pontos espa�ados igualmente deGi. (b)FindLMSubset(�i; k; w;G0i; g�i ).()Se g�i su�i(g�i ) est�a aima do g�iNext�i;j>i(g�i ) ent~ao Ri �e omposto



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��stio no Modelo CGM 53de todos pontos de �i entre g�i e suGi(g�i ); sen~ao Ri �e ompostode todos pontos de �i entre g�i e predGi(g�i ).(d)Seja Gi  � Ri [ fg�i g.3. FindLMSubset(�i; k; w;Gi; x�i ).4. Cada proessador qi1 faz broadasts de seu x�i a todosqhj ; h = (i mod (pk + 1))pk + 1; � � � ; (i mod (pk + 1))pk + pk e 1 � j � pw.5. Cada proessador alula seu pr�oprio S 0i de aordo a de�ni�~ao 5.2.6.Lema 5.2.5 O algoritmo BuildHulls alula 	j = UH([jpki=(j�1)pk+1�i), para 1 � j �ppw+k em tempo O(n log np + Ts(n; p)). Seja � = maxf(k + �=2); �g. Ent~ao o algoritmorequer um espa�o de mem�oria loal igual a np � p� e um n�umero onstante de rodadasde omunia�~ao.Prova. O algoritmo BuildHulls exige a mem�oria omo seguir. No passo 2(b), np �pk+�=2. No passo 3, np � p� e no passo 4, np � pk. A omplexidade de tempo daomputa�~ao �e O(np logn+ pkjGij) = O(np logn). Com respeito ao n�umero de rodadasde omunia�~ao, note que no passo 2 existem no m�aximo p�+w pontos em �i. Cadapassagem no passo 2(a) reduz esse tamanho pelo fator de p�=2. Com isso, existem2(�+w)� fases, onde uma fase �e hamada no proedimento FindLMSubset.Algoritmo: MergeHulls 2(Xi(1 � i � p); S; n; p;UH(S),�)Entrada: O onjunto de p fehos superiores Xi onsistindo, no m�aximo, de n pontosde S, onde Xi est�a armazenado no proessador pi; 1 � i � p. O parâmetro� reete o tamanho da mem�oria loal.Sa��da: A representa�~ao do feho superior de S. Todos os pontos sobreo feho superior s~ao identi�ados e numerados da esquerda �a direita.1. Seja k = �2 ; w = 0, e X0i = Xi.2. Do(a) BuildHulls(Xwi ; Xw+kj ; p; k; w; �).(b) w � w + k.Until w � 1.Teorema 5.2.6 O algoritmo MergeHulls 2 alula UH(S) em tempo O(n lognp +Ts(n; p)),requer um espa�o de mem�oria loal np � p� e um n�umero onstante de rodadas de o-munia�~ao.



5.3 Implementa�~oes Paralelas 54Prova. O lema 5.2.5 implia que np � pk+�=2, somente np � p�. Com respeito aon�umero de rodadas de omunia�~ao, o proedimento BuildHulls �e hamada 2� vezes.Pelo lema 5.2.5, existe 2(�+w)� fases, em ada hamada. Conseq�uentemente, omow = (t � 1) �2 na t-�esima exeu�~ao do passo 2(a), o n�umero total de rodadas deomunia�~ao �e P2=�t=1 t = O((2� )2). Finalmente, isso implia que a omplexidade detempo da omputa�~ao loal �e O( 1�2 np logn).Corol�ario 5.2.7 O feho onvexo de n pontos no plano pode ser alulado no CGM(n; p)em tempo O(Tsequenialp +Ts(n; p)), onde Ts(n; p) se refere ao tempo de ordena�~ao globalde n dados sobre p proessadores. Al�em disso, envolve s�o um n�umero onstante derodadas de omunia�~ao e np � p�, para � > 0 onstante e arbitrariamente pequeno.5.3 Implementa�~oes Paralelas5.3.1 Implementa�~ao do Algoritmo Paralelo Probabil��stioO algoritmo Algoritmo 2 foi implementado [14℄ sobre a m�aquina CM5, om 32proessadores, ada um om 40 MB de mem�oria. Foi usado omo algoritmo seq�ueni-al, o algoritmoQuikhull. As implementa�~oes foram feitas para ahar o feho onvexonas dimens~oes 3 e 4.O n�umero de rodadas de omunia�~ao observado, para todos os pontos, foi sempreidêntio para os 20 testes.Quando np est�a entre 256 e 2K, ou 1K e 8K, foi observado para o feho onvexo 3Dou 4D, respetivamente, que o Algoritmo 2 requer entre 2 e 3 rodadas de omunia�~ao.Se np � 4K (em dimens~ao 3) ou np � 16K (em dimens~ao 4), respetivamente, oalgoritmo termina sempre depois de uma rodada de omunia�~ao.5.3.2 Implementa�~ao do Algoritmo Paralelo Determin��stioAs implementa�~oes do algoritmo paralelo determin��stio foram feitas [18℄ na m�aquinaT3D-CRAY, om 128 proessadores, usando as rotinas PVM (Parallel Virtual Ma-hine) para as omunia�~oes.A primeira vers~ao foi implementada om np � p2. No aso de onjuntos de pontos



5.3 Implementa�~oes Paralelas 55aleat�orios, foi onstatado que a omplexidade total aumenta proporionalmente a n,desde que p �e �xo, enquanto a omplexidade de omunia�~ao �e quase onstante.No pior aso (onjunto linear de pontos), o tempo de omputa�~ao loal reseproporionalmente a n logn. O tempo de omunia�~ao total aumenta linearmenteom n. O valor de p foi igual a 64.Com o n�umero de pontos �xos, os onjuntos de pontos aleat�orios apresentamum bom omportamento quando p �e pequeno. Quando p � 64, foi observado umainvers~ao ompleta da inlina�~ao da urva de tempo total de exeu�~ao, isto signi�aque o algoritmo preisa de um grande n�umero de proessadores para resolver umproblema de tamanho pequeno.O Speedup2 observado, no pior aso, �e melhor desde que a quantidade de ompu-ta�~ao loal �e su�ientemente grande omparada om a omunia�~ao.O algoritmo foi implementado tamb�em no aso onde o n�umero de dados porproessador �e �xo. No aso de onjunto aleat�orio, a urva de tempo total �e quaseparalela �aquela de tempo de omunia�~ao. Isto mostra o impato de omunia�~aosobre a esalabil��dade do algoritmo.

2O Speedup de um algoritmo paralelo �e de�nido pela seguinte f�ormula: Sp(n) = T �(n)=Tp(n),onde T �(n) �e o tempo do melhor algoritmo seq�uenial do problema, Tp(n) o tempo de um algoritmoparalelo para o problema usando p proessadores e n o tamanho da entrada do problema.



Cap��tulo 6Implementa�~oes Paralelas
Na se�~ao 2.4 apresentamos o algoritmo seq�uenial Quikhull. Nesse ap��tulo para-lelizamos este algoritmo e mostrarmos a nossa implementa�~ao, na m�aquina paralelaParsyte PowerXplorer, do algoritmo Quikhull paralelizado para ahar o feho on-vexo. Esse algoritmo �e desrito no modelo CGM. A topologia onsiderada �e umaestrela onde os proessadores �lhos s~ao ligados ao proessador raiz. Os pontos usa-dos obedeem a distribui�~ao normal ou de Gauss.Implementamos tamb�em o algoritmo paralelo (Algoritmo 1) de Dehne [14℄. Faze-mos ainda uma ompara�~ao entre os resultados dos dois algoritmos implementados.Na se�~ao 6.1 desrevemos as arater��stias da m�aquina Parsyte PowerXplo-rer do LCPD do IME/USP (Laborat�orio de Computa�~ao Paralela e Distribu��da doIME/USP ). A se�~ao 6.2 trata da desri�~ao do algoritmo Quikhull Paralelo. Nase�~ao 6.3 apresentamos os resultados. H�a um Apêndie A nesse trabalho que ont�emo �odigo da implementa�~ao do algoritmo Quikhull paralelizado.6.1 Carater��stias da M�aquinaA implementa�~ao do algoritmo foi feita na m�aquina paralela Parsyte PowerX-plorer. Essa m�aquina tem 16 proessadores, interonetados por uma topologia degrade bidimensional. Cada n�o �e formado por um PowerPC 601 para a omputa�~ao ede um Transputer T805 para a omunia�~ao, que ompartilham uma mem�oria loalde 32 MBytes.Os proessadores s~ao agrupados em 4 parti�~oes de 4 n�os ada, hamadas A, B, C56



6.2 Algoritmo Quikhull Paralelo 57e D. Uma vez aloada, uma parti�~ao (ou mais) �e dada para se rodar uma aplia�~ao epermanee exlusiva para esta aplia�~ao. As outras parti�~oes n~ao usadas �am livrespara outras aplia�~oes.A m�aquina Parsyte PowerXplorer usa o sistema operaional PARIX que �e umaextens~ao paralela para o sistema operaional UNIX. O sistema fornee as ferramentasneess�arias para o desenvolvimento de aplia�~oes paralelas. Essas ferramentas rodamem um omputador hospedeiro (host) e o �odigo produzido roda na Parsyte PowerX-plorer. O PARIX oferee uma extens~ao para a linguagem C para o desenvolvimentode aplia�~oes paralelas.O PARIX permite que o mesmo �odigo seja exeutado por todos os proessadores,de forma que ada n�o exeuta uma �opia do programa at�e o �m. O omportamentode ada proessador depende do onte�udo do �odigo, da posi�~ao de proessador e dosdados loais. Como n~ao existe mem�oria global, as informa�~oes s~ao troadas via troade mensagens.No ambiente PARIX, as omunia�~oes s~ao feitas atrav�es de links virtuais. Asonex~oes s~ao ponto-a-ponto entre proessadores arbitr�arios da grade. Um onjuntobem de�nido de links virtuais pode ser ombinado para onstruir a topologia virtualomo anel, �arvore, pipelines, hiperubo, et.6.2 Algoritmo Quikhull ParaleloParalelizar o algoritmo sequênial quikhull que resolve o problema do feho on-vexo j�a estava no plano original da disserta�~ao. Essa paraleliza�~ao �e feita no modelode omputa�~ao paralela CGM. Apesar de pareer trivial a sua paraleliza�~ao, n~ao seenontra nenhum resultado de paraleliza�~ao deste algoritmo na literatura.A id�eia do algoritmo �e de ahar primeramente os quatro pontos extremos em adaproessador. Os pontos que est~ao no interior de quadrilatero s~ao eliminados. Essespontos extremos s~ao troados em ada proessador para enontrar os verdadeirosquatro pontos extremos. A fase seguinte onsiste a oloar os pontos que sobramem um �unio proessador e ahar o feho onvexo. Esse algoritmo preisa de trêsrodadas de omunia�~ao.Algoritmo: Quikhull ParaleloEntrada: Um onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos. Cada proessador Pi



6.3 Resultados 58armazena um subonjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S. Si s~aodisjuntos.Sa��da: O feho onvexo de S.1. Cada proessador aha os quatro pontos extremos.2. Um proessador determinado (P1) reebe dos outros proessadores seusquatro pontos extremos, aha os novos quatro pontos extremos e mandade volta aos demais proessadores.3. Os proessadores eliminam os pontos que est~ao no interior de quadril�atero.4. Proessador P1 reebe dos outros proessadores os pontos que sobrame alula o feho onvexo.O algoritmo aima tem omplexidade de tempo de omputa�~ao loal O(np logn)e um n�umero onstante de rodadas de omunia�~ao.6.3 ResultadosUtilizamos os dados de entrada segundo uma distribui�~ao normal ou de Gauss.Nessa distribui�~ao, s~ao eliminados quase 97% de pontos depois de ahar os quatropontos extremos.As tabelas listadas a seguir apresentam os tempos (T1; T4; T8) obtidos na nossaimplementa�~ao om a m�aquina usando um, quatro e oito proessadores, do algoritmoQuikhull paralelo e do algoritmo de Dehne.n T1 T4 T8Tempo Speedup Tempo Speedup8000 93825 46223 2,029 34442 2,72440000 472804 135078 3,500 80802 5,85180000 922457 271032 3,403 198921 4,637120000 1382823 376272 3,675 210574 6,566160000 1844777 509180 3,623 366931 5,027Tabela 6.1: Tempos em �s e Speedup para ahar o feho onvexo de n pontos segundoa distribui�~ao normal om o algoritmo Quikhull paralelo.



6.3 Resultados 59n T1 T4 T8Tempo Speedup Tempo Speedup8000 93825 26036 3,603 16390 5,72440000 472804 119773 3,947 63596 7,43480000 922457 232947 3,959 119194 7,739120000 1382823 348541 3,967 175525 7,878160000 1844777 467269 3,947 234199 7,876Tabela 6.2: Tempos em �s e Speedup para ahar o feho onvexo de n pontos segundoa distribui�~ao normal om o algoritmo de Dehne.n T4 T8omputa�~ao omunia�~ao omputa�~ao omunia�~ao8000 34647 11576 20941 1350140000 123547 11531 67033 1376980000 248588 22444 153033 45888120000 356089 20183 186683 23891160000 482293 26887 276435 90496Tabela 6.3: Tempos em �s da omputa�~ao e omunia�~ao para ahar o feho onvexode n pontos segundo a distribui�~ao normal om o algoritmo Quikhull paralelo.Os resultados de nossa implementa�~ao mostram que as omunia�~oes do algoritmode Dehne s~ao melhores. Com alta probabilidade, o algoritmo de Dehne neessita deapenas uma rodada de omunia�~ao, em que apenas s~ao transmitidos os pontos dosfehos onvexos armazenados em ada proessador. Esse n�umero de pontos transmi-tidos �e menor que np . No algoritmo de Quikhull paralelo, s~ao transmitidos os quatropontos extremos e os pontos que n~ao s~ao eliminados em ada proessador.



n T4 T8omputa�~ao omunia�~ao omputa�~ao omunia�~ao8000 24676 1360 13335 305540000 118499 1274 60569 302780000 231583 1364 115985 3209120000 347060 1481 172217 3308160000 465340 1929 228187 6012Tabela 6.4: Tempos em �s da omputa�~ao e omunia�~ao para ahar o feho onvexode n pontos segundo a distribui�~ao normal om o algoritmo de Dehne.



Cap��tulo 7Considera�~oes Finais
O problema do feho onvexo �e um dos problemas da geometria omputaionalmais estudados em omputa�~ao paralela. Esse problema tem muitas aplia�~oes emdiversas �areas que motivam o estudo dos algoritmos para a sua onstru�~ao. Nestadisserta�~ao onsideramos o problema do feho onvexo de um onjunto de pontos noplano.No estudo desses algoritmos prouramos ompreender os algoritmos seq�ueniaisde omplexidade O(n logn). Espeialmente vimos a estrat�egia de divis~ao-e-onquistaque serve no projeto de desenvolvimento dos algoritmos paralelos para esse problema.Outros algoritmos seq�ueniais podem ser usados na fase de omputa�~ao loal em adaproessador.O prinipal objetivo desta disserta�~ao foi estudar os algoritmos paralelos para ofeho onvexo. Para isso, de�nimos o modelo de omputa�~ao paralela que ser�a usa-do. Apresentamos v�arios modelos de omputa�~ao paralela, fazendo uma lassi�a�~aodos modelos apresentados. Nesse trabalho, usamos os modelos PRAM e CGM paradesenvolver os algoritmos.No modelo PRAM prouramos desrever detalhadamente o algoritmo apresentadoem [33℄, que onsideramos ser mais importante dos algoritmos paralelos pioneiros.Sua omplexidade de tempo �e O(logn) usando O(n logn) opera�~oes. O algoritmoparalelo desrito mostra omo o m�etodo de divis~ao-e-onquista pode ser usado parao projeto de desenvolvimento de um algoritmo paralelo, para o problema do fehoonvexo. Em Aggarwal et al [2℄ enontramos um outro algoritmo paralelo para omesmo problema usando o paradigma de divis~ao-e-onquista.Vimos tamb�em de modo suinto alguns algoritmos paralelos mais reentes no mo-61



62delo CGM. O algoritmo de Dehne et al [15℄ visa a eliminar os pontos que est~ao nointerior de ada feho onvexo alulado em ada proessador. O algoritmo proposto�e esal�avel, probabil��stio e independente da arquitetura. Ele tem, om alta probabi-lidade, um n�umero onstante de rodadas de omunia�~ao e omplexidade de tempo(k+2)(T1(n)p +O(np)) para a omputa�~ao loal e (k+1)(TpSum(p)+Tompr(p; n)) paraa omunia�~ao, onde k = d 12� + 12e �e uma onstante e � > 0 uma onstante �xa. T1(n)denota a omplexidade de tempo seq�uenial e TpSum(p) �e a omplexidade paralelapara alular a soma parial de p n�umeros ada um armazenado em um proessador.Tompr(p; n) �e o tempo para omprimir um subonjunto de dados de tamanho n0 � nem p0 � p proessadores. Em [18℄, Diallo et al desrevam um algoritmo paralelodetermin��stio, tamb�em esal�avel e independente da topologia de interonex~ao pa-ra o problema do feho onvexo no plano. O algoritmo requer somente um n�umeroonstante de rodadas de omunia�~ao e tem a omplexidade de tempo de omputa�~aoloal O(n log np +Ts(n; p)) onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de proessado-res e Ts(n; p) refere a omplexidade de tempo de ordena�~ao de n pontos armazenadosem p proessadores. Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda n~ao publiado,prop~oem um algoritmo paralelo para o feho onvexo de um onjunto de n pontosno plano, de omplexidade de tempo loal (O(n log np )) om o n�umero de rodadas deomunia�~ao �otimo.V�arios artigos relatam algoritmos para o problema do feho onvexo [7, 21, 27, 35,38, 41℄. O artigo de Goodrih [28℄ mostra t�enias probabil��stias para o problemano modelo BSP. Atallah et al [8℄ trata do m�etodo de divis~ao-e-onquista em asataomo um m�etodo para o desenvolvimento de algoritmos paralelos.Neste trabalho foi proposta a paraleliz~ao do algoritmo seq�uenial Quikhull. Aid�eia �e eliminar os pontos que est~ao no interior dos quatro pontos extremos. Suaomplexidade de tempo de omputa�~ao loal �e (np logn) om um n�umero onstantede rodadas de omunia�~ao.Dentre os algoritmos estudados, implementamos na m�aquina paralela ParsytePowerXplorer o algoritmo de Dehne e o algoritmo proposto. O desempenho obtidomostra que o algoritmo de Dehne �e melhor, pois ele onsegue eliminar os pontos queest~ao no interior de ada feho onvexo alulado em ada proessador.



Apêndie AImplementa�~ao
Na proposta de nossa disserta�~ao, sugerimos a implementa�~ao de um algoritmoparalelo probabil��stio. Por isso, implementamos o algoritmo Quikhull paralelo.Neste apêndie listamos o �odigo fonte omo desrito no ap��tulo 6 do trabalho./* **************************************************************************Programa : emma.Objetivo : Feho ConvexoAutor : Emmanuel Kayembe Ilunga****************************************************************************//* Esse programa usa a topologia STAR *//* o proessador raiz reebe dos proessadores filhos os vetores deles, *//* depois de eliminar os pontos que estao no interior de quadrilatero */?***************************************************************************/#inlude <sys/root.h>#inlude <virt_top.h>#inlude <sys/link.h>#inlude <sys/time.h>#inlude <stdio.h>#inlude <stdlib.h>#inlude <math.h>#inlude <limits.h>#inlude <sys/omm.h>#inlude <sys/rrouter.h>#define TAM 4 63



64#define PMAX 1000#define DESVIO 20#define X 0#define Y 1#define DIM 2 /*dimensao do espao*/#define EXIT_FAILURE 1#define FREE(p) if (p) {free ((har *)p); p = NULL;}#define NEW(p,type) \if ((p=(type *) mallo (sizeof(type))) == NULL) {\printf("NEW : out of Memory!\n");\exit(EXIT_FAILURE);\}typedef enum{FALSO , TRUO}boleno;typedef double tPointd[DIM℄; /*tipo ponto real */typedef tPointd tConjuntd[PMAX℄; /*onjunto de pontos reais*/typedef strut tPilhaelu tsPilha;typedef tsPilha *tPilha;strut tPilhaelu {tPointd p;tPilha next;};/* As variaveis globais */tConjuntd A;/* Vetor iniial */tPointd *A1, *A2, *A3, *A4;/* Vetores que reebem os pontos de ada regiao */tPilha AA1, AA2, AA3, AA4;/* Pilhas que reebem os pontos do feho */tPointd *vetor_xy;tPointd v_xy[TAM℄, v1_xy[TAM℄;tPointd vetor_revxy[TAM℄;int ID;tPointd *vetor1, *vetor2, *vetor3;/* As funoes definidas */void prt(tPointd *v, int taille){int j;



65for (j = 0; j < taille; j++){printf(" vetor[%d℄[%d℄ = %g, vetor[%d℄[%d℄ =%g, pros= %d\n",j,X,v[j℄[X℄,j,Y,v[j℄[Y℄,ID);}}/* Generates random numbers aording to a gaussian *//* distribution */double gausse( double mean, double deviation ){ int i;double rnd = 0.0;for( i = 0 ; i < 12 ; i++ )rnd += (double) (rand() % 10000);return(mean + (rnd - 6.0) * deviation);}/* Aha a area de um triangulo ab */double Area2(tPointd a, tPointd b, tPointd ){ return (a[X℄*b[Y℄-a[Y℄*b[X℄+a[Y℄*[X℄-a[X℄*[Y℄+b[X℄*[Y℄-[X℄*b[Y℄);}/* Verifia se o ponto  esta' na esquerda do segmento ab */boleno left(tPointd a, tPointd b, tPointd ){ return (Area2(a,b,) > 0.00001);}/* Desempilha um ponto de uma pilha */tPilha desempilha(tPilha s){ tPilha top;top = s->next;FREE(s);return top;}/* Empilha um ponto na pilha */tPilha empilha(tPointd p,tPilha top){ tPilha s;



66NEW(s,tsPilha);s->p[X℄ = p[X℄;s->p[Y℄ = p[Y℄;s->next = top;return s;}/* Imprime a pilha */void PrintPilha(tPilha t){ while (t!= NULL){printf(" Ponto[%d℄= %g, Ponto[%d℄= %g\n",X,t->p[X℄,Y,t->p[Y℄);t = t->next;}}/* Aha o numero de pontos do feho onvexo */int Numero(tPilha t){ int k;k = 0;while (t!= NULL){k++;t = t->next;}return k;}/* Aha o tamanho de um onjunto */int tamanho(tPointd a2, tPointd b2, int taille2, tConjuntd SS){ int i,k;k = 0;for( i = 0; i < taille2; i++){if (left(a2,b2,SS[i℄)) k++;}return k;}/* Preenhe o onjunto de pontos */



67tPointd *onjunto(tPointd a3, tPointd b3, int taille3, tConjuntd Ss, int ontador){ int i,k;tPointd *B;k = 0;B = (tPointd *) mallo((ontador) * sizeof(tPointd));for( i = 0; i < taille3; i++){if (left(a3,b3,Ss[i℄)) {B[k℄[X℄ = Ss[i℄[X℄;B[k℄[Y℄ = Ss[i℄[Y℄;k++;}}return B;}/* Aha o ponto om distante maxima de um segmento */double *maxdist(tPointd a1, tPointd b1, tConjuntd B1, int total){ double area;int n, indie;double *p;area = Area2(a1,b1,B1[0℄);indie = 0;p = (double *) mallo((DIM) * sizeof(double));for (n = 1; n < total; n++){if (area < Area2(a1,b1,B1[n℄)) {area = Area2(a1,b1,B1[n℄);indie = n;}}p[X℄ = B1[indie℄[X℄;p[Y℄ = B1[indie℄[Y℄;return p;}/* Funao quikhull */tPilha quikhull(tPointd a, tPointd b, tConjuntd S, int taille)



68{ tPointd *S1;tPointd *S2;double *;tPilha BB1;tPilha BB2;tPilha AB;int onta1, onta2;BB1 = NULL;BB2 = NULL;AB = NULL;if (taille == 0) {AB = empilha(a,AB);return (AB);}else { = maxdist(a,b,S,taille);/* Divide o problema em dois */onta1 = tamanho(a,,taille,S);onta2 = tamanho(,b,taille,S);S1 = (tPointd *) mallo((onta1) * sizeof(tPointd));S2 = (tPointd *) mallo((onta2) * sizeof(tPointd));S1 = onjunto(a,,taille,S,onta1);S2 = onjunto(,b,taille,S,onta2);/* As hamadas reursivas */BB1 = quikhull(a,,S1,onta1);BB2 = quikhull(,b,S2,onta2);while (BB1 != NULL){BB2 = empilha(BB1->p,BB2);BB1 = desempilha(BB1);}FREE(S1);FREE(S2);return (BB2);}}



69/************************** Programa prinipal *********************//*******************************************************************/int main(int arg, har **argv){int ind1;int iter, tamanho1;int total_pros;int ID_topologia; /* identifiador da topologia */int i, j, k, l, m;double valor, valor1;StarData_t *starData;int ontador1, ontador2, ontador3, ontador4, soma;int *tama;unsigned int tempo_i, tempo_f, tempo_iom, tempo_fom;/* determina o ID do proessador e o total de proessadores */ID = GET_ROOT()->ProRoot->MyProID;total_pros = GET_ROOT()->ProRoot->nPros;tama = (int *) mallo((total_pros) * sizeof(int));/* ria topologia virtual do tipo anel */ID_topologia = MakeStar(42, total_pros,MINSLICE, MAXSLICE,MINSLICE, MAXSLICE,MINSLICE, MAXSLICE );if( ID_topologia < 0 ){printf("Erro (%d) : proessador %d\n",ID_topologia,ID);return( 1 );}/* Iniializar as pilhas */AA1 = NULL;AA2 = NULL;AA3 = NULL;AA4 = NULL;tamanho1 = 4*total_pros;vetor_xy = (tPointd *) mallo((tamanho1) * sizeof(tPointd));/* Preenhe o vetor v_xy em ada proessador */srand(ID*total_pros);



70for( i = 0; i < PMAX; i++ ){valor = gausse(100,DESVIO);A[i℄[X℄ = valor;valor1 = gausse(100,DESVIO);A[i℄[Y℄ = valor1;}/* Busar os pontos extremos em ada proessador */tempo_i = TimeNow();j = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[j℄[X℄ >= A[i℄[X℄) j = i;}v_xy[0℄[X℄ = A[j℄[X℄;v_xy[0℄[Y℄ = A[j℄[Y℄;k = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[k℄[X℄ <= A[i℄[X℄) k = i;}v_xy[1℄[X℄ = A[k℄[X℄;v_xy[1℄[Y℄ = A[k℄[Y℄;l = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[l℄[Y℄ >= A[i℄[Y℄) l = i;}v_xy[2℄[X℄ = A[l℄[X℄;v_xy[2℄[Y℄ = A[l℄[Y℄;m = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[m℄[Y℄ <= A[i℄[Y℄) m = i;}v_xy[3℄[X℄ = A[m℄[X℄;v_xy[3℄[Y℄ = A[m℄[Y℄;tempo_f = TimeNow() - tempo_i;/* Os proessadores folhas mandam os quatro pontos *//* deles para o proessador raiz */tempo_iom = TimeNow();



71starData = GetStar_Data(ID_topologia);if (starData != NULL){swith (starData->status) {ase STAR_ROOT:k = 0;iter = 4*starData->id + 3;for(ind1 = 4*starData->id; ind1 <= iter; ind1++){vetor_xy[ind1℄[X℄ = v_xy[k℄[X℄;vetor_xy[ind1℄[Y℄ = v_xy[k℄[Y℄;k++;}for(i = 1; i < starData->size; i++){Rev(ID_topologia,i,&vetor_revxy,sizeof(vetor_revxy));iter = 4*i + 3;j = 0;for(ind1 = 4*i; ind1 <= iter; ind1++){vetor_xy[ind1℄[X℄ = vetor_revxy[j℄[X℄;vetor_xy[ind1℄[Y℄ = vetor_revxy[j℄[Y℄;j++;}}break;ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,&v_xy,sizeof(v_xy));break;}}tempo_fom = TimeNow() - tempo_iom;/* A raiz aha os novos pontos extremos */tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){/* Busar os pontos extremos no proessador raiz */j = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[j℄[X℄ >= vetor_xy[i℄[X℄) j = i;}



72v1_xy[0℄[X℄ = vetor_xy[j℄[X℄;v1_xy[0℄[Y℄ = vetor_xy[j℄[Y℄;k = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[k℄[X℄ <= vetor_xy[i℄[X℄) k = i;}v1_xy[1℄[X℄ = vetor_xy[k℄[X℄;v1_xy[1℄[Y℄ = vetor_xy[k℄[Y℄;l = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[l℄[Y℄ >= vetor_xy[i℄[Y℄) l = i;}v1_xy[2℄[X℄ = vetor_xy[l℄[X℄;v1_xy[2℄[Y℄ = vetor_xy[l℄[Y℄;m = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[m℄[Y℄ <= vetor_xy[i℄[Y℄) m = i;}v1_xy[3℄[X℄ = vetor_xy[m℄[X℄;v1_xy[3℄[Y℄ = vetor_xy[m℄[Y℄;}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* A raiz manda os verdadeiros pontos extremos para os filhos */tempo_iom = TimeNow();if (starData != NULL){swith (starData->status) {ase STAR_ROOT:for(i = 1; i < starData->size; i++){Send(ID_topologia,i,&v1_xy,sizeof(v_xy));}break;ase STAR_LEAVE:Rev(ID_topologia,0,&v1_xy,sizeof(v1_xy));break;}}



73tempo_fom += TimeNow() - tempo_iom;/* Cada proessador aha o onjunto de pontos que nao estao no interior *//* de quadrilatero */tempo_i = TimeNow();ontador1 = tamanho(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,PMAX,A);ontador2 = tamanho(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,PMAX,A);ontador3 = tamanho(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,PMAX,A);ontador4 = tamanho(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,PMAX,A);soma = ontador1 + ontador2 + ontador3 + ontador4;vetor1 = (tPointd *) mallo((soma) * sizeof(tPointd));/* Preenhe o vetor a mandar */k = 0;for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;



74vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}m = k;tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* Aloa dinamiamente o vetor vetor2 que reebera os pontos para enontra *//* o feho onvexo */tempo_iom = TimeNow();if (starData != NULL){swith (starData->status) {ase STAR_ROOT:tama[starData->id℄ = m;/* A raiz preenhe no vetor tama seu valor */for(i = 1; i < starData->size; i++){Rev(ID_topologia,i,&k,sizeof(int));tama[i℄ = k;}break;ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,&m,sizeof(int));break;}}tempo_fom += TimeNow() - tempo_iom;tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){soma = 0;for (ind1 = 0; ind1 < total_pros; ind1++) {printf("tama[%d℄ = %d\n",ind1,tama[ind1℄);soma +=tama[ind1℄;}vetor2 = (tPointd *) mallo((soma) * sizeof(tPointd));}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* O proessador raiz reebe os pontos de outros proessadores */tempo_iom = TimeNow();



75if (starData != NULL){swith (starData->status) {ase STAR_ROOT:for(ind1 = 0; ind1 < m; ind1++){vetor2[ind1℄[X℄ = vetor1[ind1℄[X℄;vetor2[ind1℄[Y℄ = vetor1[ind1℄[Y℄;}iter = tama[0℄;for(i = 1; i < starData->size; i++){vetor3 = (tPointd *) mallo((tama[i℄) * sizeof(tPointd));Rev(ID_topologia,i,vetor3,tama[i℄*sizeof(tPointd));j = 0;iter += tama[i℄;k = iter - tama[i℄;for(ind1 = k; ind1 < iter; ind1++){vetor2[ind1℄[X℄ = vetor3[j℄[X℄;vetor2[ind1℄[Y℄ = vetor3[j℄[Y℄;j++;}}break;ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,vetor1,m*sizeof(tPointd));break;}}tempo_fom += TimeNow() - tempo_iom;/* O proessador raiz alula o feho onvexo */tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){/* Determina o tamanho de ada regiao */ontador1 = tamanho(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,soma,vetor2);A1 = (tPointd *) mallo((ontador1) * sizeof(tPointd));ontador2 = tamanho(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,soma,vetor2);A2 = (tPointd *) mallo((ontador2) * sizeof(tPointd));ontador3 = tamanho(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,soma,vetor2);



76A3 = (tPointd *) mallo((ontador3) * sizeof(tPointd));ontador4 = tamanho(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,soma,vetor2);A4 = (tPointd *) mallo((ontador4) * sizeof(tPointd));/* Constroi as quatro regioes */A1 = onjunto(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,soma,vetor2,ontador1);A2 = onjunto(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,soma,vetor2,ontador2);A3 = onjunto(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,soma,vetor2,ontador3);A4 = onjunto(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,soma,vetor2,ontador4);/* Aplia o algoritmo reursivo para ada uma das regioes */AA1 = quikhull(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,A1,ontador1);AA2 = quikhull(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,A2,ontador2);AA3 = quikhull(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,A3,ontador3);AA4 = quikhull(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,A4,ontador4);/* Junta a resposta das 4 regioes */while (AA1 != NULL){AA4 = empilha(AA1->p,AA4);AA1 = desempilha(AA1);}while (AA2 != NULL){AA4 = empilha(AA2->p,AA4);AA2 = desempilha(AA2);}while (AA3 != NULL){AA4 = empilha(AA3->p,AA4);AA3 = desempilha(AA3);}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* Imprime o resultado */PrintPilha(AA4);m = Numero(AA4);printf("O tempo do alulo e' %u e o tempo de omuniaao e'%u\n",tempo_f,tempo_fom);}return (0);}
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