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Resumo
O prin
ipal objetivo de nossa disserta�
~ao �e de estudar os algoritmos paralelos ede implementar alguns algoritmos probabil��sti
os para o problema do fe
ho 
onvexo.Nosso estudo 
ome�
a 
om os algoritmos seq�uen
iais que podem ser usados na fasede 
�al
ulo lo
al de 
ada pro
essador. Em seguida apresentamos uma 
lassi�
a�
~aodos modelos de 
omputa�
~ao paralela. Dois destes modelos s~ao usados para estudaros algoritmos paralelos, um deles foi es
olhido pelas 
ara
ter��sti
as te�ori
as e outropelas 
ara
ter��sti
as pr�ati
as ligadas a realidade das m�aquinas atuais.Por �m, des
revemos e implementamos dois algoritmos probabil��sti
os in
luindoo algoritmo Qui
khull paralelo na m�aquina paralela Parsyte
 PowerXplorer.
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Abstra
t
The main goal of this dissertation is to study parallel algorithms for the 
onvexhull problem and implement two parallel algorithms.Our study starts with sequential algorithms that 
an be used in the lo
al 
om-puting phase in ea
h pro
essor. We then present a 
lassi�
ation of some parallel
omputing models. Two of su
h models are used to study the parallel algorithms,one of whi
h 
hosen for its theoreti
al 
hara
teristi
s and the other for its pra
ti
al
hara
teristi
s related to a
tual parallel ma
hines.At last we des
ribe the implementation of two probabilisti
 parallel algorithmsin
luding the parallel qui
khull in a Parsyte
 PowerXplorer.
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Cap��tulo 1Introdu�
~ao
A 
omputa�
~ao paralela �e ne
ess�aria em diversos problemas onde o volume de dadose 
�al
ulos �e grande e pre
isa-se de rapidez na obten�
~ao das respostas. Tais proble-mas podem ser en
ontrados, por exemplo, na previs~ao do tempo, na prospe
�
~ao depetr�oleo, na dinâmi
a dos 
uidos e na 
omputa�
~ao gr�a�
a. Algoritmos de geometria
omputa
ional, em parti
ular o de fe
ho 
onvexo, en
ontram apli
a�
~oes em diversas�areas 
omo projeto de 
ir
uitos VLSI, rob�oti
a e 
omputa�
~ao gr�a�
a, e nos 
asospr�ati
os a quantidade de dados �e grande.As estrat�egias usadas em algoritmos seq�uen
iais para solu
ionar um problemanem sempre servem para a 
ria�
~ao de algoritmos paralelos para o mesmo problema.Na elabora�
~ao dos algoritmos deve-se levar em 
onta tamb�em a natureza dos proble-mas. Alguns s~ao trivialmente paraleliz�aveis, outros apresentam um paralelismo n~aot~ao transparente, pre
isando de estrat�egias mais elaboradas na 
onfe
�
~ao dos algo-ritmos. Existem alguns em que o grau de paralelismo1 �e muito baixo ou igual a um.O desenvolvimento dos algoritmos paralelos exige que 
onsideremos a arquiteturaparalela a ser usada, pois esta afeta diretamente o desempenho dos algoritmos.A elabora�
~ao dos algoritmos paralelos exige a utiliza�
~ao de estruturas de dadosque sejam ao mesmo tempo simples para serem 
al
uladas e�
ientemente, e su�
ientespara responder as 
onsultas.Aggarwal et al. [2℄ mostram algoritmos paralelos para resolver alguns problemasde geometria 
omputa
ional. O problema do fe
ho 
onvexo (em inglês 
onvex hull)2-dimensional �e o problema mais fundamental na �area de geometria 
omputa
ional e1�E o n�umero m�aximo de pro
essadores que podem estar 
omputa
ionalmente ativos em um dadoinstante de tempo, durante a exe
u�
~ao de um programa.1



2tamb�em o mais estudado [5℄. Al�em disso, esse problema tem muitas apli
a�
~oes, porexemplo, re
onhe
imento de padr~oes [6, 19℄, pro
essamento de imagens [45℄, 
orte ealo
a�
~ao de estoque [25, 26, 46℄. De fato, pare
e ser o primeiro problema de geometria
omputa
ional para o qual algoritmos paralelos foram elaborados.O desenvolvimento dos algoritmos paralelos depende tamb�em do modelo de 
om-puta�
~ao paralela. Por exemplo, um algoritmo de ordena�
~ao ou de invers~ao de matrizesn~ao �e tratado da mesma maneira sobre o modelo PRAM (Parallel Random A

essMa
hines) e sobre o modelo BSP (Bulk Syn
hronous Pro
essors). No primeiro 
a-so, o n�umero de pro
essadores �e ligado ao tamanho do problema e os pro
essadoresa
essam a mem�oria 
omum. No modelo BSP, o n�umero de pro
essadores �e um dadodo modelo e os pro
essadores se 
omuni
am atrav�es da tro
a de mensagens.O modelo para a 
omputa�
~ao paralela deve atender alguns objetivos. Por umlado, tem que ser bastante detalhado para permitir uma predi�
~ao exata do tempo deexe
u�
~ao dos algoritmos. Por outro lado, tem ser bastante simples para fazer umaan�alise poss��vel dos algoritmos. Um modelo paralelo deve re
etir as restri�
~oes dasm�aquinas paralelas atuais (existentes e futuras), mas sem perda de portabilidade dosalgoritmos feitos nesse modelo. Outro objetivo que deve ser al
an�
ado �e a es
alabi-lidade. Isto �e, os algoritmos dever~ao propor
ionar ganhos razo�aveis para um grandeintervalo de n�umero de pro
essadores.Muitos modelos de 
omputa�
~ao paralela foram apresentados nos �ultimos anos [31℄.O modelo PRAM [33℄ �e o modelo mais antigo de 
omputa�
~ao paralela. Esse modelon~ao �e real��sti
o, pois n~ao 
onsidera diversas 
ara
ter��sti
as de m�aquinas reais. Masofere
e boas diretrizes em um primeiro aspe
to da paraleliza�
~ao de um algoritmo.Ele �e 
onveniente tamb�em para a an�alise de 
lasse de 
omplexidade NC [33, 40℄. Nouso pr�ati
o, por�em, tem igualmente as suposi�
~oes fortes, por exemplo, ele re
omendasomente uma unidade de tempo para 
omuni
a�
~ao entre os pro
essadores. Algumasvaria�
~oes do modelo PRAM foram propostas as quais tentam aliviar essas limita�
~oes,mas ainda est~ao longe do fun
ionamento de m�aquinas paralelas reais.Dados n pontos no plano, 
onsideramos o problema da obten�
~ao do fe
ho 
onvexo.Muitos algoritmos paralelos para este problema s~ao des
ritos para diferentes ar-quiteturas tais 
omo: CREW PRAM [11℄, CRCW PRAM [3℄, hiper
ubo [38℄ e MESH[37℄.Um dos algoritmos paralelos estudados, nessa disserta�
~ao, foi projetado no modeloPRAM [33℄. A sua 
omplexidade de tempo �e O(logn) usando um total de O(n logn)



3opera�
~oes. Esse algoritmo usa a estrat�egia de divis~ao-e-
onquista. O su
esso destem�etodo depende da exe
u�
~ao e�
iente da primeira e da �ultima fases. A primeirafase 
onsiste em dividir o problema em v�arios subproblemas. A segunda fase �e deresolver os subproblemas re
ursivamente. Na �ultima fase s~ao 
ombinadas as solu�
~oesdos subproblemas para obter uma solu�
~ao do problema original. Esta estrat�egia �emuito utilizada no desenvolvimento de algoritmos seq�uen
iais.Re
entemente, alguns modelos mais realist��
os 
omo BSP [47℄ e CGM (Coarse-Grained Multi
omputers) [15℄, que levam em 
onta a 
omuni
a�
~ao entre os pro
es-sadores que podem ser um gargalo, têm sido utilizados no desenvolvimento de algo-ritmos paralelos. Estes modelos s~ao bastante gerais e n~ao 
onsideram a arquiteturaespe
���
a de inter
onex~ao entre os pro
essadores.O modelo CGM 
onsiste de um 
onjunto de p pro
essadores, 
ada um 
ommem�oria lo
al de tamanho O(np ), inter
one
tados atrav�es de uma rede de 
omu-ni
a�
~ao arbitr�aria, onde n �e o tamanho de entrada do problema. Temos p << nem geral. O desempenho dos algoritmos no modelo CGM �e medido pelo n�umero derodadas de 
omuni
a�
~ao. Os algoritmos nesse modelo 
onsistem da alternân
ia entreuma rodada de 
omputa�
~ao lo
al e uma rodada de 
omuni
a�
~ao.No modelo CGM, v�arios resultados foram propostos para o problema do fe
ho
onvexo [13, 14, 15, 17, 18℄. Nesses algoritmos, 
ada pro
essador obt�em na primeiraetapa o fe
ho 
onvexo de np pontos ini
ialmente distribu��dos em 
ada pro
essadorusando os algoritmos seq�uen
iais. As etapas seguintes 
onsistem geralmente em fazera 
ombina�
~ao desses fe
hos 
onvexos.O algoritmo de Dehne, Fabri e Rau-Chaplin [15℄ foi o primeiro algoritmo paraleloCGM proposto para o fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de n pontos. Esse algoritmo �edetermin��sti
o, apli
�avel para n � p2 e requer O(logn) rodadas de 
omuni
a�
~ao. A
omplexidade de tempo desse algoritmo �e O(Tsequen
ialp +Ts(n; p)) onde n �e o tamanhodo problema, p o n�umero de pro
essadores e Ts(n; p) refere-se a 
omplexidade de tem-po de ordena�
~ao de n pontos armazenados em p pro
essadores. O algoritmo �e �otimose Tsequen
ialp domina Ts(n; p) ou Ts(n; p) �e �otimo. A vantagem dele �e de ser simples,determin��sti
o e es
al�avel sobre um grande intervalo dos valores do fator np . Mas adesvantagem �e de possuir um n�umero n~ao 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao.No ano seguinte, Dehne, Fabri e Kenyon [14℄ apresentaram um algoritmo paraleloque requer, 
om alta probabilidade, um n�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao.Esse algoritmo �e �otimo e apli
�avel para n � p3+� onde � �e uma 
onstante �xa tal que



4� > 0. Ele tem 
omplexidade (k + 2)(T1(n)p + O(np )) para o tempo de 
omputa�
~aolo
al e (k + 1)(TpSum(p) + T
ompr(p; n)) para o tempo de 
omuni
a�
~ao, onde k =d 12� + 12e �e uma 
onstante. T1(n) denota a 
omplexidade de tempo seq�uen
ial eTpSum(p) �e a 
omplexidade paralela para 
al
ular a soma par
ial de p n�umeros, 
adaum armazenado em um pro
essador. T
ompr(p; n) �e o tempo para 
omprimir umsub
onjunto de dados de tamanho n0 � n em p0 � p pro
essadores. A vantagem �eque esse algoritmo resolve o problema do fe
ho 
onvexo para os pontos em qualquerdimens~ao maior que dois, supondo a distribui�
~ao uniforme de pontos. Este algoritmoser�a apresentado de modo detalhado nesta disserta�
~ao.No mesmo ano, Deng e Gu [17℄ publi
aram dois algoritmos para fe
ho 
onvexobidimensional apli
�avel para n � p3+�. Esse algoritmo determin��sti
o requer O(log p)rodadas de 
omuni
a�
~ao, enquanto a vers~ao probabil��sti
a requer 
om alta probabili-dade O(1) de rodadas de 
omuni
a�
~ao. A 
omplexidade de tempo desses algoritmos�e O(n log np ). A vantagem �e de n~ao ter restri�
~ao da distribui�
~ao uniforme de 
onjuntode pontos.Num outro trabalho re
ente, Diallo, Ferreira, Rau-Chaplin e Ub�eda [18℄ obtiveramum algoritmo determin��sti
o, que requer somente um n�umero 
onstante de rodadasde 
omuni
a�
~ao no pior 
aso. Esse algoritmo, apli
�avel para n � p1+�, �e o ter
eiroestudado neste trabalho. O algoritmo proposto tem 
omplexidade de tempo lo
alO(n log np + Ts(n; p)) onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de pro
essadores eTs(n; p) refere a 
omplexidade de tempo de ordena�
~ao de n pontos armazenados emp pro
essadores. Este algoritmo �e �otimo se n log np domina Ts(n; p) [18℄.Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda n~ao publi
ado, prop~oem um al-goritmo paralelo para o fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de n pontos no plano, de
omplexidade de tempo lo
al (O(n log np )) 
om o n�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao�otimo.O algoritmo seq�uen
ialQui
khull foi paralelizado por n�os e implementado utilizan-do a m�aquina paralela Parsyte
 PowerXplorer. Essa m�aquina tem 16 pro
essadores,interligados por uma topologia de grade bidimensional. Cada n�o �e 
omposto de umpro
essador PowerPC 601 para a 
omputa�
~ao, um pro
essador Transputer T805 paraa 
omuni
a�
~ao e uma mem�oria lo
al de 32 MBytes. O sistema opera
ional usado �eo PARIX. Sua 
omplexidade de tempo da 
omputa�
~ao lo
al �e O(np log np ) 
om umn�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao.Na implementa�
~ao do algoritmo, utilizamos os 
onjuntos de n pontos segundo



5uma distribui�
~ao normal. Com esses tipos de dados, 
onseguimos eliminar quase 97por
ento dos pontos na primeira fase do 
�al
ulo lo
al em 
ada pro
essador. Imple-mentamos tamb�em o algoritmo probabil��sti
o de Dehne [14℄. Os resultados mostramque as 
omuni
a�
~oes do algoritmo de Dehne s~ao melhores. O 
�odigo da implemen-ta�
~ao do algoritmo Qui
khull paralelo pode ser en
ontrado no Apêndi
e A.No 
ap��tulo 2, enun
iaremos o problema do fe
ho 
onvexo estudado neste trabalho.No mesmo 
ap��tulo, des
reveremos os algoritmos seq�uen
iais que resolvem o problema
om 
omplexidade O(n logn). Esses algoritmos podem ser usados no modelo de
omputa�
~ao CGM durante a rodada de 
omputa�
~ao lo
al e s~ao os melhores 
onhe
idosat�e hoje.O 
ap��tulo 3 apresenta a 
lassi�
a�
~ao dos modelos de 
omputa�
~ao paralela, des-ta
ando as 
ara
ter��sti
as prin
ipais.O 
ap��tulo 4 ter�a a des
ri�
~ao 
ompleta do algoritmo paralelo no modelo PRAM.Esse algoritmo �e um dos primeiros para resolver o problema do fe
ho 
onvexo emparalelo.No 
ap��tulo 5, vamos des
rever detalhadamente os algoritmos paralelos proba-bil��sti
o de Dehne [14℄ e determin��sti
o de [18℄, repe
tivamente. Esses algoritmos s~aoes
al�aveis e fa
ilmente implement�aveis em m�aquinas paralelas existentes.Nosso 
ap��tulo 6 trata da implementa�
~ao na m�aquina paralela. Nesse mesmo
ap��tulo apresentamos um algoritmoQui
khull paralelo, as 
ara
ter��sti
as da m�aquinae o resultado. Implementamos tamb�em o algoritmo probabil��sti
o de Dehne.Por �m, apresentamos no 
ap��tulo 7 as 
onsidera�
~oes �nais de nosso trabalho.



Cap��tulo 2Algoritmos Seq�uen
iais
2.1 Introdu�
~aoAntes de apresentarmos os algoritmos seq�uen
iais, vamos de�nir o problema dofe
ho 
onvexo.De�ni�
~ao: Dado um 
onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de n pontos no plano ounum espa�
o de dimens~ao qualquer maior que dois, o fe
ho 
onvexo de S, denotadoCH(S), �e o menor pol��gono 
onvexo que 
ont�em todos os pontos de S.Seja E d um espa�
o eu
lidiano d-dimensional. Um 
onjunto S em E d �e 
onvexo se8x; y 2 S, o segmento xy � S.Problema do fe
ho 
onvexo [39℄: Dado um 
onjunto S = fp1; p2; � � � ; png depontos no plano, en
ontrar CH(S), o fe
ho 
onvexo dos pontos de S.Existem v�arios algoritmos seq�uen
iais para en
ontrar o fe
ho 
onvexo de um
onjunto S de pontos no plano. Vamos examinar alguns deles, espe
ialmente, aquelesde 
omplexidade O(n logn) que servir~ao na 
omputa�
~ao lo
al do modelo de granula-ridade grossa CGM.Considere um ponto p no plano, de 
oordenadas (x; y). A abs
issa de p ser�adenotada por x(p) e a ordenada denotada por y(p).

6



2.2 Algoritmo Arestas-Extremas 72.2 Algoritmo Arestas-ExtremasO algoritmo [39℄ identi�
a arestas do fe
ho 
onvexo ao inv�es de v�erti
es extremos.Uma aresta xy �e uma aresta �extrema de um 
onjunto de pontos S se x e y foremv�erti
es extremos e todos os pontos de S est~ao sobre ou de um mesmo lado da aresta.Considere o segmento (a; b) e um ponto 
 (Figura 2.1). Se a tripla (a; b; 
) formaum 
ir
uito anti-hor�ario 
omo mostra a �gura 2.1, ent~ao 
 �e dito �a esquerda de (a; b).Analogamente, 
0 �e dito �a direita de (a; b) se (a; b; 
0) forma um 
ir
uito hor�ario.PSfrag repla
ements a b


0Figura 2.1: O ponto 
 est�a �a esquerda do segmento (a; b) e o ponto 
0 est�a �a direitado segmento (a; b).Algoritmo Arestas-ExtremasEntrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.Sa��da: As arestas extremas de CH(S)for 
ada i dofor 
ada j; j 6= i dofor 
ada k; k 6= i; k 6= j doif pk n~ao est�a �a esquerda ou sobre (pi; pj)then pi; pj n~ao �e aresta de CH(S).O algoritmo a
ima tem 
omplexidade de tempo O(n3), pois existem três la�
osen
aixados e 
ada um desses la�
os far�a O(n) itera�
~oes.



2.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente 82.3 Algoritmo Embrulho-para-PresenteO algoritmo Embrulho-para-Presente (Gift-Wrapping) tamb�em �e 
onhe
ido 
omoalgoritmo de Jarvis [32, 39, 43℄ e pode ser visto 
omo uma varia�
~ao do algoritmoArestas-Extremas [39℄. Ele usa a aresta extrema mais re
entemente en
ontrada paraa
har a pr�oxima aresta. A id�eia fun
iona, pois sabemos que no fe
ho 
onvexo, umaaresta est�a 
one
tada a outra, que por sua vez est�a ligada a uma outra aresta e assimpor diante. Para a
har a pr�oxima aresta extrema, testamos O(n) 
andidatas para
ada aresta extrema en
ontrada. Logo a 
omplexidade do algoritmo �e O(n2), quereduz por um fator de n a 
omplexidade do algoritmo Arestas-Extremas.2.3.1 AlgoritmoSeja S um 
onjunto de n pontos no plano. Suponhamos que n~ao existem trêspontos em S que sejam 
olineares. Seja a uma aresta de CH(S) ligando o pontop e o ponto q onde x(p) < x(q). A id�eia 
have do algoritmo [32℄ �e a
har o pontor tal que o ângulo polar �r entre rq e a reta passando pela aresta a seja m��nimo.Essa observa�
~ao �e do algoritmo Arestas-Extremas que bus
a 
olo
ar todos pontosde mesmo lado, 
omo mostra Figura 2.2. No in��
io n~ao temos nenhuma aresta de
PSfrag repla
ements

p qa Lrangulo polarFigura 2.2: A aresta qr e a reta passando pela aresta a tem o menor ângulo polar.CH(S). Basta es
olher o mais baixo ponto p0 em S (isto �e, 
om menor y(p0)). AFigura 2.3 mostra 
omo en
ontrar o ponto p1 em S de menor ângulo polar (sentidoanti-hor�ario) em rela�
~ao a p0 e a reta horizontal.



2.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente 9Abaixo en
ontra-se o algoritmo Embrulho-Para-Presente.PSfrag repla
ements
p0 p1

p2p3p4 LFigura 2.3: As opera�
~oes feitas pelo algoritmo Embrulho-para-Presente.Algoritmo Embrulho-Para-PresenteEntrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.Sa��da: As arestas extremas de CH(S) tais que elas apare
emna fronteira de CH(S) no sentido anti-hor�ario.1. En
ontre o ponto em S de menor ordenada.2. Seja i0 o ��ndi
e desse ponto. i i0.3. Seja L a reta horizontal passando por pi0 .4. repeata. for 
ada j; j 6= i doCal
ule o ângulo polar �j do ponto pj em rela�
~ao ao ponto pi e a reta L.b. Seja k o ��ndi
e do ponto pk tal que �k = minj�j
. Output pipk 
omo uma aresta de CH(S).d. L reta passando por pipk.e. i k.until i = i0.2.3.2 An�alise do AlgoritmoSeja h o n�umero de arestas extremas de CH(S). Ent~ao, no pior 
aso, o algoritmo tem
omplexidade de tempo O(hn) = O(n2). Se h �e pequeno, por exemplo, h = O(logn),a 
omplexidade �
a O(n logn).



2.4 Algoritmo Qui
khull 102.4 Algoritmo Qui
khullO problema de ordena�
~ao tem sido uma 
onstante fonte de inspira�
~ao para odesenvolvimento de algoritmos do fe
ho 
onvexo. O algoritmo que vamos ver nestase�
~ao, 
om algumas varia�
~oes, foi proposto independentemente por v�arios autoresquase ao mesmo tempo [10, 20, 30℄. Devido a semelhan�
a 
om o algoritmo Qui
ksort,o algoritmo que vamos des
rever foi batizado de Qui
khull [24, 39, 43℄.2.4.1 Des
ri�
~ao do AlgoritmoA id�eia b�asi
a �e tentar des
artar uma grande parte dos pontos que est~ao nointerior do fe
ho 
onvexo. O trabalho ent~ao 
on
entra nos pontos que est~ao pr�oximos�a fronteira. No in��
io, o algoritmo bus
a os pontos extremos que est~ao na posi�
~aomais a
ima, mais abaixo, mais �a esquerda e mais �a direita. No 
aso de empate,devem ser es
olhidos os pontos 
om menor abs
issa ou ordenada. Note que os pontosno interior do quadril�atero s~ao dispens�aveis para a 
onstru�
~ao do fe
ho 
onvexo,
omo mostra Figura 2.4. Para a
har o fe
ho 
onvexo, devemos 
on
atenar os quatrosubproblemas 
orrespondentes �as regi~oes triangulares que resultam ap�os eliminar ospontos interiores ao quadril�atero.

Figura 2.4: O algoritmo des
arta os pontos que se en
ontram no quadril�atero formadopelos quatro pontos extremos.Cada um dos quatro triângulos tem dois pontos que 
ertamente est~ao no fe
ho
onvexo. O algoritmo resolve re
ursivamente 
ada um dos quatro subproblemas ob-tidos. Para isso, sejam a e b os pontos extremos do 
onjunto que formam a base dotriângulo. O algoritmo en
ontra um ponto 
 mais distante do segmento ab (que es-



2.4 Algoritmo Qui
khull 11tar�a no fe
ho 
onvexo), des
arta os pontos que est~ao no interior do triângulo formadopelos pontos a, b e 
 e parti
iona o problema em dois subproblemas idênti
os meno-res. Esses dois subproblemas s~ao resolvidos re
ursivamente. A Figura 2.5 mostra ospontos a; b e 
.O algoritmo est�a des
rito abaixo.
PSfrag repla
ements a

b

Figura 2.5: O Qui
hull des
arta os pontos que est~ao no interior do triângulo formadopelos pontos a; b e 
.Algoritmo Qui
khullEntrada: Dois pontos distintos a e b e um 
onjunto S de pontosno plano tal que todo ponto de S est�a �a esquerda da retapassando por a e b.Sa��da: Fe
ho 
onvexo CH(S) de S.1. if S = ; then return ab.2. elsea. 
 ponto 
om distân
ia m�axima ao segmento ab.b. A os pontos de S �a esquerda do segmento a
.
. B  os pontos de S �a esquerda do segmento 
b.d. return Qui
khull(a; 
; A) 
on
atenado 
om Qui
khull(
; b; B).2.4.2 An�alise de Complexidade.Na des
ri�
~ao do algoritmo a
ima, temos uma fase do pr�e-pro
essamento que 
on-siste em a
har os quatro pontos extremos. Essa fase 
usta O(n) opera�
~oes elementa-



2.5 Algoritmo Mergehull 12res, onde n �e o n�umero de pontos.A an�alise de 
omplexidade �e semelhante �a do Qui
ksort, depende do n�umero deelementos nos 
onjuntos A e B. Seja � = jAj e � = jBj. Se T (n) denota o tempopara a
har o fe
ho 
onvexo de n pontos. A 
omplexidade �e dada por:T (n) � T (�) + T (�) + dn,onde d �e uma 
onstante. O termo dn 
orresponde ao n�umero de opera�
~oes gastaspelo algoritmo Qui
khull para en
ontrar o ponto 
 e 
onstruir os 
onjuntos A e B.Se � = bn=2
 e � = dn=2e, a metade dos pontos est~ao em A e outra metade emB, teremos que: T (n) � T (bn=2
) + T (dn=2e) + dn.Isto �e uma rela�
~ao de re
orrên
ia 
uja a solu�
~ao �e:T (n) = O(n logn).No pior 
aso, a parti�
~ao deixa n�1 pontos de um mesmo lado e � = 1 e � = n�1.A equa�
~ao de re
orrên
ia �
a: T (n) � T (n� 1) + dn.Ao resolver essa re
orrên
ia 
hegamos a:T (n) � d+ d2 + � � �+ d(n� 2) + d(n� 1) + dn = O(n2).2.5 Algoritmo MergehullO algoritmo Mergehull �e 
hamado assim por 
ausa da sua similaridade 
om oalgoritmo MergeSort. Ele usa a t�e
ni
a de divis~ao-e-
onquista [12℄ para en
ontraro fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de n pontos. A estrat�egia de divis~ao-e-
onquista �e
omposta de três passos prin
ipais:� Divis~ao: O problema �e dividido em um n�umero de subproblemas de tamanhomenor.� Conquista: Os subprolemas s~ao resolvidos re
ursivamente. Quando o sub-problema tem o tamanho su�
ientemente pequeno, ele �e resolvido de maneiradireta.� Combina�
~ao: As solu�
~oes dos subproblemas s~ao 
ombinadas para obter umasolu�
~ao do problema original.



2.5 Algoritmo Mergehull 13Em Geometria Computa
ional, muitos problemas s~ao resolvidos, seq�uen
ialmente,atrav�es do paradigma de divis~ao-e-
onquista. Um destes problemas �e a determina�
~aodo fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de pontos no plano, que pode ser resolvido atrav�esdesta estrat�egia em tempo �otimo O(n logn). Na resolu�
~ao seq�uen
ial deste problema,as fases de divis~ao e 
onquista s~ao simples de se obter, a fase de 
ombina�
~ao �e a maistrabalhosa.2.5.1 Des
ri�
~ao do AlgoritmoAntes de apli
armos o algoritmo a um 
onjunto S de pontos dados, a primeira faseser�a de fazer um 
erto pr�e-pro
essamento que 
onsiste em ordenar os pontos dadosem rela�
~ao as suas abs
issas.A pr�oxima fase do Mergehull 
onsiste em dividir o 
onjunto de pontos em doissub
onjuntos A e B de tamanho bn=2
 e dn=2e, pela abs
issa (em 
aso de empate
onsidera-se a ordenada). Isso signi�
a dividir o problema em dois subproblemasde tamanho menor. Na fase seguinte s~ao resolvidos re
ursivamente os subproblemasindependentemente. A �ultima fase permite 
ombinar as solu�
~oes dos subproblemaspara obter a solu�
~ao do problema ini
ial.Para que o fe
ho 
onvexo seja 
onstru��do em tempo O(n logn), deve-se ter 
ertezaque a �ultima fase seja exe
utada em tempo O(n). A id�eia �e es
olher o ponto mais�a direita de A e mais �a esquerda de B, 
hamaremos de pontos ui e vj. Para a
hara aresta do fe
ho \de baixo" es
orregue o segmento uivj para baixo, de um ladoe depois do outro, at�e que as extremidades do segmento tangente pro
urado sejamen
ontradas, 
omo mostra Figura 2.6. A aresta de 
ima �e en
ontrada da maneiraan�aloga. Essa id�eia foi sugerida por Preparata e Hong [42℄.Temos a seguir os algoritmos A
ha Tangente-Inferior e Mergehull.Algoritmo: A
ha Tangente-InferiorEntrada: Dois fe
hos 
onvexos CH(A) e CH(B).Sa��da: O segmento `tangente' inferior a CH(A) e CH(B).1. vi  v�erti
e mais �a direita de CH(A).2. uj  v�erti
e mais �a esquerda de CH(B).3. while T = uivj n~ao �e tangente inferior de CH(A) e CH(B) doa. while T n~ao �e tangente inferior de CH(B) doj  j + 1.



2.5 Algoritmo Mergehull 14PSfrag repla
ements
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Figura 2.6: O algoritmo A
ha Tangente-Inferior 
ome�
a 
om (ui; vj) = (3; 7) e ter-mina 
om (ui; vj) = (1; 10).b. while T n~ao �e tangente inferior de CH(A) doi i� 1.4. return T .O algoritmo sup~oe que os pontos vi de CH(A) e os pontos uj de CH(B) est~aoem sentido anti-hor�ario. A aritm�eti
a envolvendo os ��ndi
es �e m�odulo o tamanho dorespe
tivo 
onjunto A ou B.No algoritmo a
ima, dizer que \T = uivj" n~ao �e tangente inferior de CH(A) �eequivalente a ui�1 est�a �a direita do segmento uivj. Da maneira an�aloga, \T = uivj"n~ao �e tangente inferior de CH(B) �e equivalente a vj+1 est�a �a direita do segmentouivj.Algoritmo: MergehullEntrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos no plano.(Suponha que est~ao ordenados pela abs
issa.)Sa��da: O fe
ho 
onvexo de S.1. if jSj � k0, onde k0 �e uma 
onstante pequena, 
onstrua o fe
ho
onvexo diretamente por algum m�etodo e return.2. Parti
ione o 
onjunto S em 
onjuntos A 
om bn=2
 pontos eB 
om dn=2e.3. Re
ursivamente 
onstrua o fe
ho 
onvexo de A e B.4. Construa o fe
ho 
onvexo de A [ B.



2.6 Algoritmo de Graham 152.5.2 An�alise do AlgoritmoO pr�e-pro
essamento do algoritmo Mergehull 
onsiste em ordenar os pontos do
onjunto S. Se usarmos o algoritmo Heapsort ou Mergesort [12℄, a 
omplexidade detempo dessa fase �e O(n logn). Na fase de 
ombina�
~ao, os la�
os s~ao exe
utados O(n)vezes. Isto signi�
a que as tangentes inferior e superior podem ser 
onstru��das emtempo O(n). Ent~ao, a 
omplexidade de tempo da fase de 
ombina�
~ao �e O(n).Se T (n) �e a 
omplexidade de tempo do algoritmo Mergehull, ao resolver umainstân
ia de tamanho n, teremos:T (n) � T (bn=2
) + T (dn=2e) + 
n = O(n logn),onde 
 �e uma 
onstante.Portanto, a 
omplexidade de tempo do algoritmo Mergehull �e O(n logn).2.6 Algoritmo de GrahamO 
onstru�
~ao do fe
ho 
onvexo de um 
onjunto S de pontos pelo algoritmo deGraham [29℄ �e feita em duas fases. Primeiramente, um pr�e-pro
essamento �e realizadopara sele
ionar um ponto p0 em S de ordenada m��nima e ordenar os pontos restantespelo ângulo ao redor de p0. A segunda fase do algoritmo 
onsiste em pro
essariterativamente os pontos, 
onstruido uma seq�uên
ia de fe
hos 
onvexos que 
onvergepara CH(S).2.6.1 Pr�e-pro
essamentoA fase de pr�e-pro
essamento 
onsiste em a
har um ponto p0 de S. O ponto p0 vaiser o ponto em S 
om a menor ordenada. Em 
aso de empate, es
olheremos entre ospontos 
om a menor ordenada, o ponto 
om a maior abs
issa.O passo seguinte de pr�e-pro
essamento 
onsiste em ordenar os pontos de Snfp0gem rela�
~ao ao ângulo polar que estes pontos formam ao redor do ponto p0. Se doispontos têm o mesmo ângulo polar (
olineares), des
arta o ponto mais pr�oximo de p0.Veja a �gura 2.7.



2.6 Algoritmo de Graham 162.6.2 Constru�
~ao do Fe
ho ConvexoA segunda fase 
onstr�oi o fe
ho 
onvexo. Nesta fase, os pontos s~ao examinadosna ordem que estes foram 
olo
ados pelo pr�e-pro
essamento. Em 
ada itera�
~ao, ospontos de fe
ho 
onvexo j�a en
ontrados est~ao em uma pilha identi�
ada pela vari�aveltopo. Para 
ada ponto pi, se o ângulo entre Ttopo�1Ttopo e Ttopopi for menor que1800, empilha pi sen~ao desempilha. Note que alguns pontos que eram pontos dofe
ho 
onvexo anterior, podem n~ao ser pontos do fe
ho 
onvexo 
orrente. No �nal da�ultima itera�
~ao do algoritmo, a pilha 
ont�em os pontos do fe
ho 
onvexo.A seguir o algoritmo de Graham.PSfrag repla
ements
p0 1 23456

Figura 2.7: Os pontos ordenados 
onforme o ângulo polar que estes formam ao redordo ponto p0.Algoritmo: GrahamEntrada: Um 
onjunto �nito S de pontos no plano (n > 3).Sa��da: O fe
ho 
onvexo de S.1. En
ontre p0 o ponto em S 
om ordenada m��nima, em 
aso de empatetome o ponto mais �a direita.2. Ordene pontos pelo ângulo (elimine os empates es
olhendo o ponto maisdistante). Sejam p1; � � � ; pn�1 os pontos de S ordenados.3. T  ;4. Empilhe p0; p1; p2 na pilha T .5. i 3.6. while i < n doa. if pi est�a �a esquerda de (ptopo�1; ptopo) then



2.6 Algoritmo de Graham 17Empilhe pi e i i+ 1b. else Desempilhe ptopo.7. return T .2.6.3 An�alise do AlgoritmoA an�alise de 
omplexidade de tempo depende das fases do algoritmo. O primeiropasso do algoritmo, na fase de pr�e-pro
essamento, pode ser feito em tempo O(n). O
usto total da fase de pr�e-pro
essamento �e dominado pelo 
usto da ordena�
~ao dospontos que �e O(n logn) no segundo passo.A segunda fase do algoritmo vai da linha 3 at�e 7. As linhas 3, 4 e 5 s~ao exe
utadasem tempo 
onstante (O(1)). O n�umero total de exe
u�
~oes do 
omando while da linha6 ser�a O(n). Portanto, o n�umero de opera�
~oes Empilha e Desempilha na exe
u�
~aodo algoritmo �e O(n).Assim, a 
omplexidade de tempo total do algoritmo �e O(n logn).



Cap��tulo 3Modelos de Computa�
~ao Paralela
Neste 
ap��tulo apresentamos uma vis~ao geral sobre alguns modelos de 
ompu-ta�
~ao paralela. Os modelos PRAM e CGM v~ao ser usados no nosso trabalho para odesenvolvimento dos algoritmos paralelos que resolvem o problema do fe
ho 
onvexo.Esse 
ap��tulo �e baseado no 
ap��tulo 20 do livro de Capa Rumeur [1℄.3.1 Introdu�
~aoUm dos prin
ipais objetivos deste 
ap��tulo �e expor os diferentes modelos de 
om-puta�
~ao paralela, do PRAM ao modelo CGM. A diversidade dos modelos de 
om-puta�
~ao paralela apresentados na literatura �e tal que uma apresenta�
~ao exaustiva �ehoje quase imposs��vel. Vamos apresentar as grandes 
lasses de modelos e fo
ar nossaapresenta�
~ao ao redor de uma 
lassi�
a�
~ao. A 
lassi�
a�
~ao que apresentaremos ser�ae�
az pois 
ontinua 
ompat��vel 
om os outros modelos da literatura.O segundo objetivo desse 
ap��tulo �e mostrar a in
uên
ia do modelo de 
omputa�
~aoparalela no desenvolvimento dos algoritmos paralelos. Por exemplo, um algoritmode ordena�
~ao ou de invers~ao de matrizes n~ao �e tratado da mesma maneira sobre omodelo PRAM e sobre o modelo BSP. No primeiro 
aso, o n�umero de pro
essadores�e ligado ao tamanho do problema e os pro
essadores a
essam uma mem�oria 
omum.No modelo BSP, o n�umero de pro
essadores �e um dado do modelo e os pro
essadoresse 
omuni
am por tro
a de mensagens.O destaque vai tamb�em na adequa�
~ao do modelo 
om a realidade das m�aquinasparalelas atuais. �E 
onveniente, entretanto, de n~ao se fo
alizar sobre esse parâmetro.Por um lado a te
nologia evolui t~ao rapidamente, que n~ao se pode a�rmar que as18



3.1 Introdu�
~ao 19m�aquinas atuais s~ao representativas das m�aquinas da pr�oxima gera�
~ao. A de�ni�
~aode novos modelos pode ser vista de fato 
omo uma maneira de determinar os fun-
ionamentos dos algoritmos paralelos no futuro. Como no 
aso de modelo de vonNeumann para a 
omputa�
~ao seq�uen
ial, o modelo de 
omputa�
~ao paralela deve es-tabele
er uma ponte entre o software e o hardware [31, 34℄. Por outro lado, existemoutros parâmetros que v~ao determinar a importân
ia de um modelo tais 
omo:� a portabilidade;� a es
alabilidade;� a 
apa
idade de desenvolver uma teoria da 
omplexidade;� a fa
ilidade de utiliza�
~ao;� a ampla apli
abilidade 
om respeito �as m�aquinas existentes e futuras.Cada um desses 
rit�erios tem importân
ia variada 
onforme a utiliza�
~ao feita domodelo. A teoria de 
omplexidade prefere 
ertamente o modelo PRAM ao modelomais pr�oximo das m�aquinas, por�em mais di�
ilmente trat�avel. Contrariamente, umprogramador de uma apli
a�
~ao espe
���
a sobre uma 
ategoria de m�aquinas espe
���
ausaria um modelo 
orrespondente a todas as 
ara
ter��sti
as da m�aquina tais 
omoentrada/sa��da, 
a
he, et
.O 
usto de tempo �e um outro fator que pode in
uen
iar uma poss��vel 
lassi�-
a�
~ao linear de modelos. Por exemplo, para resolver os problemas 
omo a predi�
~aometeorol�ogi
a ou o 
�al
ulo de trajet�oria de uma sonda sobre Marte, �e importante seaproximar da m�aquina. Assim, adaptar-se-ia um produto de matrizes �a estrutura dam�aquina para exe
ut�a-lo o mais rapidamente poss��vel. Entretanto, se a pergunta so-bre a 
omplexidade do produto de matrizes for levada em 
onta, uma tal aproxima�
~aon~ao permite resposta satisfat�oria, pois uma m�aquina �e muito pou
o est�avel no tempopara que possa desenvolver uma teoria da 
omplexidade sobre essas 
ara
ter��sti
as.Esta �e uma das raz~oes pelas quais em teoria da 
omplexidade o modelo PRAM �e omelhor adaptado.Muitos modelos de 
omputa�
~ao paralela foram apresentados nos �ultimos anos.A se�
~ao 3.2 des
reve e 
lassi�
a os modelos de 
omputa�
~ao paralela. Nessa se�
~ao,vamos falar do modelo PRAM [33℄ que vai ser usado para desenvolver um algoritmoparalelo para o problema do fe
ho 
onvexo. Nessa mesma se�
~ao veremos um outro



3.2 Classi�
a�
~ao dos Modelos de Computa�
~ao Paralela 20modelo mais re
ente e real��sti
o, o CGM [13, 14, 15, 16℄. Esse modelo servir�a parao desenvolvimento de outros algoritmos paralelos de nosso trabalho. A se�
~ao 3.3
on
lui o 
ap��tulo 
om as perspe
tivas dos modelos de paralelismo.3.2 Classi�
a�
~ao dos Modelos de Computa�
~ao Pa-ralelaO objetivo dessa se�
~ao n~ao �e listar o 
onjunto de modelos de 
omputa�
~ao paralelaapresentado na literatura nesses �ultimos anos. Pro
ura-se 
on
entrar sobre algunsprin
ipais modelos para 
ompreender as suas 
ara
ter��sti
as mais importantes.3.2.1 Apresenta�
~ao dos Prin
ipais ModelosPor prin
ipais modelos, entendemos os modelos 
ujo impa
to sobre a an�alise dosalgoritmos �e 
onsider�avel em termos de n�umero de publi
a�
~oes usando esses modelos
omo base da des
ri�
~ao e do estudo das suas 
omplexidades. Todos esses modelostêm vantagens e desvantagens, as quais dis
utiremos. Muitos modelos s~ao, ali�as, asvaria�
~oes ao redor de modelos des
ritos abaixo. Na subse�
~ao 3.2.3, 
lassi�
aremos osmodelos apresentando suas prin
ipais propriedades.Modelo PRAMO modelo PRAM �e histori
amente o primeiro a apare
er. Ele 
orresponde a vis~aode uma m�aquina paralela 
omo um 
onjunto de m�aquinas seq�uen
iais a
essando auma mem�oria 
omum.Da maneira formal, no modelo PRAM est~ao dispon��veis um 
onjunto arbitraria-mente grande de pro
essadores, 
ada um possuindo um 
onjunto �nito de registrado-res e tendo a
esso a mem�oria 
omum, de tamanho tamb�em arbitr�ario. O n�umero depro
essadores e o tamanho da mem�oria s~ao os parâmetros do modelo e a 
omplexida-de dos problemas ser�a expressa em fun�
~ao desses parâmetros. Em geral o n�umero depro
essadores �e 
onsiderado da mesma grandeza que o tamanho da mem�oria. Umam�aquina PRAM de n pro
essadores pode poten
ialmente exe
utar n instru�
~oes si-multanemente. Essas instru�
~oes podem ser idênti
as ou n~ao em 
ada pro
essador.
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essadores a
essam a mem�oria 
omum em tempo 
onstante, pois n~ao h�ao 
usto de 
omuni
a�
~ao.O modelo PRAM foi usado para o estudo da 
omplexidade paralela dos problemasfundamentais. Esse modelo permite a de�ni�
~ao formal de 
lasses de 
omplexidade
omo a 
lasse NC, 
orrespondendo ao 
onjunto de problemas do tamanho n solu-
ion�aveis em tempo polilogar��tmi
o sobre um n�umero polinomial de pro
essadores.Uma das 
onje
turas mais famosas de algoritmos paralelos �e de saber se P = NC,o que signi�
a, se o 
onjunto dos problemas solu
ion�aveis seq�uen
iamente em tem-po polinomial podem ser resolvidos em tempo polilogar��tmi
o sobre uma m�aquinaPRAM 
om um n�umero polinomial de pro
essadores. Note que o 
ontr�ario �e trivialpela simples simula�
~ao de n pro
essadores em um �uni
o pro
essador: 
ada etapaparalela ne
essitando O(n) etapas seq�uen
iais.Modelo de topologias expl��
itasO modelo PRAM deveria ser um padr~ao para a 
omputa�
~ao paralela, mas apesarda sua importân
ia no desenvolvimento de algoritmos, ele n~ao 
onsegue atingir a exa-ta no�
~ao do paralelismo. A prin
ipal desvantagem desse modelo �e de n~ao 
onsiderara estrutura das m�aquinas dispon��veis. Hoje, a maioria das m�aquinas tem mem�oriadistribu��da, uma estrutura bem diferente do PRAM. Um outro problema s�erio domodelo PRAM �e ligado �a mem�oria global e �a hip�otese de leitura/es
rita em tempo
onstante, que n~ao 
orrespondem �as m�aquinas existentes. O a
esso �a mem�oria lo-
al �e mais r�apido que o a
esso �a mem�oria do pro
essador vizinho, que por sua vez�e menos 
aro que o a
esso �a mem�oria de um pro
essador distante (n~ao 
one
tadodiretamente).Foram introduzidos novos modelos, 
om topologias expl��
itas tais 
omo grade, hi-per
ubo, et
. As arquiteturas MIMD (Multiple Instru
tions Multiple Data) e SIMD(Single Instru
tion Multiple Data) levaram a dois tipos de modelos: os modelos degranularidade �na modelando as m�aquinas SIMD, em parti
ular os Conne
tion Ma-
hines CM1 e CM2 [23℄, e os modelos de granularidade grossa modelando as m�aquinastais 
omo iPC'S de Intel, ou as m�aquinas a base de Transputers [4℄ na Europa.Esses modelos permitiram o desenvolvimento de um n�umero grande de algorit-mos. Emergiram os paradigmas de programa�
~ao paralela tais 
omo pipeline, parti�
~aode dados, balan
eamento de 
arga e agrupamento de mensagens. Tamb�em foram 
o-lo
adas em evidên
ia t�e
ni
as de programa�
~ao 
omplexas e problemas fundamentais
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uen
iaram o 
omportamento dos algoritmos em rela�
~ao aos mo-delos de topologia expl��
ita. Por um lado, as 
omuni
a�
~oes das m�aquinas paralelasmodernas tendem dissimular a distân
ia entre os pro
essadores que se 
omuni
am.Isto �e, dois pro
essadores vizinhos ou distantes n~ao modi�
am, na teoria, o 
ustoda 
omuni
a�
~ao. Por outro lado, o paradigma de tro
a de mensagem 
ompete 
omoutros paradigmas, 
omo a mem�oria virtualmente 
ompartilhada, na qual a topologian~ao �e mais um 
rit�erio a 
onsiderar na 
on
ep�
~ao de um algoritmo. Nenhuma topo-logia emergiu 
omo 
andidata universal de rede de inter
onex~ao de pro
essadores deuma m�aquina paralela.As observa�
~oes a
ima fazem apare
er os modelos que n~ao 
onsideram a topologia,ou seja, a topologia se d�a de maneira impl��
ita atrav�es de outros parâmetros. Um dosmodelos mais 
onhe
idos �e o modelo BSP [47℄. Nesse modelo, a m�aquina paralela �e
onsiderada 
omo um 
onjunto de p pro
essadores que se 
omuni
am, dispondo de umpro
esso de sin
roniza�
~ao. Os algoritmos no modelo BSP 
onsistem de uma seq�uên
iade superpassos. Em 
ada superpasso temos duas fases: uma fase de 
omputa�
~ao lo
ale uma fase de 
omuni
a�
~ao. A 
ada �nal de 
omputa�
~ao lo
al, 
ada pro
essadorefetua as tro
as de mensagens 
om os demais pro
essadores. Re
ebendo informa�
~oesne
ess�arias para a 
omputa�
~ao no pr�oximo superpasso. Esse modelo n~ao 
onsidera atopologia de rede, s�o nos 
ustos de 
omuni
a�
~ao e sin
roniza�
~ao que a topologia pode�
ar aparente.Os modelos sem topologias tais 
omo BSP e CGM (uma variante do BSP, a servisto em seguinte) �zeram um grande su
esso na �area de 
omputa�
~ao paralela. Ofato de n~ao 
onsiderar a topologia faz 
om que a an�alise dos algoritmos tenha umresultado 
onsider�avel. A portabilidade dos algoritmos �e um outro fator positivo.A riqueza desses modelos se d�a tamb�em atrav�es das simula�
~oes formais de outrosmodelos, 
omo o PRAM.3.2.2 ModelosAgora vamos fo
alizar nossa aten�
~ao sobre os modelos seguintes: PRAM, BSP,CGM e G-RAM de granularidade �na ou de granularidade grossa. Esses modelos
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ipais 
ara
ter��sti
as dos modelos do paralelismo.Modelo PRAMNo modelo de mem�oria 
ompartilhada existem dois modos b�asi
os de opera�
~ao.De um lado, o modo 
hamado s��n
rono, onde todos pro
essadores pro
essam sin
ro-namente sob o 
ontrole de um mesmo rel�ogio. O nome padr~ao para o modelo demem�oria 
ompartilhada s��n
rono �e modelo de m�aquina paralela de a
esso ale�at�orioou PRAM. Por outro lado, h�a o modelo 
hamado ass��n
rono, onde 
ada pro
essadoropera sob rel�ogios separados. Nesse modo de opera�
~ao, os pontos de sin
roniza�
~aoapropriados s~ao de responsabilidade do programador, sempre que ne
ess�arios. A�gura 3.1 mostra uma vis~ao geral do modelo de mem�oria 
ompartilhada.PSfrag repla
ements Mem�oria 
ompartilhada
P1 P2 P3 PpFigura 3.1: O modelo de mem�oria 
ompartilhada.O modelo PRAM �e o mais usado para 
omputa�
~ao paralela. Apesar de ser ummodelo muito importante e usado para o desenvolvimento de algoritmos, n~ao �e ummodelo real��sti
o e n~ao �e adequado na pr�ati
a. Esse modelo ofere
e uma ex
elenteplataforma para estudar o paralelismo, uma vez que se abstrai de detalhes de imple-menta�
~ao 
omo a
esso a dados. Ele usa o modo de 
omuni
a�
~ao s��n
rono, ou sejaos pro
essadores exe
utam as instru�
~oes 
om um mesmo rel�ogio. Cada pro
essador�e uma RAM seq�uen
ial. Os pro
essadores podem exe
utar diferentes instru�
~oes em
onjuntos de dados diferentes.Como a mem�oria �e 
ompartilhada, os pro
essadores trabalham 
on
orrentemente.Pode o
orrer de dois ou mais pro
essadores tentarem a
essar (para leitura ou es
rita)simultaneamente uma mesma posi�
~ao de mem�oria. O a
esso �e feito das seguintesformas:
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lusive Read, Ex
lusive Write). N~ao �e permitido o a
esso 
on
or-rente para leitura ou para es
rita em uma mesma posi�
~ao de mem�oria.� CREW (Con
urrent Read, Ex
lusive Write). O a
esso �e permitido para leiturasimultânea de uma mesma posi�
~ao de mem�oria por v�arios pro
essadores.� CRCW (Con
urrent Read, Con
urrent Write). A leitura e a es
rita 
on
orren-te s~ao permitidas na mesma posi�
~ao de mem�oria. Para administrar os poss��veis
on
itos temos os 
rit�erios seguintes:{ modelo CRCW 
om es
rita arbitr�aria: um dos pro
essadores deve tersu
esso na es
rita, n~ao importando qual deles.{ modelo CRCW 
om es
rita 
omum: �e ne
ess�ario que todos os pro
essa-dores em 
on
ito es
revam o mesmo valor.{ modeloCRCW 
om es
rita priorit�aria: o pro
essador 
om��ndi
e menortem prioridade para es
rever.Modelo G-RAMOmodeloG-RAM �e um modelo para as m�aquinas paralelas �a mem�oria distribu��da.A rede de inter
onex~ao da m�aquina paralela �e representada por um grafo G, ondeos v�erti
es s~ao os pro
essadores e as arestas representam os 
anais de 
omuni
a�
~ao.Nesse modelo existem duas 
ategorias prin
ipais. Por um lado, h�a o modelo degranularidade grossa, que tem dois parâmetros distintos: o n�umero de pro
essadoresp e o tamanho do problema n. Por outro lado, o modeloG-RAM de granularidade �nasup~oe-se que a identidade desses dois parâmetros, pelo menos uma rela�
~ao esp�e
i�
aem termo de ordem de grandeza. Geralmente, sup~oe-se que a m�aquina tem �(n)pro
essadores. Como no modelo PRAM, o n�umero de pro
essadores �e arbitrariamentegrande no modelo G-RAM de granularidade �na.Nos dois 
asos, o modelo �e s��n
rono. No modelo de granularidade �na, 
ada etapa
onsiste de uma 
omputa�
~ao lo
al e de tro
as de dados 
om outros pro
essadores.Como para o PRAM, este modelo pode distinguir diferentes hip�oteses 
onforme a
apa
idade dos pro
essadores de se 
omuni
ar, simultaneamente ou n~ao, 
om v�ariosvizinhos. No modelo G-RAM de granularidade grossa, 
ada pro
essador efetua umgrande n�umero de 
�al
ulos lo
ais antes de agrupar os dados a enviar durante a fasede 
omuni
a�
~ao.
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~ao Paralela 25N~ao h�a possibilidade de 
omuni
a�
~oes distantes e/ou globais nos dois tipos degranularidade. Assim, se um dado deve ir para um pro
essador n~ao vizinho, esse dadodeve passar pelos pro
essadores ou 
aminhos intermedi�arios. Do mesmo modo, se umpro
essador deve mandar uma mensagem a um 
onjunto de outros pro
essadores,todos os pro
essadores dever~ao parti
ipar. As 
omuni
a�
~oes ne
essitar~ao de v�ariasetapas1. O n�umero de etapas depende fortemente da topologia de rede e do grafo G.Modelo BSPO modelo BSP, proposto por L. G. Valiant [47℄, �e um dos prin
ipais modelosreal��sti
os, que bus
a abstrair a topologia de rede e apresentar uma des
ri�
~ao atrav�esde parâmetros num�eri
os. Ele �e um modelo de prop�osito geral e um 
andidato a setornar o padr~ao para a 
omputa�
~ao paralela, 
om resultados e�
ientes tanto para oprojeto quanto para exe
u�
~ao pr�ati
a de algoritmos.A m�aquina BSP 
onsiste de um 
onjunto de p pro
essadores 
om mem�oria lo
al.Os pro
essadores se 
omuni
am atrav�es de algum meio de inter
onex~ao, 
ontroladospor um roteador 
om fa
ilidade de sin
roniza�
~ao peri�odi
a global.Um algoritmo no modelo BSP 
onsiste de uma seq�uên
ia de superpassos (su-persteps). Nestes, os pro
essadores operam independentemente realizando 
�al
uloslo
ais e tro
as de mensagens atrav�es de opera�
~oes de envio e re
ebimento. Uma men-sagem enviada �e re
ebida no pr�oximo superpasso. No �nal de um superpasso, umabarreira de sin
roniza�
~ao �e realizada. Os 
ustos de 
omuni
a�
~ao dependem de doisparâmetros, a saber:� L: a latên
ia, que �e o tempo m�aximo de um superpasso;� g: que des
reve a vaz~ao (throughput) do roteador, medida 
omo a raz~ao entre on�umero de opera�
~oes de 
omputa�
~ao lo
al por segundo pelo n�umero de palavrastransmitidas pelo roteador por segundo (
omputa�
~ao / 
omuni
a�
~ao).Se um pro
essador envia h dados e re
ebe h0 durante a fase de 
omuni
a�
~ao, o 
ustodessa 
omuni
a�
~ao ser�a de L +max(h; h0)g. Ent~ao, o 
usto total da fase de 
omuni-
a�
~ao �e maxi=1;���;pfL+max(hi; h0i)gg, onde hi e h0i representam os n�umeros de dadosenviados e re
ebidos, respe
tivamente. O modelo BSP permite que o valor de L seja1Falaremos sobre isso na se�
~ao 3.2.3.
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ontrolado pelo programa, mesmo em tempo de exe
u�
~ao. As restri�
~oes de softwaree de hardware devem ser 
onsideradas na es
olha de L.A simula�
~ao de algoritmos PRAM no modelo BSP foi tamb�em dis
utida por L.G. Valiant [47℄.Modelo CGMO modelo CGM para 
omputadores paralelos 
om mem�oria distribu��da foi pro-posto por F. Dehne [13, 14, 15℄ 
om a inspira�
~ao no modelo BSP [47℄. Ele privilegia a
omputa�
~ao lo
al, minimizando as opera�
~oes globais. Nesse modelo, os pro
essadorespossuem uma mem�oria lo
al de tamanho O(n=p), onde n �e o tamanho da entrada e p�e o n�umero de pro
essadores. Em geral, p << n. Veja a �gura 3.2. A preo
upa�
~ao �eaumentar a granularidade das m�aquinas paralelas. Isto signi�
a aumentar a quan-
PSfrag repla
ements Rede de inter
onex~ao

n=p n=p n=p n=pFigura 3.2: O modelo CGM de mem�oria distribu��da.tidade de opera�
~oes lo
ais exe
utadas por um pro
essador sem se 
omuni
ar 
omoutros. Cada pro
essador �e 
one
tado por um roteador que pode tro
ar mensagensponto a ponto.Um algoritmo em CGM 
onsiste da alternân
ia entre fases de 
omputa�
~ao lo
ale rodadas de 
omuni
a�
~ao separadas por uma barreira de sin
roniza�
~ao. Seja R on�umero de rodadas, o esquema gen�eri
o �e:For i = 1 to R dof
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omputa�
~ao lo
al)i(rodada de 
omuni
a�
~ao)ig Uma fase de 
omputa�
~ao lo
al mais uma rodada de 
omuni
a�
~ao �e equivalente aum superpasso no modelo BSP. Nessa rodada, usualmente devemos utilizar o melhoralgoritmo seq�uen
ial em 
ada pro
essador e pro
essar os seus dados lo
almente.Em uma rodada de 
omuni
a�
~ao, 
ada pro
essador pode enviar e re
eber nom�aximo um total de O(n=p) dados de outros pro
essadores. Al�em disso, o modeloCGM exige que todos os dados enviados de um pro
essador para outro em uma fasede 
omuni
a�
~ao sejam empa
otados em uma mensagem.O 
usto de 
omuni
a�
~ao no modelo CGM �e medido pelo n�umero de rodadasde 
omuni
a�
~ao. V�arios algoritmos CGM 
onhe
idos para problemas geom�etri
osne
essitam de um n�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao 
onstante ou O(log p) [18℄.O modelo CGM �e parti
ularmente adequado para m�aquinas paralelas atuais, ondea velo
idade da 
omputa�
~ao lo
al �e 
onsideravelmente maior que a velo
idade de
omuni
a�
~ao entre pro
essadores.As implementa�
~oes dos algoritmos neste modelo, nas m�aquinas atualmente dis-pon��veis, se 
omportam bem e os speedups exibidos s~ao similares �aqueles previstosem suas an�alises. Assim, o objetivo do modelo CGM �e 
onstruir algoritmos queminimizam o n�umero de rodadas de 
omputa�
~ao lo
al e de 
omuni
a�
~ao.3.2.3 Classi�
a�
~aoA 
lassi�
a�
~ao dos modelos foi baseada em fun�
~ao de três 
rit�erios: a granulari-dade, a topologia e a maneira 
omo o 
usto de 
omuni
a�
~ao �e avaliado.A granularidade �e o primeiro fator de aproxima�
~ao dos modelos. Ela pode ser �naou grossa. No primeiro 
aso, o n�umero de pro
essadores �e arbitr�ario e geralmenteligado ao tamanho do problema. No segundo 
aso, o tamanho do problema n e on�umero de pro
essadores p s~ao dois parâmetros distintos. Em geral, os algoritmosfun
ionam ent~ao em rela�
~ao entre essas duas quantidades: n ' p permite o a
essor�apido na mem�oria lo
al mas multipli
a as 
omuni
a�
~oes, ao 
ontr�ario, n >> p limitao n�umero de 
omuni
a�
~ao, mas pode sobre
arregar a mem�oria lo
al de pro
essador.A granularidade �e uma medida do paralelismo dispon��vel e poss��vel de ser extra��da
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~ao Paralela 28de um problema.A topologia da m�aquina pare
e ser um parâmetro essen
ial na 
omputa�
~ao para-lela. Como sugere o modelo BSP, a topologia pode n~ao estar expli
itamente repre-sentada, mas pode apare
er de maneira impl��
ita atrav�es de outros parâmetros. Omodelo da topologia expl��
ita permite re�nar o algoritmo mas pode se tornar mui-to dependente da arquitetura. Contrariamente, o modelo da topologia impl��
ita �eport�avel, mas pode talvez se revelar pou
o 
on��avel 
om os resultados experimentaissobre a m�aquina.O 
usto de 
omuni
a�
~ao pode ser avaliado de diferentes formas. Vamos 
onsideraras 
omuni
a�
~oes �xas e as 
omuni
a�
~oes param�etri
as. No modelo das 
omuni
a�
~oes�xas, uma 
omuni
a�
~ao �e uma opera�
~ao atômi
a de 
usto unit�ario. No modelo dagranularidade �na, por exemplo, poderia ser uma tro
a de um dado entre dois pro-
essadores vizinhos; ao 
ontr�ario, na granularidade grossa, a no�
~ao de 
ustos �xos �edeli
ada. O modelo das 
omuni
a�
~oes param�etri
as �e um modelo no qual todas 
omu-ni
a�
~oes n~ao s~ao 
ontabilizadas de maneira idênti
a. Uma das medidas mais usadas�e a quantidade de dados enviadas. Mas outras medidas podem ser 
onsideradas tais
omo: o tempo de ini
ializa�
~ao e a distân
ia entre pro
essadores.Antes de 
lassi�
ar os diferentes modelos des
ritos a
ima, 
onforme os três 
rit�erios,lembramos que o objetivo n~ao �e de julgar. N~ao se tem, por enquanto, um modelouniversal satisfazendo todos os 
rit�erios de um bom modelo. Do ponto de vistafundamental, um bom modelo �e aquele em que podemos 
onstruir uma teoria ri
a,permitindo exprimir formalmente um grande n�umero de resultados 
onsiderados na-turalmente 
omo de primeira importân
ia. Como exemplo, a quest~ao de P = NC domodelo PRAM �e 
ru
ial e natural, pois �e leg��timo perguntar at�e quando um problemasol�uvel seq�uen
ialmente em tempo polinomial pode ser paralelizado. Na pr�ati
a, umbom modelo poderia ser um modelo em que o 
omportamento de muitas m�aquinas re-ais poderia ser expresso. �E 
onveniente bus
ar a quali�
a�
~ao dos modelos em fun�
~aode sua utilidade, visto que �e ilus�orio quanti�
ar seu valor intr��nse
o sobre uma es
alalinear for�
osamente arbitr�aria.A �gura 3.3 apresenta a 
lassi�
a�
~ao dos modelos em fun�
~ao dos 
rit�erios a
ima.No modelo PRAM a granularidade �e �na. A topologia �e impl��
ita no sentido que elan~ao �e 
onsiderada. Poderia ser estimado, ao 
ontr�ario, que o PRAM tem intrinse
a-mente uma topologia de grafo 
ompleto, ou ainda que a mem�oria 
ompartilhada �euma forma de topologia expl��
ita. Consideramos o modelo PRAM 
om a topologia
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ita, pois do ponto de vista da an�alise de algoritmos, a topologia n~ao interfere.
PSfrag repla
ements
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Figura 3.3: A 
lassi�
a�
~ao dos modelos. As 
omuni
a�
~oes em rela�
~ao ao 
usto s~ao�xas ou param�etri
as, as topologias s~ao impl��
itas ou expl��
itas e a granularidadegrossa ou �na.O modelo G-RAM SIMD �e um modelo de granularidade �na, 
omuni
a�
~ao �xae topologia expl��
ita. O termo SIMD faz referên
ia a toda uma gama de m�aquinasmassivamente paralelas, possuindo um �uni
o sequen
iador distribuindo as instru�
~oesao 
onjunto de pro
essadores. Nesse modelo, a topologia �e expl��
ita, tais 
omo gradee hiper
ubo. A natureza de granularidade �na impli
a quase ne
essariamente em
onsiderar as 
omuni
a�
~oes atômi
as de 
usto unit�ario.Os modelos BSP e CGM s~ao de granularidade grossa e de topologia impl��
ita. Os
ustos de 
omuni
a�
~ao fazem a diferen�
a entre eles. O BSP modela seus 
ustos 
on-siderando os parâmetros L e g. De fato, a topologia da m�aquina poderia ser o
ultadaatr�as dos parâmetros L e g do modelo BSP. O modelo CGM �e uma variante de modeloBSP. O objetivo dos algoritmos CGM �e de minimizar as fases de 
omuni
a�
~ao.Os modelos G-RAM MIMD e granularidade grossa s~ao ambos de topologia ex-pl��
ita e de granularidade grossa. A diferen�
a entre eles �e 
omo no 
aso dos modelosBSP e CGM, baseada no 
usto de 
omuni
a�
~ao. No modelo G-RAM MIMD, as 
omu-ni
a�
~oes s~ao modeladas �namente. Por exemplo, no modelo de tro
a de mensagem,o 
usto de 
omuni
a�
~ao de vizinho a vizinho �e modelado por uma fun�
~ao linear dotamanho L das mensagens: � + L� , onde � representa um tempo de ini
ializa�
~ao e1� a largura da banda de 
omuni
a�
~ao. No modelo por 
omuta�
~ao de 
ir
uitos, esse



3.3 Con
lus~ao 30mesmo tempo �e representado por � + d(x; y)Æ + L� , onde d(x; y) denota a distân
iaentre a origem x e o destino y, e Æ �e fun�
~ao de tempo de 
omuta�
~ao dos 
aminhos in-termedi�arios. As 
omuni
a�
~oes no modelo granularidade �na s~ao atômi
as 
om 
ustounit�ario.Observamos que duas 
asas s~ao vazias que 
orrespondem aos modelos de gra-nularidade �na, �as 
omuni
a�
~oes param�etri
as e �a topologia expl��
ita ou impl��
ita.Isso vem simplesmente do fato de que um modelo de granularidade �na sup~oe quemuitas vezes as 
omuni
a�
~oes s~ao atômi
as e de 
ustos unit�arios. As fases de 
omuni-
a�
~ao s~ao 
al
uladas onde 
ada fase tem um 
usto 
onstante. A quantidade de dadostransferidos �e 
onstante a 
ada fase.3.3 Con
lus~aoA de�ni�
~ao de um modelo resulta da es
olha a priori de aspe
tos a serem 
on-siderados. Assim, a 
on
ep�
~ao de um modelo 
om determinadas fun
ionalidades �esempre feita em detrimento de outras 
ara
ter��sti
as. O modelo PRAM �e simplese permite extrair o paralelismo. O modelo G-RAM de topologia expl��
ita garante aboa previsibilidade de 
ustos medidos. O modelo BSP permite o desenvolvimento dosalgoritmos gen�eri
os. �E re
omend�avel 
onhe
er todas as grandes 
lasses de modelose estar apto a analisar e 
omparar os algoritmos, n~ao somente do ponto de vistaintra-modelos, mas tamb�em inter-modelos.



Cap��tulo 4Algoritmo Paralelo PRAM
Neste 
ap��tulo, des
revemos um algoritmo paralelo [33℄, no modelo PRAM, queresolve o problema de fe
ho 
onvexo. A estrat�egia, usada geralmente na 
omputa�
~aoparalela, �e de divis~ao-e-
onquista [8, 9, 12, 36℄. Essa estrat�egia nos leva a uma formanatural de explorar o paralelismo: os subproblemas gerados podem ser exe
utadosindependentemente e, portanto, em paralelo. O algoritmo paralelo usando esta es-trat�egia, a ser apresentado, leva tempo �otimo O(logn) em uma PRAM CREW. Amaior di�
uldade em garantir esta 
omplexidade de tempo est�a na fase em que osresultados dos subproblemas s~ao 
ombinados. O algoritmo paralelo de bus
a e deordena�
~ao [33℄ �e utilizado no desenvolvimento desse algoritmo.4.1 Estrat�egia de Divis~ao-e-ConquistaConsidere um 
onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de pontos no plano, onde n �e umapotên
ia de 2. O algoritmo 
ome�
a a ordenar os pontos de S pela sua abs
issa, atrav�esde um algoritmo paralelo que leva tempo O(logn) usando O(n) pro
essadores [33, 44℄.Com isto temos os pontos p e q de menor e maior abs
issa respe
tivamente.Sabemos que esses pontos perten
em ao fe
ho 
onvexo CH(S). Eles parti
ionamCH(S) nos fe
hos superior e inferior. O fe
ho superior, denotado UH(S), 
onsistedos pontos de p at�e q, no sentido hor�ario. Os pontos do q at�e p formam o fe
hoinferior e denotado LH(S). A Figura 4.1 mostra os fe
hos superior e inferior. A id�eia�e determinar separadamente o fe
ho 
onvexo superior UH(S) e inferior LH(S) paraent~ao a
har o fe
ho 
onvexo.Para obter o fe
ho 
onvexo superior UH(S), pre
isa-se 
ombinar UH(S1) e UH(S2)31



4.1 Estrat�egia de Divis~ao-e-Conquista 32PSfrag repla
ements
p = x1 x2 x3 x4 x5 = qx6x7x8x9

Figura 4.1: Um fe
ho 
onvexo para um 
onjunto de pontos. O fe
ho superior �e(x1; x2; x3; x4; x5) e o fe
ho inferior �e (x5; x6; x7; x8; x9; x1).atrav�es de sua tangente 
omum superior, onde onde S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 =fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png. O algoritmo paralelo PRAM a
ha a tangente 
omum su-perior dos UH(S1) e UH(S2) em tempo 
onstante, usando um n�umero linear deopera�
~oes. A tangente 
omum inferior �e en
ontrada de maneira an�aloga.A 
omplexidade deste algoritmo �e dada por:T (n) � T (n=2) + 
Ttan,onde Ttan �e o tempo para determinar em paralelo a tangente 
omum superior deUH(S1) e UH(S2).Algoritmo: FECHO CONVEXO SUPERIOREntrada: Um 
onjunto S = fp1; p2; � � � ; png de pontos ordenados pelaabs
issa no plano.Sa��da: O fe
ho 
onvexo superior UH(S).1. Se n � 4 ent~ao en
ontra o fe
ho 
onvexo destes pontos e termine.2. Sejam S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png.Cal
ule re
ursivamente UH(S1) e UH(S2).3. En
ontre a tangente superior 
omum entre UH(S1) e UH(S2) eobtenha UH(S).



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�
~ao da Tangente Comum Superior334.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para De-termina�
~ao da Tangente Comum SuperiorComo queremos um algoritmo de 
omplexidade de tempo O(logn), a tangente
omum superior deve ser determinada em tempo 
onstante. Abaixo des
revemos
omo obtê-la 
om este tempo desejado.Seja S = fp1; p2; � � � ; png um 
onjunto de pontos do plano ordenados pela abs
issae sejam S1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fp(n=2)+1; p(n=2)+2; � � � ; png. A tangente 
omumsuperior entre CH(S1) e CH(S2) �e a tangente 
omum tal que CH(S1) e CH(S2)est~ao abaixo dela. A tangente 
omum inferior �e de�nida de maneira analoga.Sejam UH(S1) = (r1; � � � ; rs) e UH(S2) = (q1; � � � ; qt) os fe
hos superiores do S1e S2, respe
tivamente, dados no sentido hor�ario, onde ri; qj 2 S para 1 � i � s e1 � j � t. Nosso problema �e determinar os pontos u = ri e v = qj de UH(S1) eUH(S2), respe
tivamente, 
om 1 � i � s e 1 � j � t, tais que uv �e a tangente superior
omum. O fe
ho resultante �e dado pela seq�uen
ia (r1; � � � ; ri; qj; � � � ; qt). Assim, setivermos determinado u e v, o fe
ho pode ser determinado em tempo paralelo O(1)usando n pro
essadores.Nosso fo
o agora �e justamente determinar estes pontos de tangên
ia. A id�eia �emuito pare
ida 
om aquela do algoritmo seq�uen
ial de divis~ao e 
onquista para deter-minar as tangentes 
omuns. Antes de apresentarmos o algoritmo, vamos rela
ionaralguns resultados que motivam e justi�
am a id�eia.Primeiramente, vamos ver 
omo a tangente entre um ponto ri de UH(S1) eUH(S2) pode ser determinada; isto �e, queremos determinar um ponto qj(i) de UH(S2)tal que UH(S2) est�a abaixo da linha determinada por ri e qj(i). O lema seguinte mos-tra 
omo podemos obter esta tangente usando um algoritmo de bus
a paralela.Lema 4.2.1 Seja ri um ponto qualquer de UH(S1). Ent~ao, dado um ponto qualquerql de UH(S2), pode-se determinar, em tempo seq�uen
ial O(1) se qj(i) est�a �a direita,�e igual a, ou est�a �a esquerda de ql, onde qj(i) �e o ponto de UH(S2) tal que riqj(i) �e atangente a UH(S2).Prova. Seja L uma reta determinada por ri e ql, e L0 (respe
tivamente L00) a partede L estritamente �a esquerda (respe
tivamente �a direita) de ql, 
omo indi
ado na�gura 4.2. Ent~ao, se L0 est�a a
ima do segmento ql�1ql e L00 est�a abaixo do segmento



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�
~ao da Tangente Comum Superior34qlql+1, ent~ao qj(i) est�a �a direita de ql. Se ql = qj(i) ent~ao ql�1 e ql+1 est~ao abaixo de Lsen~ao qj(i) est�a �a esquerda de ql. Uma vez que ri e ql s~ao dados, podemos determinar
ada uma das três 
ondi�
~oes em tempo seq�uen
ial O(1).PSfrag repla
ements
ri�1riri+1UH(S1) UH(S2)L0 L00ql+1qlql�1

Figura 4.2: Determina�
~ao da tangente a UH(S2) passando por ri. Nesse 
aso, L0 est�aa
ima do segmento ql�1ql, e L00 est�a abaixo do segmento qlql+1. Assim, a tangente deri a UH(S2) 
ruza o ponto de UH(S2) que est�a �a direita de ql.Corol�ario 4.2.2 Dados dois fe
hos superiores UH(S1) e UH(S2), e um ponto ri doUH(S1), a tangente riqj(i) a UH(S2) pode ser determinada em tempo O( log tlog k) usandok pro
essadores, onde t �e o n�umero de pontos de UH(S2) e 1 < k � t.Prova. Lembrando que os pontos de UH(S2) s~ao ordenados no sentido hor�ario, pode-mos usar o algoritmo paralelo de bus
a [33℄ para en
ontrar o ponto qj(i). Es
olhemosk pontos de UH(S2) que o dividem em k+1 partes, 
ada um 
om aproximadamenteo mesmo n�umero de pontos. Para 
ada um dos k pontos qt1 ; � � � ; qtk , determinamosem paralelo e em tempo O(1), a posi�
~ao relativa entre o segmento riqh e o su
essor deqh em UH(S2), 
om t1 � h � tk. Repetimos o pro
esso at�e que qj(i) seja en
ontrado.O tempo �e dado por T (n) = T (n=k) + 
, o que d�a T (n) = O( log tlog k).Lema 4.2.3 Seja (u; v) a tangente 
omum superior aos fe
hos 
onvexos superioresUH(S1) e UH(S2). Suponhamos que, para qualquer ponto ri de UH(S1), seja dadoqj(i) de UH(S2) tal que o segmento de reta riqj(i) seja a tangente a UH(S2). Ent~ao,em tempo seq�uen
ial O(1), podemos determinar se u est�a �a esquerda, �e igual a, ouest�a �a direita de ri.Note que, se riqj(i) �e tangente a UH(S1), ent~ao u �e igual a ri, pois riqj(i) j�a �e



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determina�
~ao da Tangente Comum Superior35tangente a UH(S2). Sen~ao, u est�a �a esquerda de ri se e somente se ri�1 est�a a
imade riqj(i). Veja Figura 4.3.PSfrag repla
ements ri�1riri+1UH(S1) UH(S2)
qj(i)u

Figura 4.3: Determina�
~ao da posi�
~ao do ponto u onde a tangente 
omum superior
ruza UH(S1), dada a tangente riqj(i) a UH(S2). Na �gura, ri�1 est�a a
ima datangente, e ent~ao u deve estar �a esquerda de ri.Com esses dois lemas, podemos determinar, para qualquer ponto ri de UH(S1),se o ponto u apare
e �a esquerda de, �a direita de, ou �e igual a ui em tempo O( log tlog k)usando k pro
essadores. Se es
olhemos k aproximadamente igual a pt, temos umalgoritmo paralelo de tempo O(1) que determina, para qualquer ponto ri, sua posi�
~aorelativa em rela�
~ao a u.Essas observa�
~oes nos levam a um algoritmo paralelo de bus
a para isolar u daseguinte maneira. Es
olhemos ps pontos de UH(S1), que dividem UH(S1) em partesaproximadamente do mesmo tamanho. Podemos ent~ao isolar u em uma destas partesem tempo O(1) usando pspt pro
essadores. Da maneira an�aloga podemos isolar vem uma parte de UH(S2) 
ontendo aproximadamente pt pontos em tempo O(1)usando pspt pro
essadores. Assim, o tempo desta bus
a em paralelo �e O(1), 
omum total de O(pspt) = O(n) opera�
~oes.Temos agora no m�aximo ps 
andidatos para o ponto u e pt 
andidatos para oponto v. Para 
ada par de 
andidatos, podemos veri�
ar em tempo seq�uen
ial O(1),se ele forma uma tangente 
omum superior entre UH(S1) e UH(S2). Portanto, po-demos testar todos os pares em paralelo e, ent~ao, identi�
ar a �uni
a tangente 
omumsuperior em tempo O(1) usando O(n) opera�
~oes. O algoritmo a seguir en
ontra atangente 
omum superior.Algoritmo: Tangente Comum Superior



4.3 C�al
ulo do Fe
ho Convexo 36Entrada: Os fe
hos superiores UH(S1) = (r1; r2; � � � ; rs) eUH(S2) = (q1; q2; � � � ; qt) ordenados no sentido hor�ario, ondeS1 = fp1; p2; � � � ; pn=2g e S2 = fpn=2+1; pn=2+2; � � � ; png s~ao tais quex(p1) < x(p2) < � � � < x(pn). Suponha que ps e pt s~ao inteiros.Sa��da: Os pontos u e v tais que a reta determinada por u e v �ea tangente 
omum superior entre UH(S1) e UH(S2).1. Para 
ada i tal que 1 � i � ps, a
har qj(ips) tal que ripsqj(ips) sejatangente a UH(S2).2. Para 
ada i tal que 1 � i � ps, determinar se u est�a �a esquerda, �e igual a,ou est�a �a direita de rips. Se u = rips, para algum i, ent~ao �m. Sen~ao,determinar o blo
o A = (rlps+1; � � � ; r(l+1)ps�1) 
ontendo u.3. Para 
ada ri no blo
o A, determinar qj(i) tal que riqj(i) seja a tangentea UH(S2), fa�
a u := ri e v := qj(i) se riqj(i) �e tamb�em tangente a UH(S1).Teorema 4.2.4 O algoritmo Tangente Comum Superior 
al
ula 
orretamente a tan-gente 
omum superior entre UH(S1) e UH(S2). Ele exe
uta em tempo O(1) utilizandoum n�umero linear de opera�
~oes.Prova. Suponha que temos s + t pro
essadores dispon��veis. O passo 1 pode serexe
utado em O(1) utilizando pt pro
essadores para 
ada i (Lema 4.2.1 e seu Co-rol�ario 4.2.2). Como pst � s + t, todos pontos qj(ips) podem ser en
ontrados emtempo O(1) usando s + t pro
essadores. O passo 2 pode ser realizado em tempoO(1) 
om O(ps) pro
essadores. O passo 3 �e an�alogo. Portanto, o algoritmo pode serexe
utado em tempo O(1) usando s+ t pro
essadores. O n�umero total de opera�
~oes�e O(s+ t) = O(n).4.3 C�al
ulo do Fe
ho ConvexoO fe
ho 
onvexo �e obtido usando a estrat�egia de divis~ao-e-
onquista 
om o 
�al
ulodas tangentes 
omum superior e inferior.Teorema 4.3.1 O fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de n pontos no plano pode ser
al
ulado em tempo O(logn), usando O(n logn) opera�
~oes. Assim, o algoritmo paraen
ontrar o fe
ho 
onvexo �e �otimo1.1Um algoritmo paralelo �e �otimo se pTp(n) = O(T �(n)), onde T �(n) �e o tempo do melhor algoritmo



4.3 C�al
ulo do Fe
ho Convexo 37Prova. Seja S = fp1; p2; � � � ; png um 
onjunto de n pontos no plano. O algoritmoordena os pontos de S de a
ordo 
om suas abs
issas. Esse pro
edimento pode serfeito em tempo O(logn) [33, 44℄. Ent~ao, para os pontos vale a rela�
~ao: x(p1) <x(p2) < � � � < x(pn).Para determinar o fe
ho 
onvexo CH(S) usaremos a estrat�egia da divis~ao e 
onquistada seguinte maneira. Se n � 4, 
al
ula diretamente CH(S). Sen~ao, o algoritmo a
hare
ursivamente CH(S1) e CH(S2). A �ultima fase �e a 
ombina�
~ao de CH(S1) eCH(S2) 
om as tangentes superior e inferior 
omum e obten�
~ao de CH(S).O algoritmo exe
uta O(logn) itera�
~oes, 
ada uma levando tempo O(1), 
om umn�umero linear de opera�
~oes. Assim o algoritmo todo leva tempo O(logn) e O(n logn)opera�
~oes.O modelo PRAM usa o modo de a
esso a mem�oria CREW pois apenas a leitura
on
orrente �e ne
ess�aria pelos algoritmos de ordena�
~ao e pelo algoritmo de bus
aparalela. A es
rita 
on
orrente �e n~ao ne
ess�aria.

seq�uen
ial para o problema, Tp(n) o tempo do algoritmo paralelo usando p pro
essadores pararesolver o mesmo problema e n o tamanho da entrada do problema.



Cap��tulo 5Algoritmos Paralelos CGM
Neste 
ap��tulo apresentaremos dois algoritmos, no modelo CGM, para resolver oproblema do fe
ho 
onvexo. Um deles �e probabil��sti
o e outro �e determin��sti
o.Os algoritmos que veremos nesse 
ap��tulo s~ao es
al�aveis, de 
omplexidade �otimana 
omputa�
~ao lo
al, port�aveis e independentes de arquitetura. Eles s~ao desenvolvi-dos no modelo de 
omputa�
~ao paralela CGM, 
om as 
ara
ter��sti
as seguintes:� H�a p pro
essadores P1; � � � ; Pp interligados por alguma rede de inter
onex~ao;� Cada pro
essador Pi tem mem�oria lo
al O(n=p);� Para alguma 
onstante arbitr�aria pequena e �xa � > 0, n=p � p�. Isso �eequivalente a 1 � p � n1�� onde � = �1+� ;� O tamanho total de dados n �e um n�umero grande mas p n~ao �e ne
essariamentegrande.Como vimos no 
ap��tulo 3, o modelo CGM �e real��sti
o em termo de m�aquinasexistentes. Por isso, as 
ara
ter��sti
as enumeradas a
ima s~ao em geral veri�
adas.Na se�
~ao 5.1 des
revemos o algoritmo paralelo probabil��sti
o e na se�
~ao 5.2 apre-sentamos o algoritmo paralelo determin��sti
o.5.1 Algoritmo CGM Probabil��sti
oO algoritmo probabil��sti
o que vamos ver nessa se�
~ao se en
ontra em [14℄. Como modelo de distribui�
~ao de dados uniforme, a 
omplexidade dos algoritmos abaixo38



5.1 Algoritmo CGM Probabil��sti
o 39�e, 
om alta probabilidade1, (k + 2)(T1(n)p + O(np)) para tempo de 
omputa�
~ao lo
ale (k + 1)(TpSum(p) + T
ompr(p; n)) para tempo de 
omuni
a�
~ao, onde k = d 12� + 12e �euma 
onstante e � > 0 uma 
onstante �xa. T1(n) denota a 
omplexidade de temposeq�uen
ial, e TpSum(p) �e a 
omplexidade paralela para 
al
ular a soma par
ial dep n�umeros 
ada um armazenado em um pro
essador. T
ompr(p; n) �e o tempo para
omprimir um sub
onjunto de dados de tamanho n0 � n em p0 � p pro
essadores.Estes algoritmos abaixo requerem, 
om alta probabilidade, somente um n�umeropequeno e �xo de rodadas de 
omuni
a�
~ao, independentemente do tamanho do pro-blema. Cada rodada de 
omuni
a�
~ao 
orresponde a uma soma par
ial ou opera�
~aode 
omprimir. Os restantes dos 
�al
ulos s~ao lo
ais.Em [14℄ dois 
asos s~ao 
onsiderados. O primeiro 
aso �e para p � pn e o segundo
aso que generaliza o primeiro �e dado para 1 � p � n1�� onde � = �1+� .Re
ordamos o problema: dado um 
onjunto aleat�orio S de n pontos em R2 ,en
ontrar seu fe
ho 
onvexo CH(S). Prova-se que este fe
ho CH(S) veri�
a aspropriedades seguintes:P1. CH(A1 [ � � � [Ai) = CH(CH(A1) [ � � � [CH(Ai)) para 
ada A1; � � � ; Ai � S, eP2. Existe uma fun�
~ao h(n) tal que:(a) para 
ada sub
onjunto aleat�orio A � S, E(jCH(A)j) � h(jAj).Observa�
~ao: Para alguma v�ariavel aleat�oria X, E(X) e PrfX=yg denotamo valor esperado de X e a probabilidade que X toma um 
erto valor y,respe
tivamente.(b) h(n) � nÆ para 0 < Æ < minf�; 1=8g.As provas destas propriedades est~ao em [14℄ e s~ao omitidas neste trabalho.5.1.1 Caso p � pnO algoritmo abaixo resolve o problema para o 
aso p � pn.Algoritmo: Algoritmo 1.Entrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos. Cada pro
essador Piarmazena um sub
onjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S. Si s~ao1X = O(f(n)) 
om \alta probabilidade", se e somente se 8
 > 
0 > 1, ProbfX � 
f(n)g � 1ng(
) ,onde 
0 �e uma 
onstante �xa e g(n) �e um polinômio em 
 
om g(
)!1 para 
!1.



5.1 Algoritmo CGM Probabil��sti
o 40disjuntos.Sa��da: O fe
ho 
onvexo de S.1. Cada pro
essador Pi 
al
ula sequen
ialmente CH(Si).Seja S 0 = CH(S1) [ � � � [ CH(Sp), n0 = jS 0j.2. If n0 � n=p Then S 0 �e 
omprimido dentro do pro
essador P1, o qual 
al
ulasequen
ialmente CH(S) = CH(S 0). Fim.3. O 
onjunto S 0 �e 
omprimido em p0 � 2n0pn pro
essadores da seguinte forma:a seq�uên
ia CH(S1); � � � ; CH(Sp) �e dividida em p0 subseq�uên
ias maximaisde CH(Sj) 
onse
utivas, tal que o tamanho total de 
ada subseq�uên
ia�e no m�aximo n=p. Seja S 0i o 
onjunto de pontos na subseq�uên
ia i tal que1 � i � p0. O 
onjunto S 0i �e armazenado no pro
essador Pi.4. Cada pro
essador Pi (1 � i � p0) 
al
ula sequen
ialmente CH(S 0i).Seja S 00 = CH(S 01) [ � � � [ CH(S 0p0), n00 = jS 00j.5. If n00 � n=p Then S 00 �e 
omprimido dentro do pro
essador P1 o qual 
al
ulasequen
ialmente CH(S) = CH(S 00).Else 
ontinua 
om qualquer algoritmo determin��sti
o.A 
orretude desse algoritmo vem da propriedade que o fe
ho 
onvexo da uni~aodos 
onjuntos �e igual o fe
ho 
onvexo da uni~ao dos fe
hos 
onvexos (Propriedade P1).Notemos que para o 
aso da linha 5, qualquer algoritmo paralelo determin��sti
o podeser apli
ado. Um 
aso trivial seria de usar o algoritmo seq�uen
ial no pro
essador P1 e
om a mem�oria a
essando as mem�orias de outros pro
essadores, atrav�es de passagemde mensagens.Os lemas e teorema seguintes s~ao de [14℄.Lema 5.1.1 Com alta probabilidade, vale n0 � n=p ou n00 � n=p.Prova. Consideramos alguns Æ tal que 0 < Æ < 1=4. Ent~ao, segue da propriedadeP2 que h(n) � nÆ. Três 
asos s~ao 
onsiderados para provar o lema.Caso 1: p � n 1�Æ3A partir da desigualidade de Chebyshev [22℄ e da suposi�
~ao a
ima, 
omo Æ � 14 ,temos que:Prf9i 1 � i � p : jCH(Si)j > n 23 ( 12�Æ)h(n)g � p PrfjCH(Si)j > n 23 ( 12�Æ)h(n)g� pn 43 ( 12�Æ)� n 1�Æ3n 43 ( 12�Æ)



5.1 Algoritmo CGM Probabil��sti
o 41� 1n 13�Æ ! 0 para n!1.Logo, depois do passo 1 do Algoritmo 1 e 
om probabilidade de, no m��nimo,1� 1n 13�Æ ! 1 (para n!1), �e obtido um 
onjunto S 0 de tamanho:n0 � pn 23 ( 12�Æ)h(n)� n 1�Æ3 n 23 ( 12�Æ)nÆ= n 23 .Como p � n 1�Æ3 segue que np � n 23 . Portanto, n0 � np 
om alta probabilidade , esegue o lema 5.1.1 para o 
aso 1.Caso 2: n 1�Æ3 � p � 1p2n 1�Æ2Como n 1�Æ3 � p, temos que p ! 1 para n ! 1. Neste 
aso, segue da lei dosgrandes n�umeros [22℄ que Prfn0 � 2ph(n)g ! 1 para n ! 1. Observamos que2ph(n) � np se p � pnp2h(n) . A �ultima expres~ao �e v�alida se p � pnp2nÆ , o qual �e verda-deiro se p � 1p2n 1�Æ2 . Conseq�uentemente, n0 � np 
om alta probabilidade, e segue olema 5.1.1 para o 
aso 2.Caso 3: 1p2n 1�Æ2 � p � pnComo 1p2n 1�Æ2 � p, vale p ! 1 para n ! 1. De novo neste 
aso, segue da leidos grandes n�umeros que, 
om alta probabilidade:12ph(n) � n0� 2ph(n)� 2pnnÆ.Como p0 � 2n0np e p � pn, temos 
om alta probabilidade:p0 � 4ph(n)np� 4h(n)� 4nÆ.Vamos agora estudar os passos 3 e 4 do Algoritmo 1. Para 
ada S 0i; 1 � i �p0, existem 
onjuntos Sti ; Sti+1; � � � ; Sui tais que S 0i = CH(Sti) [ CH(Sti+1) [ � � � [CH(Sui). Conseq�uentemente, pela propriedade P1:
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o 42CH(S 0i) = CH(CH(Sti) [ CH(Sti+1) [ � � � [ CH(Sui))= CH(Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui).De�na orig(S 0i) = Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui , ent~ao CH(S 0i) = CH(orig(S 0i)).Lema 5.1.2 Para 
ada 1 � i � p0, orig(S 0i) �e um sub
onjunto aleat�orio de S e,portanto, E(jCH(S 0i)j) = E(jCH(orig(S 0i))j) � h(n).Prova. Vamos apresentar o esbo�
o da prova.orig(S 0i) = Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sui . Claramente, Sti �e um 
onjunto aleat�orio de nppontos. Para 
ada l 2 [ti; ui℄, Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sl [ � � � [ Sui �e na bije�
~ao 
omSl [ Sti [ Sti+1 [ � � � [ Sl�1 [ Sl+1 [ � � � [ Sui, nessa ordem. Conseq�uentemente,segue que Sl tem a mesma distribui�
~ao 
omo Sti . Portanto, orig(S 0i) �e a uni~ao desub
onjuntos aleat�orios de S, e o lema 5.1.2 �e provado.Conseq�uentemente, segue da desigualidade de Chebyshev que:Prf9i 1 � i � p0 : jCH(S 0i)j > n 13�2Æh(n)g � p0 PrfjCH(Si)j > n 13�2Æh(n)g� p0n 23�2Æ� 4nÆn 23�4Æ ! 0 pois Æ < 18 .Portanto, depois o passo 4 do Algoritmo 1 obtemos, 
om alta probabilidade, um
onjunto S 00 de tamanho:n00 � p0n 13�2Æh(n)� 4nÆn 13�2ÆnÆ� n 12 .Como p � pn ent~ao np � pn. Conseq�uentemente, n00 � np 
om alta probabilidade,e segue o lema 5.1.1 para o 
aso 3. Isto 
on
lui a prova do lema 5.1.1.Teorema 5.1.3 Dado um multi
omputador 
om p pro
essadores, p � pn, ent~ao ,
om alta probabilidade, o Algoritmo 1 
al
ula CH(S), jSj = n, 
om tempo de 
omu-ni
a�
~ao no m�aximo 2(TpSum(p) + T
ompr(p; n)) e tempo de 
�al
ulo lo
al no m�aximo3T1(n)p +O(np ).



5.1 Algoritmo CGM Probabil��sti
o 435.1.2 Caso 1 � p � n1��Podemos agora generalizar o algoritmo Algoritmo 1 para resolver o problema dofe
ho 
onvexo. Seja k uma 
onstante inteira positiva �xa tal que k � 12(��Æ) � 16 =1+�2��2Æ(1+�) � 16 .Algoritmo: Algoritmo 2.Entrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png do pontos. Cada pro
essador Piarmazena um sub
onjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S.Sa��da: O fe
ho 
onvexo de S.Seja n(0) = n; p(0) = p e S(0) = S .1. For j = 0 � � �k doa. Cada pro
essador Pi; 1 � i � p(j), 
al
ula sequen
ialmente CH(S(j)i ).Seja S(j+1) = CH(S(j)1 ) [ � � � [ CH(S(j)p(j)), n(j+1) = jS(j+1)j.b. If n(j+1) � n=p Then S(j+1) �e 
omprimido dentro do pro
essador P1o qual 
al
ula sequen
ialmente CH(S) = CH(S(j+1)). Fim.
. O 
onjunto S(j+1) �e 
omprimido em p(j+1) � 2n(j+1)pn pro
essadores daseguinte forma: a seq�uên
ia CH(S(j)1 ); � � � ; CH(S(j)p(j)) �e divididaem p(j+1) subseq�uên
ias maximais de CH(S(j)i ) 
onse
utivas, talque o tamanho total de 
ada subseq�uên
ia �e no m�aximo n=p.Seja S(j+1)i o 
onjunto de pontos na subseq�uên
ia i, tal que1 � i � p(j+1). O 
onjunto S(j+1)i �e armazenado no pro
essador Pi.2. If n(k+1) � n=p Then no passo anterior 1.
., S(k+1) foi 
omprimido nopro
essador P1 o qual pode agora 
al
ular sequen
ialmenteCH(S) = CH(S(k+1)).Else 
ontinua 
om qualquer algoritmo determin��sti
o.Lema 5.1.4 Com alta probabilidade, vale n(j) � n=p para algum j � k + 1.Prova. Consideramos dois 
asos.Se p � pn ent~ao apli
amos a an�alise do Algoritmo 1 dada na se�
~ao anterior.Suponhamos agora que pn � p � n1��.A ideia b�asi
a �e de usar o lema 5.1.2 em 
ada itera�
~ao e a an�alise de 
aso 3 dolema 5.1.1. Obtemos, 
om alta probabilidade:p(j+1) � 4p(j)h(n)np� p(j) 4nÆn� 8j � 0.
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o no Modelo CGM 44Conseq�uentemente, 
om alta probabilidade, p(j) � p�4nÆn� �j 8j � 0. Observamosque p�4nÆn� �j � n ��Æ3 se i � 12(��Æ)� 16 . A menos que o la�
o do Algoritmo 2 seja paradopara j < k, temos:Prf9i 1 � i � p : jCH(S(k)i )j > n 23 (��Æ)h(n)g � p(k)n 43 (��Æ)� n 13 (��Æ)n 43 (��Æ)� 1n��Æ ! 0 para n!1, pois Æ < �.Portanto, 
om alta probabilidade:n(k+1) � p(k)nÆn 23 (��Æ)� n 13 (��Æ)nÆn 23 (��Æ)� n�� np .Isso 
on
lui a prova do lema 5.1.4.Teorema 5.1.5 Dado um multi
omputador 
om p pro
essadores, ent~ao, 
om altaprobabilidade, o Algoritmo 2 
al
ula CH(S), jSj = n, 
om tempo de 
omuni
a�
~aono m�aximo (k + 1)(TpSum(p) + T
ompr(p; n)) e tempo de 
�al
ulo lo
al no m�aximo(k+2)(T1(n)p +O(np )), onde T1(n) �e o tempo seq�uen
ial e k � 12(��Æ)� 16 = 1+�2��2Æ(1+�)� 16uma 
onstante inteira positiva determinada.Apli
amos Algoritmo 2 e teorema 5.1.5 
om k = d 12� + 12e. Temos ent~ao:Teorema 5.1.6 Dado um multi
omputador 
om p pro
essadores, ent~ao, 
om altaprobabilidade, o Algoritmo 2 
al
ula CH(S), jSj = n, 
om tempo de 
omuni
a�
~aono m�aximo (k + 1)(TpSum(p) + T
ompr(p; n)) e tempo de 
�al
ulo lo
al no m�aximo(k+2)(T1(n)p +O(np )), onde T1(n) �e o tempo seq�uen
ial e k = d 12� + 12e uma 
onstanteinteira positiva determinada.5.2 Algoritmo Paralelo Determin��sti
o no ModeloCGMO algoritmo que vamos ver agora �e determin��sti
o e es
al�avel [18℄. No pior 
aso, a
omplexidade de tempo �e O(n log np +Ts(n; p)) e o n�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��sti
o no Modelo CGM 45�e O(1), onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de pro
essadores e Ts(n; p) otempo de ordena�
~ao de n n�umeros usando p pro
essadores. O algoritmo �e �otimo. Aid�eia 
have, 
omo no 
aso do algoritmo probabil��sti
o, �e de parti
ionar os dados emdados lo
ais, que s~ao exe
utados seq�uen
ialmente em 
ada pro
essador.A estrutura do algoritmo �e a seguinte. Os dados de problema est~ao distribu��dos emmem�orias lo
ais, onde �
am at�e o �nal da solu�
~ao. Dados um 
onjunto S de n pontos ep pro
essadores, o algoritmo mostra 
omo en
ontrar o fe
ho superior UH(S). O fe
hoinferior LH(S) �e 
al
ulado de maneira an�aloga. Sem perda da generalidade, suponhaque os pontos est~ao no primeiro quadrante, isto �e, suas 
oordenadas 
artesianas s~aon~ao negativas.Algoritmo: CGM UPPER HULL(S)Entrada: Cada pro
essador armazena um 
onjunto de np pontos es
olhidosarbitrariamente de S.Sa��da: A representa�
~ao distribu��da do fe
ho superior de S. Todos os pontosdo fe
ho superior est~ao identi�
ados e numerados da esquerda para a direita.1. Ordena todos os pontos de S pela abs
issa. Seja Si o 
onjunto de nppontos ordenados e armazenados no pro
essador i.2. Independentemente e em paralelo, 
ada pro
essador i 
al
ula o fe
ho superiorde Si. Seja Xi o resultado no pro
essador i.3. Cada pro
essador 
al
ula para Xi, 1 � i � p, as linhas de tangente 
omumsuperior entre ele e todos Xj, i < j � p, e identi�
a o fe
ho superior de Susando as retas de tangente superior. (Este passo ser�a detalhado adiante.)O passo 1 pode ser exe
utado usando a opera�
~ao de ordena�
~ao global des
rito em[18℄. O passo 2 �e totalmente seq�uen
ial e pode ser 
ompletado em tempo O(n log np ),usando os algoritmos seq�uen
iais 
onhe
idos [43℄. O desa�o prin
ipal est�a no passo3. Neste passo, um algoritmo de merge 
ombina os p fe
hos superiores disjuntosem um �uni
o fe
ho superior. Apresentaremos dois algoritmos de merge diferentes:MergeHulls 1 e MergeHulls 2 ambos. O primeiro, des
rito na subse�
~ao 5.2.4, �e omerge simples ou direto requerendo um n�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~aoglobal e np � p2 de mem�oria lo
al por pro
essador. O segundo merge, des
rito nasubse�
~ao 5.2.5, �e mais 
omplexo e usa o primeiro 
omo um subpro
edimento. Mastem o grau alto de es
alabilidade e pode ser implementado 
om somente np � p� demem�oria lo
al, onde � �e uma 
onstante �xa tal que 0 < � � 1 e tamb�em requer umn�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao. Os dois algoritmos usam a id�eia de
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onjuntos divisores sele
ionados, que foi introduzida em [38℄.Antes de apresentarmos os algoritmos vamos rela
ionar alguns resultados quemotivam e justi�
am a id�eia.5.2.1 Combinando os Fe
hos Convexos em ParaleloVamos ver 
omo podemos 
ombinar, em um �uni
o fe
ho superior, os p fe
hossuperiores disjuntos armazenados em p pro
essadores. Isso 
orresponde ao desa�ono passo 3 do algoritmo CGM UPPER HULL(S). Para isso, pre
isamos de algumasde�ni�
~oes.De�ni�
~ao 5.2.1 Seja ab o segmento de reta ligando os pontos a e b. Vamos denotarpor (ab) a reta passando por a e b. Dizemos que o ponto 
 est�a dominado pelo seg-mento de reta ab se e somente se a abs
issa de 
 est�a estritamente entre as abs
issasde a e b, e 
 est�a lo
alizado abaixo do segmento ab.De�ni�
~ao 5.2.2 Seja fSig, 1 � i � p, uma parti�
~ao de S tal que 8x 2 Sj; y 2Si; j > i, a abs
issa de x �e maior que de y.De�ni�
~ao 5.2.3 Seja Xi = fx1; x2; � � � ; xmg um fe
ho superior. Ent~ao, predXi(xi)denota xi�1 e su
Xi(xi) denota xi+1. Veja Figura 5.1.
PSfrag repla
ements

x1 x2
x3 x4x5x6x7x8 y1y2 y3 y4 y5Si Si+1Figura 5.1: Seja S 0 = Si [ Si+1 ent~ao su
(xj) = xj+1; x3 = NextS0(x2); x4 =NextS0(x3); x5 = NextS0(x4); NextS0(x5) = NextS0(x6) = NextS0(x7) =y3; NextS0(x8) = y2; e lm(Si) = x5.Dados dois fe
hos superiores Xi = UH(Si) e Xj = UH(Sj), onde todos os pontosem Sj est~ao �a direita de todos os pontos em Si. A opera�
~ao do merge 
onsiste em
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har para um ponto p 2 Xi, o ponto q 2 Xi [Xj que segue p no UH(Xi[Xj). VejaFigura 5.1.De�ni�
~ao 5.2.4 Seja Q � S. Ent~ao, NextS : Q �! S �e a fun�
~ao tal que NextS(p) =q se e somente se q est�a a direita de p e pq est�a a
ima de pq0 para todo q0 2 S, q0 adireita de p.De�ni�
~ao 5.2.5 Seja Y � Si. Ent~ao, lm(Y ) �e uma fun�
~ao tal que lm(Y ) = y� se esomente se y� �e o ponto mais �a esquerda em Y tal que NextY [Sj ;j>i(y�) =2 Si.Seja X um fe
ho superior de um 
onjunto de n pontos e 
 um ponto lo
alizado�a esquerda desse 
onjunto. Apresentamos um algoritmo seq�uen
ial 
hamado Query-FindNext que bus
a q = NextX(
). A bus
a bin�aria pro
essa em tempo O(log jXj)[43℄. Veja Figura 5.2.Algoritmo: QueryFindNext(X,
,q)Entrada: Um fe
ho superior X = fx1; � � � ; xmg ordenado pela abs
issa eo ponto 
 �a esquerda de x1.Sa��da: Um ponto q 2 X; q = NextX(
).1. Se X = fxg ent~ao q  � x e p�ara.2. Se xdm=2esu
(xdm=2e) est�a lo
alizado abaixo da reta (
xdm=2e)ent~ao QueryFindNext(fx1; � � � ; xdm=2eg; 
; q),sen~ao QueryFindNext(fxdm=2e; � � � ; xmg; 
; q)PSfrag repla
ements

x1x2 x3 x4 x5 x6 x7x8
 (
x4)x4su
(x4)
Figura 5.2: Um passo da bus
a bin�aria de QueryFindNext. O segmento de retax4su
(x4) est�a a
ima da reta (
x4) e o algoritmo bus
a sobre fx4; � � � ; x8g.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��sti
o no Modelo CGM 485.2.2 Cara
teriza�
~ao do Fe
ho SuperiorUma 
ara
teriza�
~ao do fe
ho superior de um 
onjunto S de pontos �e baseada naobserva�
~ao seguinte [43℄: O segmento de reta ab �e uma aresta do fe
ho superior deum 
onjunto S do pontos lo
alizado no primeiro quadrante se e somente se todos osn � 2 pontos restantes 
aem abaixo da reta (ab). Vamos trabalhar 
om uma nova
ara
teriza�
~ao do fe
ho superior de S baseada na mesma observa�
~ao, mas de�nidaem termos da parti�
~ao de S dada nas de�ni�
~oes 5.2.2 e 5.2.5.Consideramos os 
onjuntos S, Si e Xi 
omo de�nidos anterioramente.De�ni�
~ao 5.2.6 Seja S 0 = f
 2 [Xi j 
 n~ao est�a dominado pelo segmento de retax�iNext[Xj ;j>i(x�i ), 1 � i < pg, onde x�i = lm(Xi).O teorema seguinte 
ara
teriza o fe
ho superior UH(S).Teorema 5.2.1 S 0 = UH(S).Prova. Consideremos dois 
asos.� UH(S) � S 0.Suponha y 2 UH(S); y =2 S 0. Ent~ao, existe i tal que x�iNextXj ;j>i(x�i ) dominay. Portanto, y =2 UH(S), o que �e uma 
ontradi�
~ao.� S 0 � UH(S).Suponha y 2 S 0, y =2 UH(S). Ent~ao existem p; q 
om p 2 UH(S), q 2 UH(S),e q = NextS(p), tais que pq domina y. Portanto, ambos p e q n~ao podemperten
er a Si, uma vez que y 2 Xi signi�
a que y n~ao est�a dominado porqualquer segmento de reta 
om pontos extremos em Si. Assim, p 2 Xj eq 2 Xk 
om j 6= k. Consequentemente, 
omo q = NextS(p), p 2 UH(S), eq 2 UH(S), ent~ao existe i tal que p = x�i , onde x�i = lm(Xi). Portanto, y est�adominado pelo segmento x�iNextXj ;j>i(x�i ), o que �e uma 
ontradi�
~ao.As de�ni�
~oes e o lema seguintes s~ao ne
ess�arios na des
ri�
~ao dos dois algoritmosparalelos do merge nas subse�
~oes 5.2.4 e 5.2.5. Eles ajudam n~ao somente na des
ri�
~aodo algoritmo mas tamb�em na an�alise das 
omplexidade de tempo e de espa�
o.
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o no Modelo CGM 49De�ni�
~ao 5.2.7 Seja Gi � Xi e g�i = lm(Gi). Seja R�i � Xi 
omposto dos pontosentre predGi(g�i ) e g�i , e R+i � Xi 
omposto dos pontos entre g�i e su
Gi(g�i ). VejaFigura 5.3.PSfrag repla
ements R�i = Ri
R+iG1 X1 s

p g�i b
Si Sj SzFigura 5.3: Os pontos pretos s~ao elementos de Gi que �e um sub
onjunto de Xi
omposto de pontos 
ir
ulares e pretos. Seja p = predGi(g�i ) e s = su
Gi(g�i ). TemosRi = R�i porque R+i n~ao tem nenhum ponto a
ima da reta(g�i b).Lema 5.2.2 Os pontos de R+i ou R�i , ou ambos, est~ao abaixo da reta (g�iNextXj;j>i(g�i )).A prova desse lema �e direta, sen~ao g�i =2 Xi.De�ni�
~ao 5.2.8 Ri denota o 
onjunto R+i ou R�i que tem pelo menos um pontoa
ima da reta (g�iNextXj;j>i(g�i )).Os 
onjuntos R+i , R�i e Ri s~ao mostrados na �gura 5.3.Observamos que o tamanho de 
ada um dos 
onjuntos Ri �e limitado pelo n�umerode pontos 
er
ados entre dois pontos 
onse
utivos em Gi.5.2.3 C�al
ulo do g�i e x�i em ParaleloMostraremos 
omo 
al
ular g�i = lm(Gi), onde Gi � Xi. O algoritmo, des
ritoabaixo, fun
iona da seguinte forma. Os elementos de Gi s~ao enviados, no passo 2, aospro
essadores 
om numera�
~ao maior de maneira que eles, re
ebendo G = [Gj; j < i,
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al
ular seq�uen
ialmenteNext�i(g) para 
ada g 2 G. No passo 3, estes pontoss~ao 
al
ulados usando o algoritmo QueryFindNext, que s~ao mandados de volta nopasso 4. Ent~ao, os pro
essadores podem 
al
ular independentemente os g�i . Quandoos pro
essadores est~ao divididos em grupos, fa�
a qiz denotar o z-�esimo pro
essador dogrupo i.Algoritmo: FindLMSubset(�i; k; w;Gi; g�i )Entrada: Fe
hos superiores �i, 1 � i � pk representando 
ada um em pwpro
essadores numerados 
onse
utivamente qiz; 1 � z � pw eo 
onjunto Gi � �i.Sa��da: O ponto g�i = lm(Gi). g�i vai estar em 
ada qiz; 1 � z � pw1. Junte Gi no pro
essador qi1, para todo i.2. Cada pro
essador qi1 manda seu Gi a todos pro
essadores qjz, j > i; 1 � z � pw.Cada pro
essador qiz, para todo i; z, re
ebe Gi = [Gj; 8j < i.3. Cada pro
essador qiz; 8i; z, 
al
ula seq�uen
ialmente Next�i(g) para 
ada g 2 Gi,usando o algoritmo QueryFindNext.4. Cada pro
essador qiz; 8i; z, manda de volta a todos pro
essadores qj1; j < i,o Next�i(g) 
al
ulado, 8g 2 Gj.Cada pro
essador qi1; 8i, re
ebe para 
ada g 2 Gi, o Next�j (g) 
al
ulado,8j > i.5. Cada pro
essador qi1; 8i, 
al
ula para 
ada g 2 Gi o segmento de reta 
om amaior in
lina�
~ao entre gsu
Gi(g) e gNext�j (g), j > i, a
handoNextGi[�j ;j>i(g). Ent~ao, 
al
ula g�i = lm(Gi).6. Cada pro
essador qi1; 8i, faz broad
asts de g�i a qiz; 1 � z � pw.Lema 5.2.3 O algoritmo FindLMSubset 
al
ula g� = lm(Gi) em um n�umero 
ons-tante de rodadas de 
omuni
a�
~ao. Requer um espa�
o de mem�oria lo
al np � pkjGij.Prova. A 
orretude desse algoritmo depende das de�ni�
~oes 5.2.4, 5.2.5 e do algoritmode bus
a QueryFindNext. Os espa�
os de mem�orias requeridos s~ao: jGij no passo 1,pkjGij no passo 2, pk no passo 4 equivalendo a um espa�
o total de O(pkjGij). A
omplexidade das opera�
~oes seq�uen
ias �e O(pkjGij logn) e pre
isa somente de quatrorodadas de 
omuni
a�
~ao.



5.2 Algoritmo Paralelo Determin��sti
o no Modelo CGM 515.2.4 Algoritmo MergeHulls 1Esse algoritmo 
ombina p fe
hos superiores, armazenados numa CGM de p pro-
essadores, em um �uni
o fe
ho superior usando um n�umero 
onstante de rodadas de
omuni
a�
~ao global. Ele requer np � p2 e isso limita a es
alabilidade.Para a
har a tangente 
omum superior entre os fe
hos superiores Xi e Xj (�a suadireita), o algoritmo 
al
ula a fun�
~ao Next, n~ao para todo Xi mas apenas para osub
onjunto de p pontos igualmente espa�
ados de Xi. Chamamos esse sub
onjuntode pontos igualmente espa�
ados um divisor de Xi. Essa estrat�egia baseada no divisorreduz bastante o total de dados que deve ser 
omuni
ado entre pro
essadores semaumentar muito o n�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao global.Algoritmo: MergeHulls 1(Xi(1 � i � p); S; n; p;UH)Entrada: O 
onjunto de p fe
hos superiores Xi 
onsistindo, no m�aximo, de n pontosde S, onde Xi �e armazenado no pro
essador qi; 1 � i � p.Sa��da: A representa�
~ao do fe
ho superior de S. Todos os pontos sobreo fe
ho superior est~ao identi�
ados e numerados da esquerda �a direita.1. Cada pro
essador qi identi�
a sequen
ialmente um 
onjunto divisor Gi
omposto de p pontos espa�
ados igualmente de Xi.2. Os pro
essadores a
ham em paralelo g�i = lm(Gi). Isso �e feito viaFindLMSubset.3. Cada pro
essador qi 
al
ula seus pr�oprios R�i e R+i de a
ordo 
om ade�ni�
~ao 5.2.7, e o 
onjunto Ri de pontos que est~ao a
ima dareta (g�iNextGi[Xj ;j>i(g�i )), de a
ordo 
om o Lema 5.2.2.4. Os pro
essadores a
ham em paralelo x�i = lm(Ri [ g�i ), usando o algoritmoFindLMSubset. Note que por de�ni�
~ao NextS(x�i ) =2 Xi.5. Cada pro
essador qi faz broad
asts de seu ponto NextS(x�i ) a qj; j > i, e 
al
ulaseu pr�oprio S 0i de a
ordo a de�ni�
~ao 5.2.6.Lema 5.2.4 O algoritmo MergeHulls 1 
al
ula UH(S) em tempo O(n log np +Ts(n; p)),requer um espa�
o de mem�oria lo
al igual a np � p2 e um n�umero 
onstante de rodadasde 
omuni
a�
~ao.Prova. Pelo teorema 5.2.1, os 
onjuntos 
al
ulados S 0i no passo 5 s~ao uma represen-ta�
~ao do fe
ho superior UH(S). O algoritmo MergeHulls 1 
hama o pro
edimentoFindLMSubset duas vezes. No passo 2, os parâmetros s~ao �i = Xi, k = 1, w = 0 e
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o no Modelo CGM 52Gi = Gi, impli
ando que jGij = p. No passp 4, têm novamente os mesmos parâmetros,mas para Gi = Ri [ g�i . Portanto, jGij = jRi [ g�i j = jXijp � np2 . Com isso, o espa�
ode mem�oria lo
al requerido �e np � p2, pelo lema 5.2.3 O mesmo lema garante que a
omplexidade das opera�
~oes seq�uen
iais no algoritmo MergeHulls 1 �e O(p2 logn) =O(np logn) e que um n�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao �e usado.5.2.5 Algoritmo MergeHulls 2Ao 
ontr�ario do MergeHulls 1, esse algoritmo requer somente np � p� de espa�
ode mem�oria por pro
essador, 0 < � � 1. Para simpli�
ar usamos � = 1. O algoritmofun
iona assim:1. Na primeira fase, o algoritmo MergeHulls 1 �e utilizado para en
ontrar o fe
hosuperior de grupo de pp pro
essadores, 
om jGij igual a pp. A 
omplexidade dessafase �e O(p).2. A segunda fase 
ombina esses pp fe
hos superiores, 
ada um de tamanhom�aximo nppp , no lugar dos p fe
hos ini
iais. Ent~ao, 
om jGij = pp, o passo 2 requersomente espa�
o de tamanho p. Por�em, pre
isamos ser mais 
uidadosos, porque otamanho de 
ada 
onjunto Ri �e, no pior 
aso, npppjGij , impli
ando que o passo 4 vaipre
isar de espa�
o at�e nppp , o que �e muito. Por isso, uma nova redu�
~ao desses tama-nhos �e ne
ess�aria. Sabemos que os 
onjuntos Ri tamb�em s~ao de fe
hos superiores epodemos apli
ar re
ursivamente a todos os Ri, o mesmo m�etodo usado no algoritmoMergeHulls 1 para a
har x�i = lm(Ri [ g�i ).Algoritmo: BuildHulls(�i;	j; p; k; w; �)Entrada: Fe
hos superiores �i; 1 � i � ppw , representado 
ada em pw pro
essadoresn�umerados 
onse
utivamente qiz; 1 � z � pw . O parâmetro � re
eteo tamanho da mem�oria lo
al de 
ada um dos p pro
essadores.Sa��da: Fe
hos 
onvexos 	j = UH([jpki=(j�1)pk+1�i), para 1 � j � ppw+k .1. Gi  � �i.2. While jGijpk > p� do(a)Cada grupo de pro
essadores qiz; 1 � z � pw, identi�
a sequen
ialmenteum 
onjunto divisor G0i 
omposto de p�=2 pontos espa�
ados igualmente deGi. (b)FindLMSubset(�i; k; w;G0i; g�i ).(
)Se g�i su
�i(g�i ) est�a a
ima do g�iNext�i;j>i(g�i ) ent~ao Ri �e 
omposto
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o no Modelo CGM 53de todos pontos de �i entre g�i e su
Gi(g�i ); sen~ao Ri �e 
ompostode todos pontos de �i entre g�i e predGi(g�i ).(d)Seja Gi  � Ri [ fg�i g.3. FindLMSubset(�i; k; w;Gi; x�i ).4. Cada pro
essador qi1 faz broad
asts de seu x�i a todosqhj ; h = (i mod (pk + 1))pk + 1; � � � ; (i mod (pk + 1))pk + pk e 1 � j � pw.5. Cada pro
essador 
al
ula seu pr�oprio S 0i de a
ordo a de�ni�
~ao 5.2.6.Lema 5.2.5 O algoritmo BuildHulls 
al
ula 	j = UH([jpki=(j�1)pk+1�i), para 1 � j �ppw+k em tempo O(n log np + Ts(n; p)). Seja � = maxf(k + �=2); �g. Ent~ao o algoritmorequer um espa�
o de mem�oria lo
al igual a np � p� e um n�umero 
onstante de rodadasde 
omuni
a�
~ao.Prova. O algoritmo BuildHulls exige a mem�oria 
omo seguir. No passo 2(b), np �pk+�=2. No passo 3, np � p� e no passo 4, np � pk. A 
omplexidade de tempo da
omputa�
~ao �e O(np logn+ pkjGij) = O(np logn). Com respeito ao n�umero de rodadasde 
omuni
a�
~ao, note que no passo 2 existem no m�aximo p�+w pontos em �i. Cadapassagem no passo 2(a) reduz esse tamanho pelo fator de p�=2. Com isso, existem2(�+w)� fases, onde uma fase �e 
hamada no pro
edimento FindLMSubset.Algoritmo: MergeHulls 2(Xi(1 � i � p); S; n; p;UH(S),�)Entrada: O 
onjunto de p fe
hos superiores Xi 
onsistindo, no m�aximo, de n pontosde S, onde Xi est�a armazenado no pro
essador pi; 1 � i � p. O parâmetro� re
ete o tamanho da mem�oria lo
al.Sa��da: A representa�
~ao do fe
ho superior de S. Todos os pontos sobreo fe
ho superior s~ao identi�
ados e numerados da esquerda �a direita.1. Seja k = �2 ; w = 0, e X0i = Xi.2. Do(a) BuildHulls(Xwi ; Xw+kj ; p; k; w; �).(b) w � w + k.Until w � 1.Teorema 5.2.6 O algoritmo MergeHulls 2 
al
ula UH(S) em tempo O(n lognp +Ts(n; p)),requer um espa�
o de mem�oria lo
al np � p� e um n�umero 
onstante de rodadas de 
o-muni
a�
~ao.



5.3 Implementa�
~oes Paralelas 54Prova. O lema 5.2.5 impli
a que np � pk+�=2, somente np � p�. Com respeito aon�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao, o pro
edimento BuildHulls �e 
hamada 2� vezes.Pelo lema 5.2.5, existe 2(�+w)� fases, em 
ada 
hamada. Conseq�uentemente, 
omow = (t � 1) �2 na t-�esima exe
u�
~ao do passo 2(a), o n�umero total de rodadas de
omuni
a�
~ao �e P2=�t=1 t = O((2� )2). Finalmente, isso impli
a que a 
omplexidade detempo da 
omputa�
~ao lo
al �e O( 1�2 np logn).Corol�ario 5.2.7 O fe
ho 
onvexo de n pontos no plano pode ser 
al
ulado no CGM(n; p)em tempo O(Tsequen
ialp +Ts(n; p)), onde Ts(n; p) se refere ao tempo de ordena�
~ao globalde n dados sobre p pro
essadores. Al�em disso, envolve s�o um n�umero 
onstante derodadas de 
omuni
a�
~ao e np � p�, para � > 0 
onstante e arbitrariamente pequeno.5.3 Implementa�
~oes Paralelas5.3.1 Implementa�
~ao do Algoritmo Paralelo Probabil��sti
oO algoritmo Algoritmo 2 foi implementado [14℄ sobre a m�aquina CM5, 
om 32pro
essadores, 
ada um 
om 40 MB de mem�oria. Foi usado 
omo algoritmo seq�uen
i-al, o algoritmoQui
khull. As implementa�
~oes foram feitas para a
har o fe
ho 
onvexonas dimens~oes 3 e 4.O n�umero de rodadas de 
omuni
a�
~ao observado, para todos os pontos, foi sempreidênti
o para os 20 testes.Quando np est�a entre 256 e 2K, ou 1K e 8K, foi observado para o fe
ho 
onvexo 3Dou 4D, respe
tivamente, que o Algoritmo 2 requer entre 2 e 3 rodadas de 
omuni
a�
~ao.Se np � 4K (em dimens~ao 3) ou np � 16K (em dimens~ao 4), respe
tivamente, oalgoritmo termina sempre depois de uma rodada de 
omuni
a�
~ao.5.3.2 Implementa�
~ao do Algoritmo Paralelo Determin��sti
oAs implementa�
~oes do algoritmo paralelo determin��sti
o foram feitas [18℄ na m�aquinaT3D-CRAY, 
om 128 pro
essadores, usando as rotinas PVM (Parallel Virtual Ma-
hine) para as 
omuni
a�
~oes.A primeira vers~ao foi implementada 
om np � p2. No 
aso de 
onjuntos de pontos
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~oes Paralelas 55aleat�orios, foi 
onstatado que a 
omplexidade total aumenta propor
ionalmente a n,desde que p �e �xo, enquanto a 
omplexidade de 
omuni
a�
~ao �e quase 
onstante.No pior 
aso (
onjunto linear de pontos), o tempo de 
omputa�
~ao lo
al 
res
epropor
ionalmente a n logn. O tempo de 
omuni
a�
~ao total aumenta linearmente
om n. O valor de p foi igual a 64.Com o n�umero de pontos �xos, os 
onjuntos de pontos aleat�orios apresentamum bom 
omportamento quando p �e pequeno. Quando p � 64, foi observado umainvers~ao 
ompleta da in
lina�
~ao da 
urva de tempo total de exe
u�
~ao, isto signi�
aque o algoritmo pre
isa de um grande n�umero de pro
essadores para resolver umproblema de tamanho pequeno.O Speedup2 observado, no pior 
aso, �e melhor desde que a quantidade de 
ompu-ta�
~ao lo
al �e su�
ientemente grande 
omparada 
om a 
omuni
a�
~ao.O algoritmo foi implementado tamb�em no 
aso onde o n�umero de dados porpro
essador �e �xo. No 
aso de 
onjunto aleat�orio, a 
urva de tempo total �e quaseparalela �aquela de tempo de 
omuni
a�
~ao. Isto mostra o impa
to de 
omuni
a�
~aosobre a es
alabil��dade do algoritmo.

2O Speedup de um algoritmo paralelo �e de�nido pela seguinte f�ormula: Sp(n) = T �(n)=Tp(n),onde T �(n) �e o tempo do melhor algoritmo seq�uen
ial do problema, Tp(n) o tempo de um algoritmoparalelo para o problema usando p pro
essadores e n o tamanho da entrada do problema.



Cap��tulo 6Implementa�
~oes Paralelas
Na se�
~ao 2.4 apresentamos o algoritmo seq�uen
ial Qui
khull. Nesse 
ap��tulo para-lelizamos este algoritmo e mostrarmos a nossa implementa�
~ao, na m�aquina paralelaParsyte
 PowerXplorer, do algoritmo Qui
khull paralelizado para a
har o fe
ho 
on-vexo. Esse algoritmo �e des
rito no modelo CGM. A topologia 
onsiderada �e umaestrela onde os pro
essadores �lhos s~ao ligados ao pro
essador raiz. Os pontos usa-dos obede
em a distribui�
~ao normal ou de Gauss.Implementamos tamb�em o algoritmo paralelo (Algoritmo 1) de Dehne [14℄. Faze-mos ainda uma 
ompara�
~ao entre os resultados dos dois algoritmos implementados.Na se�
~ao 6.1 des
revemos as 
ara
ter��sti
as da m�aquina Parsyte
 PowerXplo-rer do LCPD do IME/USP (Laborat�orio de Computa�
~ao Paralela e Distribu��da doIME/USP ). A se�
~ao 6.2 trata da des
ri�
~ao do algoritmo Qui
khull Paralelo. Nase�
~ao 6.3 apresentamos os resultados. H�a um Apêndi
e A nesse trabalho que 
ont�emo 
�odigo da implementa�
~ao do algoritmo Qui
khull paralelizado.6.1 Cara
ter��sti
as da M�aquinaA implementa�
~ao do algoritmo foi feita na m�aquina paralela Parsyte
 PowerX-plorer. Essa m�aquina tem 16 pro
essadores, inter
one
tados por uma topologia degrade bidimensional. Cada n�o �e formado por um PowerPC 601 para a 
omputa�
~ao ede um Transputer T805 para a 
omuni
a�
~ao, que 
ompartilham uma mem�oria lo
alde 32 MBytes.Os pro
essadores s~ao agrupados em 4 parti�
~oes de 4 n�os 
ada, 
hamadas A, B, C56



6.2 Algoritmo Qui
khull Paralelo 57e D. Uma vez alo
ada, uma parti�
~ao (ou mais) �e dada para se rodar uma apli
a�
~ao epermane
e ex
lusiva para esta apli
a�
~ao. As outras parti�
~oes n~ao usadas �
am livrespara outras apli
a�
~oes.A m�aquina Parsyte
 PowerXplorer usa o sistema opera
ional PARIX que �e umaextens~ao paralela para o sistema opera
ional UNIX. O sistema forne
e as ferramentasne
ess�arias para o desenvolvimento de apli
a�
~oes paralelas. Essas ferramentas rodamem um 
omputador hospedeiro (host) e o 
�odigo produzido roda na Parsyte
 PowerX-plorer. O PARIX ofere
e uma extens~ao para a linguagem C para o desenvolvimentode apli
a�
~oes paralelas.O PARIX permite que o mesmo 
�odigo seja exe
utado por todos os pro
essadores,de forma que 
ada n�o exe
uta uma 
�opia do programa at�e o �m. O 
omportamentode 
ada pro
essador depende do 
onte�udo do 
�odigo, da posi�
~ao de pro
essador e dosdados lo
ais. Como n~ao existe mem�oria global, as informa�
~oes s~ao tro
adas via tro
ade mensagens.No ambiente PARIX, as 
omuni
a�
~oes s~ao feitas atrav�es de links virtuais. As
onex~oes s~ao ponto-a-ponto entre pro
essadores arbitr�arios da grade. Um 
onjuntobem de�nido de links virtuais pode ser 
ombinado para 
onstruir a topologia virtual
omo anel, �arvore, pipelines, hiper
ubo, et
.6.2 Algoritmo Qui
khull ParaleloParalelizar o algoritmo sequên
ial qui
khull que resolve o problema do fe
ho 
on-vexo j�a estava no plano original da disserta�
~ao. Essa paraleliza�
~ao �e feita no modelode 
omputa�
~ao paralela CGM. Apesar de pare
er trivial a sua paraleliza�
~ao, n~ao seen
ontra nenhum resultado de paraleliza�
~ao deste algoritmo na literatura.A id�eia do algoritmo �e de a
har primeramente os quatro pontos extremos em 
adapro
essador. Os pontos que est~ao no interior de quadrilatero s~ao eliminados. Essespontos extremos s~ao tro
ados em 
ada pro
essador para en
ontrar os verdadeirosquatro pontos extremos. A fase seguinte 
onsiste a 
olo
ar os pontos que sobramem um �uni
o pro
essador e a
har o fe
ho 
onvexo. Esse algoritmo pre
isa de trêsrodadas de 
omuni
a�
~ao.Algoritmo: Qui
khull ParaleloEntrada: Um 
onjunto �nito S = fp1; :::; png de pontos. Cada pro
essador Pi



6.3 Resultados 58armazena um sub
onjunto aleat�orio Si de n=p pontos de S. Si s~aodisjuntos.Sa��da: O fe
ho 
onvexo de S.1. Cada pro
essador a
ha os quatro pontos extremos.2. Um pro
essador determinado (P1) re
ebe dos outros pro
essadores seusquatro pontos extremos, a
ha os novos quatro pontos extremos e mandade volta aos demais pro
essadores.3. Os pro
essadores eliminam os pontos que est~ao no interior de quadril�atero.4. Pro
essador P1 re
ebe dos outros pro
essadores os pontos que sobrame 
al
ula o fe
ho 
onvexo.O algoritmo a
ima tem 
omplexidade de tempo de 
omputa�
~ao lo
al O(np logn)e um n�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao.6.3 ResultadosUtilizamos os dados de entrada segundo uma distribui�
~ao normal ou de Gauss.Nessa distribui�
~ao, s~ao eliminados quase 97% de pontos depois de a
har os quatropontos extremos.As tabelas listadas a seguir apresentam os tempos (T1; T4; T8) obtidos na nossaimplementa�
~ao 
om a m�aquina usando um, quatro e oito pro
essadores, do algoritmoQui
khull paralelo e do algoritmo de Dehne.n T1 T4 T8Tempo Speedup Tempo Speedup8000 93825 46223 2,029 34442 2,72440000 472804 135078 3,500 80802 5,85180000 922457 271032 3,403 198921 4,637120000 1382823 376272 3,675 210574 6,566160000 1844777 509180 3,623 366931 5,027Tabela 6.1: Tempos em �s e Speedup para a
har o fe
ho 
onvexo de n pontos segundoa distribui�
~ao normal 
om o algoritmo Qui
khull paralelo.



6.3 Resultados 59n T1 T4 T8Tempo Speedup Tempo Speedup8000 93825 26036 3,603 16390 5,72440000 472804 119773 3,947 63596 7,43480000 922457 232947 3,959 119194 7,739120000 1382823 348541 3,967 175525 7,878160000 1844777 467269 3,947 234199 7,876Tabela 6.2: Tempos em �s e Speedup para a
har o fe
ho 
onvexo de n pontos segundoa distribui�
~ao normal 
om o algoritmo de Dehne.n T4 T8
omputa�
~ao 
omuni
a�
~ao 
omputa�
~ao 
omuni
a�
~ao8000 34647 11576 20941 1350140000 123547 11531 67033 1376980000 248588 22444 153033 45888120000 356089 20183 186683 23891160000 482293 26887 276435 90496Tabela 6.3: Tempos em �s da 
omputa�
~ao e 
omuni
a�
~ao para a
har o fe
ho 
onvexode n pontos segundo a distribui�
~ao normal 
om o algoritmo Qui
khull paralelo.Os resultados de nossa implementa�
~ao mostram que as 
omuni
a�
~oes do algoritmode Dehne s~ao melhores. Com alta probabilidade, o algoritmo de Dehne ne
essita deapenas uma rodada de 
omuni
a�
~ao, em que apenas s~ao transmitidos os pontos dosfe
hos 
onvexos armazenados em 
ada pro
essador. Esse n�umero de pontos transmi-tidos �e menor que np . No algoritmo de Qui
khull paralelo, s~ao transmitidos os quatropontos extremos e os pontos que n~ao s~ao eliminados em 
ada pro
essador.



n T4 T8
omputa�
~ao 
omuni
a�
~ao 
omputa�
~ao 
omuni
a�
~ao8000 24676 1360 13335 305540000 118499 1274 60569 302780000 231583 1364 115985 3209120000 347060 1481 172217 3308160000 465340 1929 228187 6012Tabela 6.4: Tempos em �s da 
omputa�
~ao e 
omuni
a�
~ao para a
har o fe
ho 
onvexode n pontos segundo a distribui�
~ao normal 
om o algoritmo de Dehne.



Cap��tulo 7Considera�
~oes Finais
O problema do fe
ho 
onvexo �e um dos problemas da geometria 
omputa
ionalmais estudados em 
omputa�
~ao paralela. Esse problema tem muitas apli
a�
~oes emdiversas �areas que motivam o estudo dos algoritmos para a sua 
onstru�
~ao. Nestadisserta�
~ao 
onsideramos o problema do fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de pontos noplano.No estudo desses algoritmos pro
uramos 
ompreender os algoritmos seq�uen
iaisde 
omplexidade O(n logn). Espe
ialmente vimos a estrat�egia de divis~ao-e-
onquistaque serve no projeto de desenvolvimento dos algoritmos paralelos para esse problema.Outros algoritmos seq�uen
iais podem ser usados na fase de 
omputa�
~ao lo
al em 
adapro
essador.O prin
ipal objetivo desta disserta�
~ao foi estudar os algoritmos paralelos para ofe
ho 
onvexo. Para isso, de�nimos o modelo de 
omputa�
~ao paralela que ser�a usa-do. Apresentamos v�arios modelos de 
omputa�
~ao paralela, fazendo uma 
lassi�
a�
~aodos modelos apresentados. Nesse trabalho, usamos os modelos PRAM e CGM paradesenvolver os algoritmos.No modelo PRAM pro
uramos des
rever detalhadamente o algoritmo apresentadoem [33℄, que 
onsideramos ser mais importante dos algoritmos paralelos pioneiros.Sua 
omplexidade de tempo �e O(logn) usando O(n logn) opera�
~oes. O algoritmoparalelo des
rito mostra 
omo o m�etodo de divis~ao-e-
onquista pode ser usado parao projeto de desenvolvimento de um algoritmo paralelo, para o problema do fe
ho
onvexo. Em Aggarwal et al [2℄ en
ontramos um outro algoritmo paralelo para omesmo problema usando o paradigma de divis~ao-e-
onquista.Vimos tamb�em de modo su
into alguns algoritmos paralelos mais re
entes no mo-61



62delo CGM. O algoritmo de Dehne et al [15℄ visa a eliminar os pontos que est~ao nointerior de 
ada fe
ho 
onvexo 
al
ulado em 
ada pro
essador. O algoritmo proposto�e es
al�avel, probabil��sti
o e independente da arquitetura. Ele tem, 
om alta probabi-lidade, um n�umero 
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao e 
omplexidade de tempo(k+2)(T1(n)p +O(np)) para a 
omputa�
~ao lo
al e (k+1)(TpSum(p)+T
ompr(p; n)) paraa 
omuni
a�
~ao, onde k = d 12� + 12e �e uma 
onstante e � > 0 uma 
onstante �xa. T1(n)denota a 
omplexidade de tempo seq�uen
ial e TpSum(p) �e a 
omplexidade paralelapara 
al
ular a soma par
ial de p n�umeros 
ada um armazenado em um pro
essador.T
ompr(p; n) �e o tempo para 
omprimir um sub
onjunto de dados de tamanho n0 � nem p0 � p pro
essadores. Em [18℄, Diallo et al des
revam um algoritmo paralelodetermin��sti
o, tamb�em es
al�avel e independente da topologia de inter
onex~ao pa-ra o problema do fe
ho 
onvexo no plano. O algoritmo requer somente um n�umero
onstante de rodadas de 
omuni
a�
~ao e tem a 
omplexidade de tempo de 
omputa�
~aolo
al O(n log np +Ts(n; p)) onde n �e o tamanho do problema, p o n�umero de pro
essado-res e Ts(n; p) refere a 
omplexidade de tempo de ordena�
~ao de n pontos armazenadosem p pro
essadores. Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda n~ao publi
ado,prop~oem um algoritmo paralelo para o fe
ho 
onvexo de um 
onjunto de n pontosno plano, de 
omplexidade de tempo lo
al (O(n log np )) 
om o n�umero de rodadas de
omuni
a�
~ao �otimo.V�arios artigos relatam algoritmos para o problema do fe
ho 
onvexo [7, 21, 27, 35,38, 41℄. O artigo de Goodri
h [28℄ mostra t�e
ni
as probabil��sti
as para o problemano modelo BSP. Atallah et al [8℄ trata do m�etodo de divis~ao-e-
onquista em 
as
ata
omo um m�etodo para o desenvolvimento de algoritmos paralelos.Neste trabalho foi proposta a paraleliz~ao do algoritmo seq�uen
ial Qui
khull. Aid�eia �e eliminar os pontos que est~ao no interior dos quatro pontos extremos. Sua
omplexidade de tempo de 
omputa�
~ao lo
al �e (np logn) 
om um n�umero 
onstantede rodadas de 
omuni
a�
~ao.Dentre os algoritmos estudados, implementamos na m�aquina paralela Parsyte
PowerXplorer o algoritmo de Dehne e o algoritmo proposto. O desempenho obtidomostra que o algoritmo de Dehne �e melhor, pois ele 
onsegue eliminar os pontos queest~ao no interior de 
ada fe
ho 
onvexo 
al
ulado em 
ada pro
essador.



Apêndi
e AImplementa�
~ao
Na proposta de nossa disserta�
~ao, sugerimos a implementa�
~ao de um algoritmoparalelo probabil��sti
o. Por isso, implementamos o algoritmo Qui
khull paralelo.Neste apêndi
e listamos o 
�odigo fonte 
omo des
rito no 
ap��tulo 6 do trabalho./* **************************************************************************Programa : emma.
Objetivo : Fe
ho ConvexoAutor : Emmanuel Kayembe Ilunga****************************************************************************//* Esse programa usa a topologia STAR *//* o pro
essador raiz re
ebe dos pro
essadores filhos os vetores deles, *//* depois de eliminar os pontos que estao no interior de quadrilatero */?***************************************************************************/#in
lude <sys/root.h>#in
lude <virt_top.h>#in
lude <sys/link.h>#in
lude <sys/time.h>#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <math.h>#in
lude <limits.h>#in
lude <sys/
omm.h>#in
lude <sys/rrouter.h>#define TAM 4 63



64#define PMAX 1000#define DESVIO 20#define X 0#define Y 1#define DIM 2 /*dimensao do espa
o*/#define EXIT_FAILURE 1#define FREE(p) if (p) {free ((
har *)p); p = NULL;}#define NEW(p,type) \if ((p=(type *) mallo
 (sizeof(type))) == NULL) {\printf("NEW : out of Memory!\n");\exit(EXIT_FAILURE);\}typedef enum{FALSO , TRUO}boleno;typedef double tPointd[DIM℄; /*tipo ponto real */typedef tPointd tConjuntd[PMAX℄; /*
onjunto de pontos reais*/typedef stru
t tPilha
elu tsPilha;typedef tsPilha *tPilha;stru
t tPilha
elu {tPointd p;tPilha next;};/* As variaveis globais */tConjuntd A;/* Vetor ini
ial */tPointd *A1, *A2, *A3, *A4;/* Vetores que re
ebem os pontos de 
ada regiao */tPilha AA1, AA2, AA3, AA4;/* Pilhas que re
ebem os pontos do fe
ho */tPointd *vetor_xy;tPointd v_xy[TAM℄, v1_xy[TAM℄;tPointd vetor_re
vxy[TAM℄;int ID;tPointd *vetor1, *vetor2, *vetor3;/* As fun
oes definidas */void prt(tPointd *v, int taille){int j;



65for (j = 0; j < taille; j++){printf(" vetor[%d℄[%d℄ = %g, vetor[%d℄[%d℄ =%g, pro
s= %d\n",j,X,v[j℄[X℄,j,Y,v[j℄[Y℄,ID);}}/* Generates random numbers a

ording to a gaussian *//* distribution */double gausse( double mean, double deviation ){ int i;double rnd = 0.0;for( i = 0 ; i < 12 ; i++ )rnd += (double) (rand() % 10000);return(mean + (rnd - 6.0) * deviation);}/* A
ha a area de um triangulo ab
 */double Area2(tPointd a, tPointd b, tPointd 
){ return (a[X℄*b[Y℄-a[Y℄*b[X℄+a[Y℄*
[X℄-a[X℄*
[Y℄+b[X℄*
[Y℄-
[X℄*b[Y℄);}/* Verifi
a se o ponto 
 esta' na esquerda do segmento ab */boleno left(tPointd a, tPointd b, tPointd 
){ return (Area2(a,b,
) > 0.00001);}/* Desempilha um ponto de uma pilha */tPilha desempilha(tPilha s){ tPilha top;top = s->next;FREE(s);return top;}/* Empilha um ponto na pilha */tPilha empilha(tPointd p,tPilha top){ tPilha s;



66NEW(s,tsPilha);s->p[X℄ = p[X℄;s->p[Y℄ = p[Y℄;s->next = top;return s;}/* Imprime a pilha */void PrintPilha(tPilha t){ while (t!= NULL){printf(" Ponto[%d℄= %g, Ponto[%d℄= %g\n",X,t->p[X℄,Y,t->p[Y℄);t = t->next;}}/* A
ha o numero de pontos do fe
ho 
onvexo */int Numero(tPilha t){ int k;k = 0;while (t!= NULL){k++;t = t->next;}return k;}/* A
ha o tamanho de um 
onjunto */int tamanho(tPointd a2, tPointd b2, int taille2, tConjuntd SS){ int i,k;k = 0;for( i = 0; i < taille2; i++){if (left(a2,b2,SS[i℄)) k++;}return k;}/* Preen
he o 
onjunto de pontos */



67tPointd *
onjunto(tPointd a3, tPointd b3, int taille3, tConjuntd Ss, int 
ontador){ int i,k;tPointd *B;k = 0;B = (tPointd *) mallo
((
ontador) * sizeof(tPointd));for( i = 0; i < taille3; i++){if (left(a3,b3,Ss[i℄)) {B[k℄[X℄ = Ss[i℄[X℄;B[k℄[Y℄ = Ss[i℄[Y℄;k++;}}return B;}/* A
ha o ponto 
om distante maxima de um segmento */double *maxdist(tPointd a1, tPointd b1, tConjuntd B1, int total){ double area;int n, indi
e;double *p;area = Area2(a1,b1,B1[0℄);indi
e = 0;p = (double *) mallo
((DIM) * sizeof(double));for (n = 1; n < total; n++){if (area < Area2(a1,b1,B1[n℄)) {area = Area2(a1,b1,B1[n℄);indi
e = n;}}p[X℄ = B1[indi
e℄[X℄;p[Y℄ = B1[indi
e℄[Y℄;return p;}/* Fun
ao qui
khull */tPilha qui
khull(tPointd a, tPointd b, tConjuntd S, int taille)



68{ tPointd *S1;tPointd *S2;double *
;tPilha BB1;tPilha BB2;tPilha AB;int 
onta1, 
onta2;BB1 = NULL;BB2 = NULL;AB = NULL;if (taille == 0) {AB = empilha(a,AB);return (AB);}else {
 = maxdist(a,b,S,taille);/* Divide o problema em dois */
onta1 = tamanho(a,
,taille,S);
onta2 = tamanho(
,b,taille,S);S1 = (tPointd *) mallo
((
onta1) * sizeof(tPointd));S2 = (tPointd *) mallo
((
onta2) * sizeof(tPointd));S1 = 
onjunto(a,
,taille,S,
onta1);S2 = 
onjunto(
,b,taille,S,
onta2);/* As 
hamadas re
ursivas */BB1 = qui
khull(a,
,S1,
onta1);BB2 = qui
khull(
,b,S2,
onta2);while (BB1 != NULL){BB2 = empilha(BB1->p,BB2);BB1 = desempilha(BB1);}FREE(S1);FREE(S2);return (BB2);}}



69/************************** Programa prin
ipal *********************//*******************************************************************/int main(int arg
, 
har **argv){int ind1;int iter, tamanho1;int total_pro
s;int ID_topologia; /* identifi
ador da topologia */int i, j, k, l, m;double valor, valor1;StarData_t *starData;int 
ontador1, 
ontador2, 
ontador3, 
ontador4, soma;int *tama;unsigned int tempo_i, tempo_f, tempo_i
om, tempo_f
om;/* determina o ID do pro
essador e o total de pro
essadores */ID = GET_ROOT()->Pro
Root->MyPro
ID;total_pro
s = GET_ROOT()->Pro
Root->nPro
s;tama = (int *) mallo
((total_pro
s) * sizeof(int));/* 
ria topologia virtual do tipo anel */ID_topologia = MakeStar(42, total_pro
s,MINSLICE, MAXSLICE,MINSLICE, MAXSLICE,MINSLICE, MAXSLICE );if( ID_topologia < 0 ){printf("Erro (%d) : pro
essador %d\n",ID_topologia,ID);return( 1 );}/* Ini
ializar as pilhas */AA1 = NULL;AA2 = NULL;AA3 = NULL;AA4 = NULL;tamanho1 = 4*total_pro
s;vetor_xy = (tPointd *) mallo
((tamanho1) * sizeof(tPointd));/* Preen
he o vetor v_xy em 
ada pro
essador */srand(ID*total_pro
s);



70for( i = 0; i < PMAX; i++ ){valor = gausse(100,DESVIO);A[i℄[X℄ = valor;valor1 = gausse(100,DESVIO);A[i℄[Y℄ = valor1;}/* Bus
ar os pontos extremos em 
ada pro
essador */tempo_i = TimeNow();j = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[j℄[X℄ >= A[i℄[X℄) j = i;}v_xy[0℄[X℄ = A[j℄[X℄;v_xy[0℄[Y℄ = A[j℄[Y℄;k = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[k℄[X℄ <= A[i℄[X℄) k = i;}v_xy[1℄[X℄ = A[k℄[X℄;v_xy[1℄[Y℄ = A[k℄[Y℄;l = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[l℄[Y℄ >= A[i℄[Y℄) l = i;}v_xy[2℄[X℄ = A[l℄[X℄;v_xy[2℄[Y℄ = A[l℄[Y℄;m = 0;for( i = 1; i < PMAX; i++ ){if (A[m℄[Y℄ <= A[i℄[Y℄) m = i;}v_xy[3℄[X℄ = A[m℄[X℄;v_xy[3℄[Y℄ = A[m℄[Y℄;tempo_f = TimeNow() - tempo_i;/* Os pro
essadores folhas mandam os quatro pontos *//* deles para o pro
essador raiz */tempo_i
om = TimeNow();



71starData = GetStar_Data(ID_topologia);if (starData != NULL){swit
h (starData->status) {
ase STAR_ROOT:k = 0;iter = 4*starData->id + 3;for(ind1 = 4*starData->id; ind1 <= iter; ind1++){vetor_xy[ind1℄[X℄ = v_xy[k℄[X℄;vetor_xy[ind1℄[Y℄ = v_xy[k℄[Y℄;k++;}for(i = 1; i < starData->size; i++){Re
v(ID_topologia,i,&vetor_re
vxy,sizeof(vetor_re
vxy));iter = 4*i + 3;j = 0;for(ind1 = 4*i; ind1 <= iter; ind1++){vetor_xy[ind1℄[X℄ = vetor_re
vxy[j℄[X℄;vetor_xy[ind1℄[Y℄ = vetor_re
vxy[j℄[Y℄;j++;}}break;
ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,&v_xy,sizeof(v_xy));break;}}tempo_f
om = TimeNow() - tempo_i
om;/* A raiz a
ha os novos pontos extremos */tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){/* Bus
ar os pontos extremos no pro
essador raiz */j = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[j℄[X℄ >= vetor_xy[i℄[X℄) j = i;}



72v1_xy[0℄[X℄ = vetor_xy[j℄[X℄;v1_xy[0℄[Y℄ = vetor_xy[j℄[Y℄;k = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[k℄[X℄ <= vetor_xy[i℄[X℄) k = i;}v1_xy[1℄[X℄ = vetor_xy[k℄[X℄;v1_xy[1℄[Y℄ = vetor_xy[k℄[Y℄;l = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[l℄[Y℄ >= vetor_xy[i℄[Y℄) l = i;}v1_xy[2℄[X℄ = vetor_xy[l℄[X℄;v1_xy[2℄[Y℄ = vetor_xy[l℄[Y℄;m = 0;for( i = 1; i < tamanho1; i++ ){if (vetor_xy[m℄[Y℄ <= vetor_xy[i℄[Y℄) m = i;}v1_xy[3℄[X℄ = vetor_xy[m℄[X℄;v1_xy[3℄[Y℄ = vetor_xy[m℄[Y℄;}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* A raiz manda os verdadeiros pontos extremos para os filhos */tempo_i
om = TimeNow();if (starData != NULL){swit
h (starData->status) {
ase STAR_ROOT:for(i = 1; i < starData->size; i++){Send(ID_topologia,i,&v1_xy,sizeof(v_xy));}break;
ase STAR_LEAVE:Re
v(ID_topologia,0,&v1_xy,sizeof(v1_xy));break;}}



73tempo_f
om += TimeNow() - tempo_i
om;/* Cada pro
essador a
ha o 
onjunto de pontos que nao estao no interior *//* de quadrilatero */tempo_i = TimeNow();
ontador1 = tamanho(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,PMAX,A);
ontador2 = tamanho(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,PMAX,A);
ontador3 = tamanho(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,PMAX,A);
ontador4 = tamanho(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,PMAX,A);soma = 
ontador1 + 
ontador2 + 
ontador3 + 
ontador4;vetor1 = (tPointd *) mallo
((soma) * sizeof(tPointd));/* Preen
he o vetor a mandar */k = 0;for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}for( i = 0; i < PMAX; i++){if (left(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,A[i℄)) {vetor1[k℄[X℄ = A[i℄[X℄;



74vetor1[k℄[Y℄ = A[i℄[Y℄;k++;}}m = k;tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* Alo
a dinami
amente o vetor vetor2 que re
ebera os pontos para en
ontra *//* o fe
ho 
onvexo */tempo_i
om = TimeNow();if (starData != NULL){swit
h (starData->status) {
ase STAR_ROOT:tama[starData->id℄ = m;/* A raiz preen
he no vetor tama seu valor */for(i = 1; i < starData->size; i++){Re
v(ID_topologia,i,&k,sizeof(int));tama[i℄ = k;}break;
ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,&m,sizeof(int));break;}}tempo_f
om += TimeNow() - tempo_i
om;tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){soma = 0;for (ind1 = 0; ind1 < total_pro
s; ind1++) {printf("tama[%d℄ = %d\n",ind1,tama[ind1℄);soma +=tama[ind1℄;}vetor2 = (tPointd *) mallo
((soma) * sizeof(tPointd));}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* O pro
essador raiz re
ebe os pontos de outros pro
essadores */tempo_i
om = TimeNow();



75if (starData != NULL){swit
h (starData->status) {
ase STAR_ROOT:for(ind1 = 0; ind1 < m; ind1++){vetor2[ind1℄[X℄ = vetor1[ind1℄[X℄;vetor2[ind1℄[Y℄ = vetor1[ind1℄[Y℄;}iter = tama[0℄;for(i = 1; i < starData->size; i++){vetor3 = (tPointd *) mallo
((tama[i℄) * sizeof(tPointd));Re
v(ID_topologia,i,vetor3,tama[i℄*sizeof(tPointd));j = 0;iter += tama[i℄;k = iter - tama[i℄;for(ind1 = k; ind1 < iter; ind1++){vetor2[ind1℄[X℄ = vetor3[j℄[X℄;vetor2[ind1℄[Y℄ = vetor3[j℄[Y℄;j++;}}break;
ase STAR_LEAVE:Send(ID_topologia,0,vetor1,m*sizeof(tPointd));break;}}tempo_f
om += TimeNow() - tempo_i
om;/* O pro
essador raiz 
al
ula o fe
ho 
onvexo */tempo_i = TimeNow();if (starData->status == STAR_ROOT){/* Determina o tamanho de 
ada regiao */
ontador1 = tamanho(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,soma,vetor2);A1 = (tPointd *) mallo
((
ontador1) * sizeof(tPointd));
ontador2 = tamanho(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,soma,vetor2);A2 = (tPointd *) mallo
((
ontador2) * sizeof(tPointd));
ontador3 = tamanho(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,soma,vetor2);



76A3 = (tPointd *) mallo
((
ontador3) * sizeof(tPointd));
ontador4 = tamanho(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,soma,vetor2);A4 = (tPointd *) mallo
((
ontador4) * sizeof(tPointd));/* Constroi as quatro regioes */A1 = 
onjunto(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,soma,vetor2,
ontador1);A2 = 
onjunto(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,soma,vetor2,
ontador2);A3 = 
onjunto(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,soma,vetor2,
ontador3);A4 = 
onjunto(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,soma,vetor2,
ontador4);/* Apli
a o algoritmo re
ursivo para 
ada uma das regioes */AA1 = qui
khull(v1_xy[0℄,v1_xy[3℄,A1,
ontador1);AA2 = qui
khull(v1_xy[3℄,v1_xy[1℄,A2,
ontador2);AA3 = qui
khull(v1_xy[1℄,v1_xy[2℄,A3,
ontador3);AA4 = qui
khull(v1_xy[2℄,v1_xy[0℄,A4,
ontador4);/* Junta a resposta das 4 regioes */while (AA1 != NULL){AA4 = empilha(AA1->p,AA4);AA1 = desempilha(AA1);}while (AA2 != NULL){AA4 = empilha(AA2->p,AA4);AA2 = desempilha(AA2);}while (AA3 != NULL){AA4 = empilha(AA3->p,AA4);AA3 = desempilha(AA3);}tempo_f += TimeNow() - tempo_i;/* Imprime o resultado */PrintPilha(AA4);m = Numero(AA4);printf("O tempo do 
al
ulo e' %u e o tempo de 
omuni
a
ao e'%u\n",tempo_f,tempo_f
om);}return (0);}



Referên
ias Bibliogr�a�
as
[1℄ Con
eption et mise en oeuvre d'appli
ation parall�eles irreguli�eres de grande taille,Groupes th�ematiques de PRS, Capa - Rumeur- Exe
, CNRS, 1997.[2℄ A. Aggarwal, B. Chazelle, L. J. Guibas, C. O'Dunlaing and C. K. Yap, Parallel
omputational geometry, Algorithmi
a (1988), no. 3, 293{327.[3℄ S. G. Akl, A 
onstant-time parallel algorithm for 
omputing 
onvex hulls, BIT22 (1982), 130{134.[4℄ S. G. Akl, The Design and Analysis of Parallel Algorithms, 
h. 12 { Traver-sing Combinatorial Spa
es, pp. 310{340, Prenti
e-Hall International, EngelwoodCli�s, NJ, 1989, pp. 310{340.[5℄ S. G. Akl and K. Lyons, Parallel 
omputational geometry, Prenti
e Hall, 1993.[6℄ S. G. Akl and G. T. Toussaint, EÆ
ient 
onvex hull algorithms for pattern re
og-nition appli
ations, Pro
. 4th International Joint Conf. on Pattern Re
ognition,Kyoto, Japan (1979), 483{487.[7℄ N. M. Amato, M. T. Goodri
h and E. A. Ramos, Parallel algorithms for higher-dimensional 
onvex hulls, Pro
. 35th IEEE Symp. on Foundations of ComputerS
ien
e (FOCS), 1994, pp. 683{694.[8℄ M. J. Atallah, R. Cole and M. T. Goodri
h, Cas
ading divide-and-
onquer: Ate
hnique for designing parallel algorithms, SIAM Journal on Computing 18(1989), no. 3, 499{532. 77



Referên
ias Bibliogr�a�
as 78[9℄ T. H. Axford, The divide-and-
onquer paradigm as a basis for parallel languagedesign, Advan
es in Parallel Algorithms (L. Kronsj�o and D. Shumsheruddin,eds.), Bla
kwell, London, UK, 1992, pp. 25{65.[10℄ A. Bykat, Convex hull of a �nite set of points in two dimensions, InformationPro
essing Letters 7 (1978), no. 6, 296{298.[11℄ A. L. Chow, A parallel algorithm for determining 
onvex hull of sets of pointsin two dimension, Pro
. of the Nineteenth Annual Allerton Conf. on Communi-
ation, Control and Computing (1981), 214{222.[12℄ T.H. Cormen, C.E. Leiserson and R.L. Rivest, Introdu
tion to algorithms, TheMIT Press, Ma
Graw-Hill Book Company, 1990.[13℄ F. Dehne, X. Deng, P. Dymond, A. Fabri and A. A. Kokhar, A randomizedparallel 3D 
onvex hull algorithm for 
oarse grained multi
omputers, In Pro
.ACM Symposium on Parallel Algorithms and Ar
hite
tures (1995), 27{33.[14℄ F. Dehne, A. Fabri and C. Kenyon, S
alable and ar
hite
ture independent paral-lel geometri
 algorithms with high probability optimal time, In Pro
. 6th IEEESymposium on Parallel and Distributed Pro
essing (1994), 586{593.[15℄ F. Dehne, A. Fabri and A. Rau-Chaplin, S
alable parallel 
omputational geome-try for 
oarse grained multi
omputers, In Pro
. ACM 9th Annual ComputationalGeometry (1993), 298{307.[16℄ F. Dehne and S. W. Song, Randomized parallel list ranking for distributedmemory multipro
essors, ACSC: Asian Computing S
ien
e Conferen
e, LNCS,1996.[17℄ X. Deng and N. Gu, Good algorithm design style for multipro
essors, In Pro
. 6thIEEE Symposium on Parallel and Distributed Pro
essing, Dallas, USA (O
tober1994), 538{543.[18℄ A. Diallo, A. Ferreira, A. Rau-Chaplin and S. Ub�eda, S
alable 2D 
onvex hulland triangulation algorithms for 
oarse grained multi
omputers, Pro
. 7th IEEESymposium on Parallel and Distributed Pro
essing (SPDD'95) (1995).[19℄ R. O. Duda and P. E. Hart, Pattern 
lassi�
ation and s
ene analysis, Wiley-Inters
ien
e, New York, 1973.



Referên
ias Bibliogr�a�
as 79[20℄ W. F. Eddy, A new 
onvex hull algorithm for planar sets, ACM Transa
tions onMathemati
al Software 3 (1977), no. 4, 398{403.[21℄ D. J. Evans and Shao-wen Mai, Two parallel algorithms for the 
onvex hullproblem in a two dimensional, Parallel Computing 2 (1985), no. 4, 313{326.[22℄ W. Feller, An introdu
tion to probability theory and its appli
ations, John Wiley& Sons, 1950.[23℄ A. Ferreira, Parallel and 
ommuni
ation algorithms on hyper
ube multipro
es-sors, Handbook of Parallel and Distributed Computing (Albert Y. Zomaya, ed.),M
Graw-Hill, New York, 1995.[24℄ L. H. Figueiredo and P. C. P. Carvalho, Introdu�
~ao a geometria 
omputa
ional,18 Col�oquio Brasileiro de Matem�ati
a, IMPA, 1991.[25℄ H. Freeman, Computer pro
essing of line-drawing images, Comput. Surveys 6(1974), 57{97.[26℄ H. Freeman and R. Shapira, Determining the minimum-area en
asing re
tanglefor an arbitrary 
losed 
urve, Communi
ations of the ACM 18 (1975), no. 7,409{413.[27℄ M. T. Goodri
h, Finding the 
onvex hull of a sorted point set in parallel, Infor-mation Pro
essing Letters 26 (1987), no. 4, 173{179.[28℄ , Randomized fully-s
alable BSP te
hniques for multi-sear
hing and 
on-vex hull 
onstru
tion (preliminary version), Pro
eedings of the Eighth AnnualACM-SIAM Symposium on Dis
rete Algorithms (New Orleans, Louisiana), 5{7January 1997, pp. 767{776.[29℄ R. L. Graham, An eÆ
ient algorithm for determining the 
onvex hull of a �niteplanar set, Information Pro
essing Letters 1 (1972), 132{133.[30℄ P. J. Green and B. W. Silverman, Constru
ting the 
onvex hull of a set of pointsin the plane, The Computer Journal 22 (1979), no. 3, 262{266.[31℄ S. E. Hambrus
h, Models for parallel 
omputation, ICPP: 25th InternationalConferen
e on Parallel Pro
essing, 1996.[32℄ R. A. Jarvis, On the identi�
ation of the 
onvex hull of a �nite set in the plane,Information Pro
essing Letters 2 (1973), 18{21.



Referên
ias Bibliogr�a�
as 80[33℄ J. J�aJ�a, An introdu
tion to parallel algorithms, Addison-Wesley Publishing Com-pany, 1992.[34℄ B. M. Maggs, L. R. Matheson and R. E. Tarjan, Models of parallel 
omputation:a survey and synthesis, Pro
eedings of the 28th Hawaii International Conferen
eon System S
ien
es (HICSS), vol. 2, 1995, pp. 61{70.[35℄ S. N. Maheshwari and P. C. P. Bhatt, Parallel algorithms for the 
onvex hull pro-blems in two dimensions, Conf. Analy. Prob. Classes Program. Parallel Comput.,Le
ture Notes in Computer S
ien
e, vol. 111, Springer-Verlag, 1981, pp. 358{372.[36℄ E. W. Mayr and R. Wer
hner, Divide-and-
onquer algorithms on the hyper
ube,Theoreti
al Computer S
ien
e 162 (1996), no. 2, 283{296.[37℄ R. Miller and Q. Stout, Computational geometry on a mesh-
onne
ted 
omputer(preliminary version), Pro
. of the 1984 International Conferen
e on ParallelPro
essing (1984), 236{271.[38℄ , EÆ
ent parallel 
onvex hull algorithms, IEEE Transa
tions on Compu-ters 37(12) (1988), 1605{1618.[39℄ J. O'Rourke, Computational geometry in 
, Cambridge University Press, Cam-bridge, 1993.[40℄ C. H. Papadimitriou, Computational 
omplexity, Addison-Wesley, New York,1994.[41℄ W. Preilowski, E. Dahlhaus and G. We
hsung, New parallel algorithms for 
on-vex hull and triangulation in 3{dimensional spa
e, Pro
eedings of MFCS '92.Mathemati
al Foundations of Computer S
ien
e (MFCS '92) (Berlin, Germany)(Ivan M. Havel and Va
lav Koubek, eds.), LNCS, vol. 629, Springer, August1992, pp. 442{450.[42℄ F. P. Preparata and S. J. Hong, Convex hulls of �nite setes os points in two andthree dimensions, Commun. ACM (1977), no. 20, 87{93.[43℄ F. P. Preparata and M. I. Shamos, Computational geometry: An introdu
tion,texts and monographs in 
omputer s
ien
e, Springer-Verlag, New York, 1985.[44℄ J. H. Reif, Synthesis of parallel algorithms, Morgan Kaufmann, San Mateo, 1993.



Referên
ias Bibliogr�a�
as 81[45℄ A. Rosenfeld, Pi
ture pro
essing by 
omputers, A
ademi
 Press, New York, 1969.[46℄ J. Sklansky, Measuring 
on
avity on a re
tangular mosai
, IEEE Trans. Comp.C-21 (1972), 1355{1364.[47℄ L. Valiant, A bridging model for parallel 
omputation, Communi
ations of theACM (1990), no. 33, 103{111.


