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Resumo

O principal objetivo de nossa dissertacao é de estudar os algoritmos paralelos e

de implementar alguns algoritmos probabilisticos para o problema do fecho convexo.

Nosso estudo comega com os algoritmos seqilienciais que podem ser usados na fase
de célculo local de cada processador. Em seguida apresentamos uma classificagao
dos modelos de computacao paralela. Dois destes modelos sao usados para estudar
os algoritmos paralelos, um deles foi escolhido pelas caracteristicas tedricas e outro

pelas caracteristicas préaticas ligadas a realidade das maquinas atuais.

Por fim, descrevemos e implementamos dois algoritmos probabilisticos incluindo

o algoritmo Quickhull paralelo na maquina paralela Parsytec PowerXplorer.



Abstract

The main goal of this dissertation is to study parallel algorithms for the convex

hull problem and implement two parallel algorithms.

Our study starts with sequential algorithms that can be used in the local com-
puting phase in each processor. We then present a classification of some parallel
computing models. Two of such models are used to study the parallel algorithms,
one of which chosen for its theoretical characteristics and the other for its practical

characteristics related to actual parallel machines.

At last we describe the implementation of two probabilistic parallel algorithms

including the parallel quickhull in a Parsytec PowerXplorer.
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CAPITULO 1

Introducao

A computacao paralela é necessaria em diversos problemas onde o volume de dados
e calculos é grande e precisa-se de rapidez na obtencao das respostas. Tais proble-
mas podem ser encontrados, por exemplo, na previsao do tempo, na prospeccao de
petréleo, na dinamica dos fluidos e na computacao grafica. Algoritmos de geometria
computacional, em particular o de fecho convexo, encontram aplicagoes em diversas
areas como projeto de circuitos VLSI, robdtica e computagao grafica, e nos casos

praticos a quantidade de dados é grande.

As estratégias usadas em algoritmos seqiienciais para solucionar um problema
nem sempre servem para a criacao de algoritmos paralelos para o mesmo problema.
Na elaboracao dos algoritmos deve-se levar em conta também a natureza dos proble-
mas. Alguns sao trivialmente paralelizdveis, outros apresentam um paralelismo nao
tao transparente, precisando de estratégias mais elaboradas na confeccao dos algo-
ritmos. Existem alguns em que o grau de paralelismo' é muito baixo ou igual a um.
O desenvolvimento dos algoritmos paralelos exige que consideremos a arquitetura

paralela a ser usada, pois esta afeta diretamente o desempenho dos algoritmos.

A elaboracgao dos algoritmos paralelos exige a utilizagao de estruturas de dados
que sejam ao mesmo tempo simples para serem calculadas eficientemente, e suficientes

para responder as consultas.

Aggarwal et al. [2] mostram algoritmos paralelos para resolver alguns problemas
de geometria computacional. O problema do fecho convexo (em inglés convexr hull)

2-dimensional é o problema mais fundamental na area de geometria computacional e

'E o nimero maximo de processadores que podem estar computacionalmente ativos em um dado

instante de tempo, durante a execucdo de um programa.



também o mais estudado [5]. Além disso, esse problema tem muitas aplicagoes, por
exemplo, reconhecimento de padroes [6, 19], processamento de imagens [45], corte e
alocacao de estoque [25, 26, 46]. De fato, parece ser o primeiro problema de geometria

computacional para o qual algoritmos paralelos foram elaborados.

O desenvolvimento dos algoritmos paralelos depende também do modelo de com-
putagao paralela. Por exemplo, um algoritmo de ordenagao ou de inversao de matrizes
nao ¢ tratado da mesma maneira sobre o modelo PRAM (Parallel Random Access
Machines) e sobre o modelo BSP (Bulk Synchronous Processors). No primeiro ca-
s0, o numero de processadores é ligado ao tamanho do problema e os processadores
acessam a memoria comum. No modelo BSP, o nimero de processadores é um dado

do modelo e os processadores se comunicam através da troca de mensagens.

O modelo para a computacao paralela deve atender alguns objetivos. Por um
lado, tem que ser bastante detalhado para permitir uma predicao exata do tempo de
execucao dos algoritmos. Por outro lado, tem ser bastante simples para fazer uma
analise possivel dos algoritmos. Um modelo paralelo deve refletir as restri¢oes das
maquinas paralelas atuais (existentes e futuras), mas sem perda de portabilidade dos
algoritmos feitos nesse modelo. Outro objetivo que deve ser alcancado é a escalabi-
lidade. Isto é, os algoritmos deverao proporcionar ganhos razoaveis para um grande

intervalo de nimero de processadores.

Muitos modelos de computagao paralela foram apresentados nos ultimos anos [31].
O modelo PRAM [33] é o modelo mais antigo de computacao paralela. Esse modelo
nao é realistico, pois nao considera diversas caracteristicas de maquinas reais. Mas
oferece boas diretrizes em um primeiro aspecto da paralelizagdo de um algoritmo.
Ele é conveniente também para a anélise de classe de complexidade NC [33, 40]. No
uso pratico, porém, tem igualmente as suposicoes fortes, por exemplo, ele recomenda
somente uma unidade de tempo para comunicacao entre os processadores. Algumas
variacoes do modelo PRAM foram propostas as quais tentam aliviar essas limitacoes,

mas ainda estao longe do funcionamento de maquinas paralelas reais.
Dados n pontos no plano, consideramos o problema da obtencao do fecho convexo.

Muitos algoritmos paralelos para este problema sao descritos para diferentes ar-
quiteturas tais como: CREW PRAM [11], CRCW PRAM [3], hipercubo [38] e MESH
137].

Um dos algoritmos paralelos estudados, nessa dissertagao, foi projetado no modelo
PRAM [33]. A sua complexidade de tempo é O(logn) usando um total de O(nlogn)



operagoes. Esse algoritmo usa a estratégia de divisao-e-conquista. O sucesso deste
método depende da execucao eficiente da primeira e da ultima fases. A primeira
fase consiste em dividir o problema em varios subproblemas. A segunda fase é de
resolver os subproblemas recursivamente. Na tltima fase sao combinadas as solugoes
dos subproblemas para obter uma solugao do problema original. Esta estratégia é

muito utilizada no desenvolvimento de algoritmos sequienciais.

Recentemente, alguns modelos mais realisticos como BSP [47] e CGM (Coarse-
Grained Multicomputers) [15], que levam em conta a comunicacao entre os proces-
sadores que podem ser um gargalo, tém sido utilizados no desenvolvimento de algo-
ritmos paralelos. Estes modelos sao bastante gerais e nao consideram a arquitetura

especifica de interconexao entre os processadores.

O modelo CGM consiste de um conjunto de p processadores, cada um com
memoria local de tamanho O(%), interconectados através de uma rede de comu-
nicagao arbitraria, onde n é o tamanho de entrada do problema. Temos p << n
em geral. O desempenho dos algoritmos no modelo CGM ¢é medido pelo nimero de
rodadas de comunicacao. Os algoritmos nesse modelo consistem da alternancia entre

uma rodada de computacao local e uma rodada de comunicagao.

No modelo CGM, varios resultados foram propostos para o problema do fecho
convexo [13, 14, 15, 17, 18]. Nesses algoritmos, cada processador obtém na primeira
etapa o fecho convexo de % pontos inicialmente distribuidos em cada processador
usando os algoritmos seqiienciais. As etapas seguintes consistem geralmente em fazer

a combinacgao desses fechos convexos.

O algoritmo de Dehne, Fabri e Rau-Chaplin [15] foi o primeiro algoritmo paralelo
CGM proposto para o fecho convexo de um conjunto de n pontos. Esse algoritmo é
deterministico, aplicavel para n > p* e requer O(logn) rodadas de comunicagao. A
complexidade de tempo desse algoritmo é O(W +Ts(n,p)) onde n é o tamanho
do problema, p o niimero de processadores e Ts(n, p) refere-se a complexidade de tem-
po de ordenacao de n pontos armazenados em p processadores. O algoritmo é 6timo
se W domina Ti(n,p) ou Tys(n,p) é 6timo. A vantagem dele é de ser simples,
deterministico e escaldvel sobre um grande intervalo dos valores do fator %. Mas a

desvantagem ¢ de possuir um numero nao constante de rodadas de comunicacao.

No ano seguinte, Dehne, Fabri e Kenyon [14] apresentaram um algoritmo paralelo
que requer, com alta probabilidade, um nimero constante de rodadas de comunicacao.

Esse algoritmo é 6timo e aplicdvel para n > p3*t¢ onde € é uma constante fixa tal que
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¢ > 0. Ele tem complexidade (k + 2)(% + O(%)) para o tempo de computagao
local e (k 4+ 1)(Tpsum(p) + Teompr(p, 1)) para o tempo de comunicagdo, onde k =
[+ + 3] é uma constante. 7Ti(n) denota a complexidade de tempo seqiiencial e
Tysum(p) é a complexidade paralela para calcular a soma parcial de p nimeros, cada
um armazenado em um processador. Tipmp(p,n) é 0 tempo para comprimir um
subconjunto de dados de tamanho n’ < n em p' < p processadores. A vantagem é
que esse algoritmo resolve o problema do fecho convexo para os pontos em qualquer
dimensao maior que dois, supondo a distribuicao uniforme de pontos. Este algoritmo

serd apresentado de modo detalhado nesta dissertacao.

No mesmo ano, Deng e Gu [17] publicaram dois algoritmos para fecho convexo
bidimensional aplicavel para n > p3*¢. Esse algoritmo deterministico requer O(logp)
rodadas de comunicacao, enquanto a versao probabilistica requer com alta probabili-
dade O(1) de rodadas de comunicagdo. A complexidade de tempo desses algoritmos
é O(”l‘;#). A vantagem ¢ de nao ter restri¢ao da distribuigao uniforme de conjunto

de pontos.

Num outro trabalho recente, Diallo, Ferreira, Rau-Chaplin e Ubéda [18] obtiveram
um algoritmo deterministico, que requer somente um nimero constante de rodadas
de comunica¢do no pior caso. Esse algoritmo, aplicdvel para n > p'™¢, é o terceiro
estudado neste trabalho. O algoritmo proposto tem complexidade de tempo local
O("l‘;# +T5(n,p)) onde n é o tamanho do problema, p o nimero de processadores e
T (n, p) refere a complexidade de tempo de ordenagao de n pontos armazenados em

p processadores. Este algoritmo é 6timo se ”1‘;# domina T(n,p) [18].

Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda nao publicado, propoem um al-
goritmo paralelo para o fecho convexo de um conjunto de n pontos no plano, de
complexidade de tempo local (O("l(;#)) com o numero de rodadas de comunicacao
otimo.

O algoritmo seqiiencial Quickhull foi paralelizado por nés e implementado utilizan-
do a maquina paralela Parsytec PowerXplorer. Essa maquina tem 16 processadores,
interligados por uma topologia de grade bidimensional. Cada n6 é composto de um
processador PowerPC 601 para a computacao, um processador Transputer T805 para
a comunicacao e uma memoria local de 32 MBytes. O sistema operacional usado é
o PARIX. Sua complexidade de tempo da computacao local é O(% log%) com um

nimero constante de rodadas de comunicagao.

Na implementacao do algoritmo, utilizamos os conjuntos de n pontos segundo



uma distribui¢ao normal. Com esses tipos de dados, conseguimos eliminar quase 97
porcento dos pontos na primeira fase do calculo local em cada processador. Imple-
mentamos também o algoritmo probabilistico de Dehne [14]. Os resultados mostram
que as comunicagoes do algoritmo de Dehne sao melhores. O cédigo da implemen-

tacao do algoritmo Quickhull paralelo pode ser encontrado no Apéndice A.

No capitulo 2, enunciaremos o problema do fecho convexo estudado neste trabalho.
No mesmo capitulo, descreveremos os algoritmos seqiienciais que resolvem o problema
com complexidade O(nlogn). Esses algoritmos podem ser usados no modelo de
computacao CGM durante a rodada de computacao local e sao os melhores conhecidos
até hoje.

O capitulo 3 apresenta a classificacao dos modelos de computacao paralela, des-

tacando as caracteristicas principais.

O capitulo 4 tera a descricao completa do algoritmo paralelo no modelo PRAM.
Esse algoritmo é um dos primeiros para resolver o problema do fecho convexo em

paralelo.

No capitulo 5, vamos descrever detalhadamente os algoritmos paralelos proba-
bilistico de Dehne [14] e deterministico de [18], repectivamente. Esses algoritmos sao

escalaveis e facilmente implementaveis em méquinas paralelas existentes.

Nosso capitulo 6 trata da implementacao na maquina paralela. Nesse mesmo
capitulo apresentamos um algoritmo Quickhull paralelo, as caracteristicas da maquina

e o resultado. Implementamos também o algoritmo probabilistico de Dehne.

Por fim, apresentamos no capitulo 7 as consideracoes finais de nosso trabalho.



CAPITULO 2

Algoritmos Seqiienciais

2.1 Introducao

Antes de apresentarmos os algoritmos seqiienciais, vamos definir o problema do

fecho convexo.

Definigao: Dado um congunto S = {p1,p2,---,Pn} de n pontos no plano ou
num espaco de dimensao qualquer maior que dois, o fecho convexo de S, denotado

CH(S), ¢ o menor poligono convexo que contém todos os pontos de S.

Seja E? um espaco euclidiano d-dimensional. Um conjunto S em E? é convexo se

Var,y € S, o segmento xy C S.

Problema do fecho convexo [39]: Dado um conjunto S = {p1,p2,---,pn} de

pontos no plano, encontrar CH(S), o fecho convexo dos pontos de S.

Existem varios algoritmos seqiienciais para encontrar o fecho convexo de um
conjunto S de pontos no plano. Vamos examinar alguns deles, especialmente, aqueles
de complexidade O(nlogn) que servirdo na computacao local do modelo de granula-
ridade grossa CGM.

Considere um ponto p no plano, de coordenadas (z,y). A abscissa de p serd

denotada por z(p) e a ordenada denotada por y(p).
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2.2 Algoritmo Arestas-Extremas

O algoritmo [39] identifica arestas do fecho convexo ao invés de vértices extremos.
Uma aresta xy é uma aresta éxtrema de um conjunto de pontos S se x e y forem

vértices extremos e todos os pontos de S estao sobre ou de um mesmo lado da aresta.

Considere o segmento (a,b) e um ponto ¢ (Figura 2.1). Se a tripla (a, b, ¢) forma
um circuito anti-hordrio como mostra a figura 2.1, entao ¢ é dito a esquerda de (a, b).

Analogamente, ¢ é dito a direita de (a,b) se (a,b,¢ ) forma um circuito horario.

Figura 2.1: O ponto c estd a esquerda do segmento (a,b) e o ponto ¢ estd a direita
do segmento (a,b).

Algoritmo Arestas-Extremas
Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} de pontos no plano.
Saida: As arestas extremas de CH(S)
for cada ¢ do
for cada 7,5 # ¢ do
for cada k,k # i,k # 7 do
if p, nao estd a esquerda ou sobre (p;, p;)
then p;, p; nao é aresta de CH(S5).

O algoritmo acima tem complexidade de tempo O(n?), pois existem trés lagos

encaixados e cada um desses lagos fard O(n) iteragoes.
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2.3 Algoritmo Embrulho-para-Presente

O algoritmo Embrulho-para-Presente (Gift- Wrapping) também é conhecido como
algoritmo de Jarvis [32, 39, 43] e pode ser visto como uma variagdo do algoritmo
Arestas-FEztremas [39]. Ele usa a aresta extrema mais recentemente encontrada para
achar a préxima aresta. A idéia funciona, pois sabemos que no fecho convexo, uma
aresta estd conectada a outra, que por sua vez esta ligada a uma outra aresta e assim
por diante. Para achar a préxima aresta extrema, testamos O(n) candidatas para
cada aresta extrema encontrada. Logo a complexidade do algoritmo ¢ O(n?), que

reduz por um fator de n a complexidade do algoritmo Arestas-Extremas.

2.3.1 Algoritmo

Seja S um conjunto de n pontos no plano. Suponhamos que nao existem trés
pontos em S que sejam colineares. Seja a uma aresta de C'H(S) ligando o ponto
p e o ponto ¢ onde z(p) < x(¢g). A idéia chave do algoritmo [32] é achar o ponto
r tal que o angulo polar 6, entre rq e a reta passando pela aresta a seja minimo.
Essa observacao é do algoritmo Arestas-Extremas que busca colocar todos pontos

de mesmo lado, como mostra Figura 2.2. No inicio nao temos nenhuma aresta de

angulo polar

Figura 2.2: A aresta ¢r e a reta passando pela aresta a tem o menor angulo polar.

CH(S). Basta escolher o mais baixo ponto py em S (isto é, com menor y(py)). A
Figura 2.3 mostra como encontrar o ponto p; em S de menor angulo polar (sentido

anti-horario) em relagao a py e a reta horizontal.
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Abaixo encontra-se o algoritmo Embrulho-Para-Presente.

Figura 2.3: As operacgoes feitas pelo algoritmo Embrulho-para-Presente.

Algoritmo Embrulho-Para-Presente
Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} de pontos no plano.
Saida: As arestas extremas de C'H(S) tais que elas aparecem
na fronteira de CH(S) no sentido anti-horario.
Encontre o ponto em S de menor ordenada.
Seja ig o indice desse ponto. i < ig.

Seja L a reta horizontal passando por p;,.

W=

repeat
a. for cada j,j #1¢ do
Calcule o angulo polar 6; do ponto p; em relacao ao ponto p; e a reta L.
b. Seja k o indice do ponto p; tal que 0 = min;0;
c. Output p;p, como uma aresta de CH(S).
d. L < reta passando por p;pi.
e. i1 k.

until 7 = 7.
2.3.2 Analise do Algoritmo
Seja h o nimero de arestas extremas de C' H(S). Entdo, no pior caso, o algoritmo tem

complexidade de tempo O(hn) = O(n?). Se h é pequeno, por exemplo, h = O(logn),
a complexidade fica O(nlogn).
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2.4 Algoritmo Quickhull

O problema de ordenacao tem sido uma constante fonte de inspiracao para o
desenvolvimento de algoritmos do fecho convexo. O algoritmo que vamos ver nesta
secao, com algumas variagoes, foi proposto independentemente por varios autores
quase ao mesmo tempo [10, 20, 30]. Devido a semelhanca com o algoritmo Quicksort,

o algoritmo que vamos descrever foi batizado de Quickhull [24, 39, 43].

2.4.1 Descricao do Algoritmo

A idéia basica é tentar descartar uma grande parte dos pontos que estdo no
interior do fecho convexo. O trabalho entao concentra nos pontos que estao préximos
a fronteira. No inicio, o algoritmo busca os pontos extremos que estao na posicao
mais acima, mais abaixo, mais a esquerda e mais a direita. No caso de empate,
devem ser escolhidos os pontos com menor abscissa ou ordenada. Note que os pontos
no interior do quadrilatero sao dispensaveis para a construcao do fecho convexo,
como mostra Figura 2.4. Para achar o fecho convexo, devemos concatenar os quatro
subproblemas correspondentes as regioes triangulares que resultam apods eliminar os

pontos interiores ao quadrilatero.

Figura 2.4: O algoritmo descarta os pontos que se encontram no quadrilatero formado

pelos quatro pontos extremos.

Cada um dos quatro triangulos tem dois pontos que certamente estao no fecho
convexo. O algoritmo resolve recursivamente cada um dos quatro subproblemas ob-
tidos. Para isso, sejam a e b os pontos extremos do conjunto que formam a base do

triangulo. O algoritmo encontra um ponto ¢ mais distante do segmento ab (que es-
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tard no fecho convexo), descarta os pontos que estao no interior do triangulo formado
pelos pontos a, b e ¢ e particiona o problema em dois subproblemas idénticos meno-
res. Esses dois subproblemas sao resolvidos recursivamente. A Figura 2.5 mostra os
pontos a,b e c.

O algoritmo esta descrito abaixo.

Figura 2.5: O Quichull descarta os pontos que estao no interior do triangulo formado
pelos pontos a, b e c.

Algoritmo Quickhull
Entrada: Dois pontos distintos a e b e um conjunto S de pontos
no plano tal que todo ponto de S estd a esquerda da reta
passando por a e b.
Saida: Fecho convexo CH(S) de S.
1. if S = () then return ab.
2. else
a. ¢ < ponto com distancia maxima ao segmento ab.
b. A < os pontos de S a esquerda do segmento ac.
c. B < os pontos de S & esquerda do segmento cb.
d. return Quickhull(a, ¢, A) concatenado com Quickhull(c, b, B).

2.4.2 Analise de Complexidade.

Na descricao do algoritmo acima, temos uma fase do pré-processamento que con-

siste em achar os quatro pontos extremos. Essa fase custa O(n) operagoes elementa-
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res, onde n é o numero de pontos.

A analise de complexidade é semelhante a do Quicksort, depende do nimero de
elementos nos conjuntos A e B. Seja o = |A| e f = |B|. Se T'(n) denota o tempo
para achar o fecho convexo de n pontos. A complexidade é dada por:

T(n) < T(a) + T(B) + dn,
onde d é uma constante. O termo dn corresponde ao nimero de operagoes gastas

pelo algoritmo Quickhull para encontrar o ponto ¢ e construir os conjuntos A e B.

Se a = |n/2] e f = [n/2], a metade dos pontos estdo em A e outra metade em
B, teremos que:
T(n) <T([n/2])+T([n/2]) + dn.
Isto é uma relacao de recorréncia cuja a solucao é:
T(n) = 0O(nlogn).

No pior caso, a particao deixa n—1 pontos de um mesmo ladoea=1e f =n—1.
A equacao de recorréncia fica:
T(n) <T(n-—1)+dn.
Ao resolver essa recorréncia chegamos a:
T(n)<d+d2+---+dn—2)+dn—1)+dn=0(n?.

2.5 Algoritmo Mergehull

O algoritmo Mergehull é chamado assim por causa da sua similaridade com o
algoritmo MergeSort. Ele usa a técnica de divisdo-e-conquista [12] para encontrar
o fecho convexo de um conjunto de n pontos. A estratégia de divisao-e-conquista é

composta de trés passos principais:

e Divisao: O problema é dividido em um nimero de subproblemas de tamanho

menor.

e Congquista: Os subprolemas sao resolvidos recursivamente. Quando o sub-
problema tem o tamanho suficientemente pequeno, ele é resolvido de maneira

direta.

e Combinacao: As solucoes dos subproblemas sao combinadas para obter uma

solucao do problema original.
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Em Geometria Computacional, muitos problemas sao resolvidos, seqiiencialmente,
através do paradigma de divisao-e-conquista. Um destes problemas é a determinacao
do fecho convexo de um conjunto de pontos no plano, que pode ser resolvido através
desta estratégia em tempo 6timo O(nlogn). Na resolugio seqiiencial deste problema,
as fases de divisao e conquista sao simples de se obter, a fase de combinacao é a mais
trabalhosa.

2.5.1 Descricao do Algoritmo

Antes de aplicarmos o algoritmo a um conjunto S de pontos dados, a primeira fase
serd, de fazer um certo pré-processamento que consiste em ordenar os pontos dados
em relacao as suas abscissas.

A préxima fase do Mergehull consiste em dividir o conjunto de pontos em dois
subconjuntos A e B de tamanho |n/2| e [n/2], pela abscissa (em caso de empate
considera-se a ordenada). Isso significa dividir o problema em dois subproblemas
de tamanho menor. Na fase seguinte sao resolvidos recursivamente os subproblemas
independentemente. A ultima fase permite combinar as solugoes dos subproblemas

para obter a solucao do problema inicial.

Para que o fecho convexo seja construido em tempo O(nlogn), deve-se ter certeza
que a udltima fase seja executada em tempo O(n). A idéia é escolher o ponto mais
a direita de A e mais & esquerda de B, chamaremos de pontos u; e v;. Para achar
a aresta do fecho “de baixo” escorregue o segmento w;v; para baixo, de um lado
e depois do outro, até que as extremidades do segmento tangente procurado sejam
encontradas, como mostra Figura 2.6. A aresta de cima é encontrada da maneira

analoga. Essa idéia foi sugerida por Preparata e Hong [42].

Temos a seguir os algoritmos Acha Tangente-Inferior e Mergehull.

Algoritmo: Acha Tangente-Inferior
Entrada: Dois fechos convexos CH(A) e CH(B).
Saida: O segmento ‘tangente’ inferior a CH(A) e CH(B).
1. v; < vértice mais a direita de CH(A).
2. uj < vértice mais a esquerda de CH(B).
3. while T = w;v; nao é tangente inferior de CH(A) e CH(B) do
a. while 7 nao é tangente inferior de CH(B) do
Jj<J+1
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A B

Figura 2.6: O algoritmo Acha Tangente-Inferior comeca com (u;,v;) = (3,7) e ter-

mina com (u;, v;) = (1, 10).

b. while 7 ndo é tangente inferior de CH(A) do
11— 1
4. return 7.

O algoritmo supde que os pontos v; de CH(A) e os pontos u; de CH(B) estao
em sentido anti-hordrio. A aritmética envolvendo os indices é médulo o tamanho do

respectivo conjunto A ou B.

No algoritmo acima, dizer que “T" = u,;v;” nao é tangente inferior de CH(A) ¢é
equivalente a u;_; estd a direita do segmento w;v;. Da maneira analoga, “I" = w;v;”
nao é tangente inferior de CH(B) é equivalente a v, estd a direita do segmento

UiVj.

Algoritmo: Mergehull

Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} de pontos no plano.
(Suponha que estao ordenados pela abscissa.)

Saida: O fecho convexo de S.

1. if |S| < ko, onde ky é uma constante pequena, construa o fecho

convexo diretamente por algum método e return.
2. Particione o conjunto S em conjuntos A com |[n/2] pontos e
B com [n/2].
3. Recursivamente construa o fecho convexo de A e B.

4. Construa o fecho convexo de A U B.
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2.5.2 Analise do Algoritmo

O pré-processamento do algoritmo Mergehull consiste em ordenar os pontos do
conjunto S. Se usarmos o algoritmo Heapsort ou Mergesort [12], a complexidade de
tempo dessa fase é O(nlogn). Na fase de combinacao, os lagos sdo executados O(n)
vezes. Isto significa que as tangentes inferior e superior podem ser construidas em

tempo O(n). Entao, a complexidade de tempo da fase de combinacao é O(n).

Se T'(n) é a complexidade de tempo do algoritmo Mergehull, ao resolver uma
instancia de tamanho n, teremos:
T(n) <T([n/2]) +T([n/2]) + cn = O(nlogn),

onde ¢ é uma constante.

Portanto, a complexidade de tempo do algoritmo Mergehull é O(nlogn).

2.6 Algoritmo de Graham

O construcao do fecho convexo de um conjunto S de pontos pelo algoritmo de
Graham [29] é feita em duas fases. Primeiramente, um pré-processamento é realizado
para selecionar um ponto p; em S de ordenada minima e ordenar os pontos restantes
pelo angulo ao redor de p,. A segunda fase do algoritmo consiste em processar
iterativamente os pontos, construido uma seqiiéncia de fechos convexos que converge

para CH(S).

2.6.1 Pré-processamento

A fase de pré-processamento consiste em achar um ponto py de S. O ponto pg vai
ser o ponto em S com a menor ordenada. Em caso de empate, escolheremos entre os

pontos com a menor ordenada, o ponto com a maior abscissa.

O passo seguinte de pré-processamento consiste em ordenar os pontos de S\{po}
em relagao ao angulo polar que estes pontos formam ao redor do ponto py. Se dois
pontos tém o mesmo angulo polar (colineares), descarta o ponto mais préximo de py.

Veja a figura 2.7.
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2.6.2 Construcao do Fecho Convexo

A segunda fase constroi o fecho convexo. Nesta fase, os pontos sao examinados
na ordem que estes foram colocados pelo pré-processamento. Em cada iteracao, os
pontos de fecho convexo ja encontrados estao em uma, pilha identificada pela variavel
topo. Para cada ponto p;, se o angulo entre Tiopo—1Ti0po € Tiopopi for menor que
180°, empilha p; senao desempilha. Note que alguns pontos que eram pontos do
fecho convexo anterior, podem nao ser pontos do fecho convexo corrente. No final da

ultima iteragao do algoritmo, a pilha contém os pontos do fecho convexo.

A seguir o algoritmo de Graham.

Figura 2.7: Os pontos ordenados conforme o angulo polar que estes formam ao redor

do ponto py.

Algoritmo: Graham

Entrada: Um conjunto finito S de pontos no plano (n > 3).

Saida: O fecho convexo de S.

1. Encontre py o ponto em S com ordenada minima, em caso de empate
tome o ponto mais a direita.

2. Ordene pontos pelo angulo (elimine os empates escolhendo o ponto mais

distante). Sejam py,---,p,_1 0s pontos de S ordenados.
3. T+ 0
4. Empilhe pg, p1, p2 na pilha 7'
5. 1 <3.
6. while i < n do

a. if p; estd a esquerda de (Piopo—1, Propo) then
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Empilhe p; e 1 <1+ 1
b. else Desempilhe p;op,.

7. return 7.

2.6.3 Analise do Algoritmo

A analise de complexidade de tempo depende das fases do algoritmo. O primeiro
passo do algoritmo, na fase de pré-processamento, pode ser feito em tempo O(n). O
custo total da fase de pré-processamento ¢ dominado pelo custo da ordenacao dos

pontos que é O(nlogn) no segundo passo.

A segunda fase do algoritmo vai da linha 3 até 7. As linhas 3, 4 e 5 sdao executadas
em tempo constante (O(1)). O niumero total de execugoes do comando while da linha
6 serd O(n). Portanto, o nimero de operagoes Empilha e Desempilha na execugao

do algoritmo é O(n).

Assim, a complexidade de tempo total do algoritmo é O(nlogn).



CAPITULO 3

Modelos de Computacao Paralela

Neste capitulo apresentamos uma visao geral sobre alguns modelos de compu-
tacao paralela. Os modelos PRAM e CGM vao ser usados no nosso trabalho para o
desenvolvimento dos algoritmos paralelos que resolvem o problema do fecho convexo.

Esse capitulo é baseado no capitulo 20 do livro de Capa Rumeur [1].

3.1 Introducao

Um dos principais objetivos deste capitulo é expor os diferentes modelos de com-
putacao paralela, do PRAM ao modelo CGM. A diversidade dos modelos de com-
putacao paralela apresentados na literatura ¢ tal que uma apresentacao exaustiva é
hoje quase impossivel. Vamos apresentar as grandes classes de modelos e focar nossa
apresentacao ao redor de uma classificacao. A classificacao que apresentaremos sera

eficaz pois continua compativel com os outros modelos da literatura.

O segundo objetivo desse capitulo é mostrar a influéncia do modelo de computagao
paralela no desenvolvimento dos algoritmos paralelos. Por exemplo, um algoritmo
de ordenacao ou de inversao de matrizes nao é tratado da mesma maneira sobre o
modelo PRAM e sobre o modelo BSP. No primeiro caso, o numero de processadores
é ligado ao tamanho do problema e os processadores acessam uma memoria comum.
No modelo BSP, o nimero de processadores é um dado do modelo e os processadores

se comunicam por troca de mensagens.

O destaque vai também na adequacao do modelo com a realidade das maquinas
paralelas atuais. E conveniente, entretanto, de nao se focalizar sobre esse parametro.

Por um lado a tecnologia evolui tao rapidamente, que nao se pode afirmar que as

18
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maquinas atuais sao representativas das maquinas da proxima geracao. A defini¢ao
de novos modelos pode ser vista de fato como uma maneira de determinar os fun-
cionamentos dos algoritmos paralelos no futuro. Como no caso de modelo de von
Neumann para a computacao seqiiencial, o modelo de computacao paralela deve es-
tabelecer uma ponte entre o software e o hardware [31, 34]. Por outro lado, existem

outros parametros que vao determinar a importancia de um modelo tais como:

e a portabilidade;

e a escalabilidade;

e a capacidade de desenvolver uma teoria da complexidade;
e a facilidade de utilizacao;

e a ampla aplicabilidade com respeito as maquinas existentes e futuras.

Cada um desses critérios tem importancia variada conforme a utilizacao feita do
modelo. A teoria de complexidade prefere certamente o modelo PRAM ao modelo
mais préximo das maquinas, porém mais dificilmente tratdvel. Contrariamente, um
programador de uma aplicagao especifica sobre uma categoria de maquinas especifica
usaria um modelo correspondente a todas as caracteristicas da maquina tais como

entrada/saida, cache, etc.

O custo de tempo é um outro fator que pode influenciar uma possivel classifi-
cacao linear de modelos. Por exemplo, para resolver os problemas como a predicao
meteoroldgica ou o calculo de trajetoria de uma sonda sobre Marte, é importante se
aproximar da maquina. Assim, adaptar-se-ia um produto de matrizes a estrutura da
maquina para executa-lo o mais rapidamente possivel. Entretanto, se a pergunta so-
bre a complexidade do produto de matrizes for levada em conta, uma tal aproximagao
nao permite resposta satisfatoria, pois uma maquina é muito pouco estavel no tempo
para que possa desenvolver uma teoria da complexidade sobre essas caracteristicas.
Esta é uma das razoes pelas quais em teoria da complexidade o modelo PRAM é o

melhor adaptado.

Muitos modelos de computacao paralela foram apresentados nos ultimos anos.
A secao 3.2 descreve e classifica os modelos de computacao paralela. Nessa secao,
vamos falar do modelo PRAM [33] que vai ser usado para desenvolver um algoritmo

paralelo para o problema do fecho convexo. Nessa mesma secao veremos um outro
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modelo mais recente e realistico, o CGM [13, 14, 15, 16]. Esse modelo servird para
o desenvolvimento de outros algoritmos paralelos de nosso trabalho. A secao 3.3

conclui o capitulo com as perspectivas dos modelos de paralelismo.

3.2 Classificacao dos Modelos de Computacao Pa-

ralela

O objetivo dessa se¢ao nao é listar o conjunto de modelos de computacao paralela
apresentado na literatura nesses ultimos anos. Procura-se concentrar sobre alguns

principais modelos para compreender as suas caracteristicas mais importantes.

3.2.1 Apresentagao dos Principais Modelos

Por principais modelos, entendemos os modelos cujo impacto sobre a analise dos
algoritmos é consideravel em termos de nimero de publicagoes usando esses modelos
como base da descricao e do estudo das suas complexidades. Todos esses modelos
téem vantagens e desvantagens, as quais discutiremos. Muitos modelos sao, alids, as
variacoes ao redor de modelos descritos abaixo. Na subsecao 3.2.3, classificaremos os

modelos apresentando suas principais propriedades.

Modelo PRAM

O modelo PRAM é historicamente o primeiro a aparecer. Ele corresponde a visao
de uma mdquina paralela como um conjunto de maquinas seqiienciais acessando a

uma memoria comum.

Da maneira formal, no modelo PRAM estao disponiveis um conjunto arbitraria-
mente grande de processadores, cada um possuindo um conjunto finito de registrado-
res e tendo acesso a memoria comum, de tamanho também arbitrario. O nimero de
processadores e o tamanho da memoria sao os parametros do modelo e a complexida-
de dos problemas sera expressa em funcao desses parametros. Em geral o niimero de
processadores é considerado da mesma grandeza que o tamanho da meméria. Uma
maquina PRAM de n processadores pode potencialmente executar n instrucoes si-

multanemente. Essas instrucoes podem ser idénticas ou nao em cada processador.
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Todos os processadores acessam a memoria comum em tempo constante, pois nao ha

o custo de comunicagao.

O modelo PRAM foi usado para o estudo da complexidade paralela dos problemas
fundamentais. Esse modelo permite a definicao formal de classes de complexidade
como a classe NC, correspondendo ao conjunto de problemas do tamanho n solu-
cionaveis em tempo polilogaritmico sobre um numero polinomial de processadores.
Uma das conjecturas mais famosas de algoritmos paralelos é de saber se P = NC|
o que significa, se o conjunto dos problemas solucionaveis seqiienciamente em tem-
po polinomial podem ser resolvidos em tempo polilogaritmico sobre uma maquina
PRAM com um numero polinomial de processadores. Note que o contréario é trivial
pela simples simulacao de n processadores em um unico processador: cada etapa

paralela necessitando O(n) etapas seqiienciais.

Modelo de topologias explicitas

O modelo PRAM deveria ser um padrao para a computacao paralela, mas apesar
da sua importancia no desenvolvimento de algoritmos, ele nao consegue atingir a exa-
ta nocao do paralelismo. A principal desvantagem desse modelo é de nao considerar
a estrutura das maquinas disponiveis. Hoje, a maioria das maquinas tem memoria
distribuida, uma estrutura bem diferente do PRAM. Um outro problema sério do
modelo PRAM é ligado a memoéria global e a hipdtese de leitura/escrita em tempo
constante, que nao correspondem as maquinas existentes. O acesso a memoria lo-
cal é mais rapido que o acesso a memoéria do processador vizinho, que por sua vez
é menos caro que o acesso a memoria de um processador distante (nao conectado

diretamente).

Foram introduzidos novos modelos, com topologias explicitas tais como grade, hi-
percubo, etc. As arquiteturas MIMD (Multiple Instructions Multiple Data) e SIMD
(Single Instruction Multiple Data) levaram a dois tipos de modelos: os modelos de
granularidade fina modelando as méaquinas SIMD, em particular os Connection Ma-
chines CM1 e CM2 (23], e os modelos de granularidade grossa modelando as maquinas

tais como iPC’S de Intel, ou as maquinas a base de Transputers [4] na Europa.

Esses modelos permitiram o desenvolvimento de um nimero grande de algorit-
mos. Emergiram os paradigmas de programacao paralela tais como pipeline, particao
de dados, balanceamento de carga e agrupamento de mensagens. Também foram co-

locadas em evidéncia técnicas de programagcao complexas e problemas fundamentais
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ainda nao resolvidos.

Modelo sem topologias

Dois fatores influenciaram o comportamento dos algoritmos em relacao aos mo-
delos de topologia explicita. Por um lado, as comunicacoes das maquinas paralelas
modernas tendem dissimular a distancia entre os processadores que se comunicam.
Isto é, dois processadores vizinhos ou distantes nao modificam, na teoria, o custo
da comunicagao. Por outro lado, o paradigma de troca de mensagem compete com
outros paradigmas, como a memoria virtualmente compartilhada, na qual a topologia
nao ¢ mais um critério a considerar na concepcao de um algoritmo. Nenhuma topo-
logia emergiu como candidata universal de rede de interconexao de processadores de

uma maquina paralela.

As observagoes acima fazem aparecer os modelos que nao consideram a topologia,
ou seja, a topologia se da de maneira implicita através de outros parametros. Um dos
modelos mais conhecidos é o modelo BSP [47]. Nesse modelo, a méquina paralela é
considerada como um conjunto de p processadores que se comunicam, dispondo de um
processo de sincronizagao. Os algoritmos no modelo BSP consistem de uma seqiiéncia
de superpassos. Em cada superpasso temos duas fases: uma fase de computacao local
e uma fase de comunicacao. A cada final de computacao local, cada processador
efetua as trocas de mensagens com os demais processadores. Recebendo informagoes
necessarias para a computagao no proximo superpasso. Esse modelo nao considera a
topologia de rede, s6 nos custos de comunicacao e sincronizacao que a topologia pode

ficar aparente.

Os modelos sem topologias tais como BSP e CGM (uma variante do BSP, a ser
visto em seguinte) fizeram um grande sucesso na drea de computacao paralela. O
fato de nao considerar a topologia faz com que a andlise dos algoritmos tenha um
resultado consideravel. A portabilidade dos algoritmos é um outro fator positivo.
A riqueza desses modelos se da também através das simulagoes formais de outros
modelos, como o PRAM.

3.2.2 Modelos

Agora vamos focalizar nossa atencao sobre os modelos seguintes: PRAM, BSP,

CGM e G-RAM de granularidade fina ou de granularidade grossa. Esses modelos
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fixam as principais caracteristicas dos modelos do paralelismo.

Modelo PRAM

No modelo de memoria compartilhada existem dois modos béasicos de operacao.
De um lado, o modo chamado sincrono, onde todos processadores processam sincro-
namente sob o controle de um mesmo relégio. O nome padrao para o modelo de
memoria compartilhada sincrono é modelo de maquina paralela de acesso aleatorio
ou PRAM. Por outro lado, ha o modelo chamado assincrono, onde cada processador
opera sob relégios separados. Nesse modo de operacao, os pontos de sincronizagao
apropriados sao de responsabilidade do programador, sempre que necessarios. A

figura 3.1 mostra uma visao geral do modelo de meméria compartilhada.

Memoria compartilhada

P P P ... .. B

Figura 3.1: O modelo de meméria compartilhada.

O modelo PRAM é o mais usado para computacao paralela. Apesar de ser um
modelo muito importante e usado para o desenvolvimento de algoritmos, nao é um
modelo realistico e nao é adequado na pratica. Esse modelo oferece uma excelente
plataforma para estudar o paralelismo, uma vez que se abstrai de detalhes de imple-
mentacao como acesso a dados. Ele usa o modo de comunicacao sincrono, ou seja
os processadores executam as instrugoes com um mesmo relégio. Cada processador
é uma RAM seqiiencial. Os processadores podem executar diferentes instrucoes em

conjuntos de dados diferentes.

Como a memoéria é compartilhada, os processadores trabalham concorrentemente.
Pode ocorrer de dois ou mais processadores tentarem acessar (para leitura ou escrita)
simultaneamente uma mesma posicao de memoria. O acesso é feito das seguintes

formas:
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e EREW (Ezclusive Read, Exclusive Write). Nao é permitido o acesso concor-

rente para leitura ou para escrita em uma mesma posi¢ao de memoria.

e CREW (Concurrent Read, Ezxclusive Write). O acesso é permitido para leitura

simultanea de uma mesma posicao de memoria por varios processadores.

e CRCW (Concurrent Read, Concurrent Write). A leitura e a escrita concorren-
te sao permitidas na mesma posicao de memoria. Para administrar os possiveis

conflitos temos os critérios seguintes:

— modelo CRCW com escrita arbitraria: um dos processadores deve ter

sucesso na escrita, nao importando qual deles.

— modelo CRCW com escrita comum: é necessario que todos os processa-

dores em conflito escrevam o mesmo valor.

— modelo CRCW com escrita prioritaria: o processador com indice menor

tem prioridade para escrever.

Modelo G-RAM

O modelo G-RAM é um modelo para as maquinas paralelas a memoéria distribuida.
A rede de interconexao da maquina paralela é representada por um grafo GG, onde
os vértices sao os processadores e as arestas representam os canais de comunicacao.
Nesse modelo existem duas categorias principais. Por um lado, hd o modelo de
granularidade grossa, que tem dois parametros distintos: o nimero de processadores
p e o tamanho do problema n. Por outro lado, o modelo G-RAM de granularidade fina
supoe-se que a identidade desses dois parametros, pelo menos uma relacao espécifica
em termo de ordem de grandeza. Geralmente, supoe-se que a maquina tem 6(n)
processadores. Como no modelo PRAM, o nimero de processadores é arbitrariamente

grande no modelo G-RAM de granularidade fina.

Nos dois casos, o modelo é sincrono. No modelo de granularidade fina, cada etapa
consiste de uma computacao local e de trocas de dados com outros processadores.
Como para o PRAM, este modelo pode distinguir diferentes hipéteses conforme a
capacidade dos processadores de se comunicar, simultaneamente ou nao, com varios
vizinhos. No modelo G-RAM de granularidade grossa, cada processador efetua um
grande numero de calculos locais antes de agrupar os dados a enviar durante a fase

de comunicacao.
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Nao hé possibilidade de comunicagoes distantes e/ou globais nos dois tipos de
granularidade. Assim, se um dado deve ir para um processador nao vizinho, esse dado
deve passar pelos processadores ou caminhos intermediarios. Do mesmo modo, se um
processador deve mandar uma mensagem a um conjunto de outros processadores,
todos os processadores deverao participar. As comunicacoes necessitarao de varias

etapas'. O numero de etapas depende fortemente da topologia de rede e do grafo G.

Modelo BSP

O modelo BSP, proposto por L. G. Valiant [47], é um dos principais modelos
realisticos, que busca abstrair a topologia de rede e apresentar uma descricao através
de parametros numéricos. Ele é um modelo de propoésito geral e um candidato a se
tornar o padrao para a computacao paralela, com resultados eficientes tanto para o

projeto quanto para execucao pratica de algoritmos.

A maquina BSP consiste de um conjunto de p processadores com memoaria local.
Os processadores se comunicam através de algum meio de interconexao, controlados

por um roteador com facilidade de sincronizacao periddica global.

Um algoritmo no modelo BSP consiste de uma seqiiéncia de superpassos (su-
persteps). Nestes, os processadores operam independentemente realizando célculos
locais e trocas de mensagens através de operacoes de envio e recebimento. Uma men-
sagem enviada é recebida no préximo superpasso. No final de um superpasso, uma
barreira de sincronizacao é realizada. Os custos de comunicacao dependem de dois

parametros, a saber:

e [: a laténcia, que é o tempo maximo de um superpasso;

e ¢ que descreve a vazao (throughput) do roteador, medida como a razao entre o
nimero de operacoes de computagao local por segundo pelo nimero de palavras

transmitidas pelo roteador por segundo (computagao / comunicagao).

Se um processador envia h dados e recebe h' durante a fase de comunicacao, o custo
dessa comunicacao sera de L + max(h,h')g. Entdo, o custo total da fase de comuni-
cagdo é max;_; ... ,{ L +max(h;, h})g}, onde h; e h] representam os nimeros de dados

enviados e recebidos, respectivamente. O modelo BSP permite que o valor de L seja

!Falaremos sobre isso na secdo 3.2.3.
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controlado pelo programa, mesmo em tempo de execugao. As restrigoes de software

e de hardware devem ser consideradas na escolha de L.

A simulacao de algoritmos PRAM no modelo BSP foi também discutida por L.
G. Valiant [47].

Modelo CGM

O modelo CGM para computadores paralelos com memoria distribuida foi pro-
posto por F. Dehne [13, 14, 15] com a inspiragdo no modelo BSP [47]. Ele privilegia a
computacao local, minimizando as operacoes globais. Nesse modelo, os processadores
possuem uma memodria local de tamanho O(n/p), onde n é o tamanho da entrada e p
é o numero de processadores. Em geral, p << n. Veja a figura 3.2. A preocupacao é

aumentar a granularidade das maquinas paralelas. Isto significa aumentar a quan-

Rede de interconexao

n/p n/p n/p n/p

Figura 3.2: O modelo CGM de memoria distribuida.

tidade de operacoes locais executadas por um processador sem se comunicar com
outros. Cada processador é conectado por um roteador que pode trocar mensagens

ponto a ponto.

Um algoritmo em CGM consiste da alternancia entre fases de computacao local
e rodadas de comunicacao separadas por uma barreira de sincronizacao. Seja R o

nimero de rodadas, o esquema genérico é:

For i =1 to R do
{
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(fase de computagao local);

(rodada de comunicagao);

Uma fase de computacao local mais uma rodada de comunicacao é equivalente a
um superpasso no modelo BSP. Nessa rodada, usualmente devemos utilizar o melhor

algoritmo seqiiencial em cada processador e processar os seus dados localmente.

Em uma rodada de comunicacao, cada processador pode enviar e receber no
maximo um total de O(n/p) dados de outros processadores. Além disso, o modelo
CGM exige que todos os dados enviados de um processador para outro em uma fase

de comunicac¢ao sejam empacotados em uma mensagem.

O custo de comunicacao no modelo CGM é medido pelo nimero de rodadas
de comunicagao. Varios algoritmos CGM conhecidos para problemas geométricos
necessitam de um nidmero de rodadas de comunicacao constante ou O(logp) [18].
O modelo CGM é particularmente adequado para maquinas paralelas atuais, onde
a velocidade da computacao local é consideravelmente maior que a velocidade de

comunicacao entre processadores.

As implementagoes dos algoritmos neste modelo, nas maquinas atualmente dis-
poniveis, se comportam bem e os speedups exibidos sao similares aqueles previstos
em suas andlises. Assim, o objetivo do modelo CGM ¢ construir algoritmos que

minimizam o numero de rodadas de computacao local e de comunicagao.

3.2.3 Classificagao

A classificagao dos modelos foi baseada em funcao de trés critérios: a granulari-

dade, a topologia e a maneira como o custo de comunicacao é avaliado.

A granularidade é o primeiro fator de aproximacao dos modelos. Ela pode ser fina
ou grossa. No primeiro caso, o numero de processadores é arbitrario e geralmente
ligado ao tamanho do problema. No segundo caso, o tamanho do problema n e o
nimero de processadores p sao dois parametros distintos. Em geral, os algoritmos
funcionam entao em relagao entre essas duas quantidades: n ~ p permite o acesso
rapido na memoria local mas multiplica as comunicacoes, ao contrario, n >> p limita
o numero de comunicagao, mas pode sobrecarregar a memoria local de processador.

A granularidade é uma medida do paralelismo disponivel e possivel de ser extraida
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de um problema.

A topologia da maquina parece ser um parametro essencial na computacao para-
lela. Como sugere o modelo BSP, a topologia pode nao estar explicitamente repre-
sentada, mas pode aparecer de maneira implicita através de outros parametros. O
modelo da topologia explicita permite refinar o algoritmo mas pode se tornar mui-
to dependente da arquitetura. Contrariamente, o modelo da topologia implicita é
portavel, mas pode talvez se revelar pouco confidvel com os resultados experimentais

sobre a maquina.

O custo de comunicacao pode ser avaliado de diferentes formas. Vamos considerar
as comunicacoes fixas e as comunicagoes paramétricas. No modelo das comunicacoes
fixas, uma comunicacdao é uma operacao atomica de custo unitario. No modelo da
granularidade fina, por exemplo, poderia ser uma troca de um dado entre dois pro-
cessadores vizinhos; ao contrario, na granularidade grossa, a nogao de custos fixos é
delicada. O modelo das comunicacoes paramétricas ¢ um modelo no qual todas comu-
nicacoes nao sao contabilizadas de maneira idéntica. Uma das medidas mais usadas
¢ a quantidade de dados enviadas. Mas outras medidas podem ser consideradas tais

como: o tempo de inicializacao e a distancia entre processadores.

Antes de classificar os diferentes modelos descritos acima, conforme os trés critérios,
lembramos que o objetivo nao é de julgar. Nao se tem, por enquanto, um modelo
universal satisfazendo todos os critérios de um bom modelo. Do ponto de vista
fundamental, um bom modelo é aquele em que podemos construir uma teoria rica,
permitindo exprimir formalmente um grande nimero de resultados considerados na-
turalmente como de primeira importancia. Como exemplo, a questao de P = NC' do
modelo PRAM é crucial e natural, pois é legitimo perguntar até quando um problema
soluvel seqiiencialmente em tempo polinomial pode ser paralelizado. Na pratica, um
bom modelo poderia ser um modelo em que o comportamento de muitas maquinas re-
ais poderia ser expresso. E conveniente buscar a qualificacao dos modelos em funcao
de sua utilidade, visto que é ilusério quantificar seu valor intrinseco sobre uma escala

linear forcosamente arbitraria.

A figura 3.3 apresenta a classificagao dos modelos em fungao dos critérios acima.
No modelo PRAM a granularidade é fina. A topologia é implicita no sentido que ela
nao é considerada. Poderia ser estimado, ao contrario, que o PRAM tem intrinseca-
mente uma topologia de grafo completo, ou ainda que a memoria compartilhada é

uma forma de topologia explicita. Consideramos o modelo PRAM com a topologia
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implicita, pois do ponto de vista da analise de algoritmos, a topologia nao interfere.

Topologia Granularidade grossa Granularidade fina
Comunicagao|| Comunicacao|| Comunicagao || Comunicacao
parameétrica fixa parameétrica fixa

Explicita

G-RAM G-RAM G-RAM
« » |fGranularidade « »
MIMD” | grossa SIMD
Comunicagao||Comunicacao || Comunicagao || Comunicacao
parameétrica fixa parameétrica fixa
Implicita BSP CGM PRAM

Figura 3.3: A classificacao dos modelos. As comunicagoes em relagao ao custo sao
fixas ou paramétricas, as topologias sao implicitas ou explicitas e a granularidade

grossa ou fina.

O modelo G-RAM SIMD é um modelo de granularidade fina, comunicagao fixa
e topologia explicita. O termo SIMD faz referéncia a toda uma gama de maquinas
massivamente paralelas, possuindo um tnico sequenciador distribuindo as instrucoes
ao conjunto de processadores. Nesse modelo, a topologia é explicita, tais como grade
e hipercubo. A natureza de granularidade fina implica quase necessariamente em

considerar as comunicacoes atomicas de custo unitario.

Os modelos BSP ¢ CGM sao de granularidade grossa e de topologia implicita. Os
custos de comunicacao fazem a diferenca entre eles. O BSP modela seus custos con-
siderando os parametros L e g. De fato, a topologia da maquina poderia ser ocultada
atras dos parametros L e g do modelo BSP. O modelo CGM é uma variante de modelo

BSP. O objetivo dos algoritmos CGM é de minimizar as fases de comunicacao.

Os modelos G-RAM MIMD e granularidade grossa sao ambos de topologia ex-
plicita e de granularidade grossa. A diferenca entre eles é como no caso dos modelos
BSP e CGM, baseada no custo de comunicacao. No modelo G-RAM MIMD, as comu-
nicacoes sao modeladas finamente. Por exemplo, no modelo de troca de mensagem,
o custo de comunicac¢ao de vizinho a vizinho é modelado por uma funcao linear do
tamanho L das mensagens: [ + L7, onde [ representa um tempo de inicializacao e

% a largura da banda de comunicagao. No modelo por comutagao de circuitos, esse
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mesmo tempo é representado por 3 + d(x,y)d + L7, onde d(x,y) denota a distancia
entre a origem x e o destino y, e 6 é funcao de tempo de comutacao dos caminhos in-
termedidrios. As comunicacoes no modelo granularidade fina sao atomicas com custo
unitario.

Observamos que duas casas sao vazias que correspondem aos modelos de gra-
nularidade fina, as comunicacoes paramétricas e a topologia explicita ou implicita.
Isso vem simplesmente do fato de que um modelo de granularidade fina supoe que
muitas vezes as comunicacoes sao atomicas e de custos unitarios. As fases de comuni-
cacao sao calculadas onde cada fase tem um custo constante. A quantidade de dados

transferidos é constante a cada fase.

3.3 Conclusao

A definicao de um modelo resulta da escolha a priori de aspectos a serem con-
siderados. Assim, a concepcao de um modelo com determinadas funcionalidades é
sempre feita em detrimento de outras caracteristicas. O modelo PRAM é simples
e permite extrair o paralelismo. O modelo G-RAM de topologia explicita garante a
boa previsibilidade de custos medidos. O modelo BSP permite o desenvolvimento dos
algoritmos genéricos. E recomendével conhecer todas as grandes classes de modelos
e estar apto a analisar e comparar os algoritmos, nao somente do ponto de vista

intra-modelos, mas também inter-modelos.



CAPITULO 4

Algoritmo Paralelo PRAM

Neste capitulo, descrevemos um algoritmo paralelo [33], no modelo PRAM, que
resolve o problema de fecho convexo. A estratégia, usada geralmente na computagao
paralela, é de divisao-e-conquista [8, 9, 12, 36]. Essa estratégia nos leva a uma forma
natural de explorar o paralelismo: os subproblemas gerados podem ser executados
independentemente e, portanto, em paralelo. O algoritmo paralelo usando esta es-
tratégia, a ser apresentado, leva tempo 6timo O(logn) em uma PRAM CREW. A
maior dificuldade em garantir esta complexidade de tempo esta na fase em que os
resultados dos subproblemas sao combinados. O algoritmo paralelo de busca e de

ordenacao [33] ¢é utilizado no desenvolvimento desse algoritmo.

4.1 Estratégia de Divisao-e-Conquista

Considere um conjunto S = {p;,p2, -+, p,} de pontos no plano, onde n é uma
poténcia de 2. O algoritmo comecga a ordenar os pontos de S pela sua abscissa, através

de um algoritmo paralelo que leva tempo O(log n) usando O(n) processadores [33, 44].

Com isto temos os pontos p e ¢ de menor e maior abscissa respectivamente.
Sabemos que esses pontos pertencem ao fecho convexo C'H(S). Eles particionam
CH (S) nos fechos superior e inferior. O fecho superior, denotado U H (), consiste
dos pontos de p até ¢, no sentido horario. Os pontos do ¢ até p formam o fecho
inferior e denotado LH (S). A Figura 4.1 mostra os fechos superior e inferior. A idéia
¢ determinar separadamente o fecho convexo superior UH(S) e inferior LH (S) para

entao achar o fecho convexo.

Para obter o fecho convexo superior U H (S), precisa-se combinar UH (S1) e UH(S3)

31
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x3
Z9 T4

s =4q

g T6
L7

Figura 4.1: Um fecho convexo para um conjunto de pontos. O fecho superior é

(21, 9, x3, T4, x5) € o fecho inferior é (x5, x4, x7, T3, T9, T1).

através de sua tangente comum superior, onde onde Sy = {p1, P2, -, Ppj2} € Sz =
{Ptm/2)+1: Pmy2)+2, -+ pa}. O algoritmo paralelo PRAM acha a tangente comum su-
perior dos UH(S;) e UH(S;) em tempo constante, usando um numero linear de

operagoes. A tangente comum inferior é encontrada de maneira andloga.

A complexidade deste algoritmo é dada por:
T(n) <T(n/2) + cTian,
onde T, é o tempo para determinar em paralelo a tangente comum superior de
UH(Sy) e UH(S,).

Algoritmo: FECHO CONVEXO SUPERIOR
Entrada: Um conjunto S = {py,p2,- -+, pn} de pontos ordenados pela
abscissa no plano.

Saida: O fecho convexo superior UH (S).

1. Se n <4 entao encontra o fecho convexo destes pontos e termine.

2. Sejam S = {p1,p2, - 7pn/2} e Sy = {p(n/2)+1;p(n/2)+2; Dt
Calcule recursivamente UH (S;) e UH(S3).

3. Encontre a tangente superior comum entre UH (S;) e UH(S,) e
obtenha UH (S).
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4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para De-

terminacao da Tangente Comum Superior

Como queremos um algoritmo de complexidade de tempo O(logn), a tangente
comum superior deve ser determinada em tempo constante. Abaixo descrevemos

como obté-la com este tempo desejado.

Seja S = {p1,p2,- -, pn} um conjunto de pontos do plano ordenados pela abscissa
e Sejam Sl = {pl:p27 e 7pn/2} € SQ = {p(n/2)+17p(n/2)+27 e 7pn} A tangente comuim
superior entre CH(S)) e CH(S,) é a tangente comum tal que CH(S;) e CH(Ss)

estao abaixo dela. A tangente comum inferior é definida de maneira analoga.

Sejam UH(Sy) = (r1,---,rs) e UH(S2) = (qu,--+,q:) os fechos superiores do S
e Sy, respectivamente, dados no sentido hordrio, onde r;,q; € S para 1 < i < s e
1 < j <t. Nosso problema é determinar os pontos v = 7, e v = ¢; de UH(S;) e
UH (Ss), respectivamente, com 1 <i < se 1 < j < ¢, tais que uv é a tangente superior
comum. O fecho resultante é dado pela seqiiencia (ry,- -+, 7, ¢, -+, q). Assim, se
tivermos determinado u e v, o fecho pode ser determinado em tempo paralelo O(1)

usando n processadores.

Nosso foco agora ¢é justamente determinar estes pontos de tangéncia. A idéia é
muito parecida com aquela do algoritmo seqiiencial de divisao e conquista para deter-
minar as tangentes comuns. Antes de apresentarmos o algoritmo, vamos relacionar

alguns resultados que motivam e justificam a idéia.

Primeiramente, vamos ver como a tangente entre um ponto r; de UH(S)) e
UH (S;) pode ser determinada; isto é, queremos determinar um ponto g;(; de UH (S3)
tal que UH (S;) estd abaixo da linha determinada por r; e ¢;(;). O lema seguinte mos-

tra como podemos obter esta tangente usando um algoritmo de busca paralela.

Lema 4.2.1 Seja r; um ponto qualquer de UH(S,). Entdo, dado um ponto qualquer
q de UH(S3), pode-se determinar, em tempo seqiencial O(1) se q;q) estd a direita,
€ igual a, ou estd a esquerda de q;, onde q;i;) € o ponto de UH(S;) tal que r;q;4) ¢ a
tangente a UH(Ss).

Prova. Seja L uma reta determinada por r; e ¢, e L' (respectivamente L") a parte
de L estritamente a esquerda (respectivamente a direita) de ¢;, como indicado na

figura 4.2. Entao, se L' estd acima do segmento ¢, 1q; e L” estd abaixo do segmento



4.2 Um Algoritmo de Tempo Constante para Determinacao da Tangente Comum Superior34

Qiq141, entao g;(;) estd a direita de ¢;. Se ¢ = g;(;) entdo g1 e g1 estao abaixo de L
senao ¢;(;) esta a esquerda de ¢;. Uma vez que 7; e ¢ sao dados, podemos determinar
cada uma das trés condigdes em tempo seqiiencial O(1). ]

Figura 4.2: Determinagao da tangente a U H (S,) passando por r;. Nesse caso, L' estd
acima do segmento ¢,_1q;, e L" estd abaixo do segmento ¢;q;;1. Assim, a tangente de
r; a UH(S3) cruza o ponto de UH (S;) que estd a direita de ¢;.

Corolério 4.2.2 Dados dois fechos superiores UH(S,) e UH(S3), e um ponto r; do
logt
logk

UH(S:), a tangente r;qjsy a UH(S;) pode ser determinada em tempo O(i2r) usando

k processadores, onde t € o numero de pontos de UH(S;) e 1 < k < t.

Prova. Lembrando que os pontos de U H (S3) sao ordenados no sentido horario, pode-
mos usar o algoritmo paralelo de busca [33] para encontrar o ponto g;;. Escolhemos
k pontos de UH (S3) que o dividem em k + 1 partes, cada um com aproximadamente
o mesmo numero de pontos. Para cada um dos k pontos ¢, -, ¢, determinamos
em paralelo e em tempo O(1), a posicao relativa entre o segmento r;q; e o sucessor de
gn em UH(S3), com t; < h < ;. Repetimos o processo até que ¢;(;) seja encontrado.

O tempo é dado por T'(n) =T(n/k) + ¢, o que da T'(n) = O(llggi) |

Lema 4.2.3 Seja (u,v) a tangente comum superior aos fechos convexos superiores
UH(Sy) e UH(Ss). Suponhamos que, para qualquer ponto r; de UH(S)), seja dado
¢j) de UH(S;) tal que o segmento de reta r;q;i) seja a tangente a UH(Sy). Entao,
em tempo seqiencial O(1), podemos determinar se u estd a esquerda, € igual a, ou

estd a direita de r;.

Note que, se r;q;;) ¢ tangente a UH(S)), entdo u é igual a r;, pois riq;q) ja é
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tangente a UH (S,). Sendo, u estd a esquerda de r; se e somente se r; 1 estd acima

de r;qj). Veja Figura 4.3.

Figura 4.3: Determinagao da posi¢ao do ponto u onde a tangente comum superior
cruza UH(S;), dada a tangente r;jq;;) a UH(S;). Na figura, r;_; estd acima da

tangente, e entao u deve estar a esquerda de r;.

Com esses dois lemas, podemos determinar, para qualquer ponto r; de UH(S)),

logt
tog)

usando k processadores. Se escolhemos k aproximadamente igual a v/, temos um

se o0 ponto u aparece a esquerda de, a direita de, ou é igual a u; em tempo O(

algoritmo paralelo de tempo O(1) que determina, para qualquer ponto r;, sua posigao

relativa em relacao a u.

Essas observagoes nos levam a um algoritmo paralelo de busca para isolar u da
seguinte maneira. Escolhemos /s pontos de UH (S}), que dividem UH (S) em partes
aproximadamente do mesmo tamanho. Podemos entao isolar u em uma destas partes
em tempo O(1) usando /sv/t processadores. Da maneira analoga podemos isolar v
em uma parte de UH(S,) contendo aproximadamente v/ pontos em tempo O(1)
usando /5v/f processadores. Assim, o tempo desta busca em paralelo é O(1), com
um total de O(y/sv/t) = O(n) operagoes.

Temos agora no méximo /s candidatos para o ponto u e v/t candidatos para o
ponto v. Para cada par de candidatos, podemos verificar em tempo seqiiencial O(1),
se ele forma uma tangente comum superior entre UH(S;) e UH(S3). Portanto, po-
demos testar todos os pares em paralelo e, entao, identificar a inica tangente comum
superior em tempo O(1) usando O(n) operagoes. O algoritmo a seguir encontra a

tangente comum superior.

Algoritmo: Tangente Comum Superior
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Entrada: Os fechos superiores UH (Sy) = (ry, 72, --,T5) €
UH(Ss) = (q1, 42, -, q) ordenados no sentido horério, onde
St = {p1,p2, - ,pn/2} e Sy = {pn/2+1apn/2+27 “++,Pn} S80 tais que
z(p1) < x2(py) < -+ < 2(p,). Suponha que /s e v/t sdo inteiros.
Saida: Os pontos u e v tais que a reta determinada por u e v é
a tangente comum superior entre UH (S1) e UH(S2).
1. Para cada i tal que 1 < i < /s, achar Uiys) tal que 15 5455 seja
tangente a UH (S3).
2. Para cada i tal que 1 < i < /s, determinar se u estd a esquerda, é igual a,
ou estd a direita de r; 5. Se u = r; /5, para algum 4, entao fim. Senao,
determinar o bloco A = (1 /541, **, T(141)ys—-1) contendo wu.
3. Para cada r; no bloco A, determinar g;;) tal que r;g;(;) seja a tangente

a UH(S,), faca u :=r; e v := gj(;) se r;iqj) é também tangente a UH (S)).

Teorema 4.2.4 O algoritmo Tangente Comum Superior calcula corretamente a tan-
gente comum superior entre UH(Sy) e UH(Ss). FEle executa em tempo O(1) utilizando

um numero linear de operacoes.

Prova. Suponha que temos s + t processadores disponiveis. O passo 1 pode ser
executado em O(1) utilizando v/t processadores para cada i (Lema 4.2.1 e seu Co-
roldrio 4.2.2). Como /st < s + t, todos pontos 4j(iy/s) Podem ser encontrados em
tempo O(1) usando s + t processadores. O passo 2 pode ser realizado em tempo
O(1) com O(4/s) processadores. O passo 3 ¢ analogo. Portanto, o algoritmo pode ser

executado em tempo O(1) usando s+ ¢ processadores. O nimero total de operagoes
¢ O(s+1t) = 0(n). |

4.3 Calculo do Fecho Convexo

O fecho convexo é obtido usando a estratégia de divisao-e-conquista com o calculo

das tangentes comum superior e inferior.

Teorema 4.3.1 O fecho convero de um conjunto de n pontos no plano pode ser

calculado em tempo O(logn), usando O(nlogn) operagdes. Assim, o algoritmo para

encontrar o fecho convexo é étimo’.

1'Um algoritmo paralelo é 6timo se pT},(n) = O(T'*(n)), onde T*(n) é o tempo do melhor algoritmo
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Prova. Seja S = {p1,p2,---,pn} um conjunto de n pontos no plano. O algoritmo
ordena os pontos de S de acordo com suas abscissas. Esse procedimento pode ser
feito em tempo O(logn) [33, 44]. Entao, para os pontos vale a relagao: z(p;) <
2(p2) < -+ < x(pn).

Para determinar o fecho convexo C'H (S) usaremos a estratégia da divisao e conquista
da seguinte maneira. Se n < 4, calcula diretamente C' H(S). Senao, o algoritmo acha
recursivamente CH(S1) e CH(S2). A dultima fase é a combinacao de CH(S)) e

CH (S,) com as tangentes superior e inferior comum e obtencao de CH(S). ]

O algoritmo executa O(logn) iteracoes, cada uma levando tempo O(1), com um
nimero linear de operagdes. Assim o algoritmo todo leva tempo O(logn) e O(nlogn)

operagoes.

O modelo PRAM usa o modo de acesso a memoéria CREW pois apenas a leitura
concorrente é necessaria pelos algoritmos de ordenacao e pelo algoritmo de busca

paralela. A escrita concorrente é nao necessaria.

seqiliencial para o problema, T},(n) o tempo do algoritmo paralelo usando p processadores para

resolver o mesmo problema e n o tamanho da entrada do problema.



CAPITULO 5

Algoritmos Paralelos CGM

Neste capitulo apresentaremos dois algoritmos, no modelo CGM, para resolver o

problema do fecho convexo. Um deles é probabilistico e outro é deterministico.

Os algoritmos que veremos nesse capitulo sao escalaveis, de complexidade étima
na computacao local, portaveis e independentes de arquitetura. Eles sao desenvolvi-

dos no modelo de computacao paralela CGM, com as caracteristicas seguintes:

e Ha p processadores Py, - - -, P, interligados por alguma rede de interconexao;
e Cada processador P; tem memoria local O(n/p);

e Para alguma constante arbitraria pequena e fixa o > 0, n/p > p®. Isso é
equivalente a 1 < p < n'~¢ onde € = T
e O tamanho total de dados n é um nimero grande mas p nao é necessariamente

grande.

Como vimos no capitulo 3, o modelo CGM é realistico em termo de maquinas

existentes. Por isso, as caracteristicas enumeradas acima sao em geral verificadas.

Na secao 5.1 descrevemos o algoritmo paralelo probabilistico e na secao 5.2 apre-

sentamos o algoritmo paralelo deterministico.

5.1 Algoritmo CGM Probabilistico

O algoritmo probabilistico que vamos ver nessa se¢ao se encontra em [14]. Com

o modelo de distribuicao de dados uniforme, a complexidade dos algoritmos abaixo

38
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é, com alta probabilidade', (k + 2)(% + O(%)) para tempo de computagao local
e (k+1)(Tpsum(p) + Teompr(p,n)) para tempo de comunica¢ao, onde k = [ + 3] é
uma constante e @ > 0 uma constante fixa. 77(n) denota a complexidade de tempo
seqiiencial, e T,gum(p) é a complexidade paralela para calcular a soma parcial de
p nimeros cada um armazenado em um processador. Tiomyr(p,n) é 0 tempo para

comprimir um subconjunto de dados de tamanho n' < n em p’ < p processadores.

Estes algoritmos abaixo requerem, com alta probabilidade, somente um nimero
pequeno e fixo de rodadas de comunicacao, independentemente do tamanho do pro-
blema. Cada rodada de comunicacao corresponde a uma soma parcial ou operacao
de comprimir. Os restantes dos cdlculos sao locais.

Em [14] dois casos sao considerados. O primeiro caso é para p < /n e o segundo

. . . , 1—e¢ _ @
caso que generaliza o primeiro ¢ dado para 1 <p <n" ¢ onde € = .

Recordamos o problema: dado um conjunto aleatério S de n pontos em R?,
encontrar seu fecho convexo CH(S). Prova-se que este fecho CH(S) verifica as
propriedades seguintes:

Pl. CH(AjU---UA;)) =CH(CH(A)U---UCH(4;)) para cada A;,---,A4; C S, e

P2. Existe uma funcao h(n) tal que:

(a) para cada subconjunto aleatério A C S, E(|JCH(A)|) < h(|A]).
Observacao: Para alguma vériavel aleatéria X, E(X) e Pr{X=y} denotam
o valor esperado de X e a probabilidade que X toma um certo valor vy,

respectivamente.
(b) h(n) < n’ para 0 < § < min{e, 1/8}.

As provas destas propriedades estdo em [14] e s@o omitidas neste trabalho.

5.1.1 Caso p <+/n

O algoritmo abaixo resolve o problema para o caso p < \/n.

Algoritmo: Algoritmo 1.
Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} de pontos. Cada processador P;

armazena um subconjunto aleatério S; de n/p pontos de S. S; sdo

X = O(f(n)) com “alta probabilidade”, se e somente se Vc > ¢y > 1, Prob{X > cf(n)} < —4=

noc)

onde ¢y é uma constante fixa e g(n) é um polinémio em ¢ com g(c) — oo para ¢ — 0.
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disjuntos.
Saida: O fecho convexo de S.
1. Cada processador P; calcula sequencialmente C' H (S;).
Seja S"=CH(S;)U---UCH(S,), n' =15"].
2. If n’ < n/p Then S’ é comprimido dentro do processador P;, o qual calcula
sequencialmente CH(S) = CH(S'). Fim.

2n'p

—£ processadores da seguinte forma:

3. O conjunto S’ é comprimido em p’ <
a seqiiéncia CH(Sy), - -,CH(S,) é dividida em p’ subseqiiéncias maximais
de CH(S;) consecutivas, tal que o tamanho total de cada subseqiiéncia
é no maximo n/p. Seja S! o conjunto de pontos na subseqiiéncia i tal que
1 <i<p'. O conjunto S, é armazenado no processador F;.

4. Cada processador P; (1 <i < p') calcula sequencialmente CH(S]}).

Seja S" = CH(S))U---UCH(S,,), n" = |5"].

5. If n” < n/p Then S” é comprimido dentro do processador P, o qual calcula

sequencialmente CH(S) = CH(S").

Else continua com qualquer algoritmo deterministico.

A corretude desse algoritmo vem da propriedade que o fecho convexo da uniao
dos conjuntos é igual o fecho convexo da uniao dos fechos convexos (Propriedade P1).
Notemos que para o caso da linha 5, qualquer algoritmo paralelo deterministico pode
ser aplicado. Um caso trivial seria de usar o algoritmo seqiiencial no processador P; e
com a memoria acessando as memorias de outros processadores, através de passagem

de mensagens.

Os lemas e teorema seguintes sao de [14].
Lema 5.1.1 Com alta probabilidade, vale n' < n/p oun”" < n/p.

Prova. Consideramos alguns ¢ tal que 0 < § < 1/4. Entéo, segue da propriedade
P2 que h(n) < n°. Trés casos sdao considerados para provar o lema.

Caso 1: p < n's"

A partir da desigualidade de Chebyshev [22] e da suposi¢ao acima, como ¢ < 1,

temos que:

Pr{3i1<i<p:|CH(S)|>nieDh(n)} < p Pr{|CH(S;)| > n3GE=Dh(n)}
<

P
= 5G9
1—6
< _n3
= 339
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< —— — 0 para n — 0.
n3

Logo, depois do passo 1 do Algoritmo 1 e com probabilidade de, no minimo,

1 — —= — 1 (para n — c0), é obtido um conjunto S’ de tamanho:
n3

Como p < n's" segue que % > ns. Portanto, n’ < 2 com alta probabilidade , e

S

segue o lema 5.1.1 para o caso 1.

Como n's" < p, temos que p — oo para n — oo. Neste caso, segue da lei dos
grandes numeros [22] que Pr{n’ < 2ph(n)} — 1 para n — oo. Observamos que

n _vn v ; _
2ph(n) < s sep < TR A ultima expresao ¢ valida se p < 5550 0 qual é verda

deiro se p < En = . Conseqlientemente, n' < % com alta probabilidade, e segue o

lema 5.1.1 para o caso 2.

Caso 3: %n¥ <p<n

1-45 .
Como %nT < p, vale p — oo para n — oo. De novo neste caso, segue da lei

dos grandes numeros que, com alta probabilidade:

%ph(n) <n
< 2ph(n)

< 2y/nn’.

Como p' < 2 e p < V/n, temos com alta probabilidade:
p

'S
bS]
=
S

VASRVANVA
IS
S

]
S

=
>
S

Vamos agora estudar os passos 3 e 4 do Algoritmo 1. Para cada S!,1 < i <
P/, existem conjuntos Sy, Sy 41, Sy, tais que S; = CH(S;,) UCH(Sy41)U---U
CH(S,,). Conseqiientemente, pela propriedade P1:
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CH(S!) =CH(CH(Sy;,) UCH(Sy;+1)U---UCH(S,,))
=CH(S;, US;, 11 U---USy,).

Defina orig(S}) = S;, U Sy, 41 U---US,,, entdo CH(S]) = CH(orig(S})). |

Lema 5.1.2 Para cada 1 < i < p/, orig(S]) € um subconjunto aleatdrio de S e,

portanto, E(|CH(S!)|) = E(|CH(orig(S}))]) < h(n).

Prova. Vamos apresentar o esboco da prova.

orig(5;) = S, U Sy41 U --- U Sy, Claramente, S;, ¢ um conjunto aleatério de 2
pontos. Para cada [ € [t;,u], Sy, U S, U---US U---US, ¢éna bijecdo com
SUS, US4 U---US US4 U---US,, nessa ordem. Conseqiientemente,
segue que S; tem a mesma distribuicdo como Sy,. Portanto, orig(S!) é a unido de

subconjuntos aleatorios de S, e o lema 5.1.2 é provado. 1

Conseqiientemente, segue da desigualidade de Chebyshev que:

]'_

Pr{3i 1 <i<yp :|CH(S)| >n32h(n)} < p Pr{|CH(S;)| > n32h(n)}

<

n3

4nd : 1
< g v — 0 pois 0 < 3.

Portanto, depois o passo 4 do Algoritmo 1 obtemos, com alta probabilidade, um

conjunto S” de tamanho:

n" < p/né—%h(n)
< ApSph—20p0
< ne.

Como p < /n entao % > /n. Conseqiientemente, n” < % com alta probabilidade,
e segue o lema 5.1.1 para o caso 3. Isto conclui a prova do lema 5.1.1.

Teorema 5.1.3 Dado um multicomputador com p processadores, p < \/n, entdo ,

com alta probabilidade, o Algoritmo 1 calcula CH(S), |S| = n, com tempo de comu-

nica¢do no mdzimo 2(Tysum(p) + Leompr (P, 1)) € tempo de cdlculo local no mdzimo

n
p
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5.1.2 Caso 1 <p<nl=*

Podemos agora generalizar o algoritmo Algoritmo 1 para resolver o problema do

fecho convexo. Seja k uma constante inteira positiva fixa tal que k& > (6 5~ L=

6
14+ 1

20—26(1+a) 6"

Algoritmo: Algoritmo 2.
Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} do pontos. Cada processador P,
armazena um subconjunto aleatério S; de n/p pontos de S.
Saida: O fecho convexo de S.
Seja nl® =n,p® =pe SO =g |
1. For j=0---k do
a. Cada processador P;, 1 < i < p\¥) calcula sequencialmente CH(SZ(J)).
Seja SUH) = CH(SY)U---UCH(SY),), nli+h = |G+,
b. If nU+) < n/p Then SU*Y ¢ comprimido dentro do processador P
o qual calcula sequencialmente C H(S) = CH(SU+Y). Fim.

c. O conjunto SUD ¢ comprimido em pti+D) < 20770 b1 cessadores da
seguinte forma: a seqiiéncia C’H(S(j)), e CH(S((])) é dividida
em pU*tY subseqiiéncias maximais de CH(S( )) consecutivas, tal
que o tamanho total de cada subseqiiéncia é no maximo n/p.

Seja S; U+ conjunto de pontos na subseqiiéncia ¢, tal que
1 <i<plUth. O conjunto S ¢ armazenado no processador F;.

(k+1)

L If D < n/p Then no passo anterior 1.c., S+ foi comprimido no

processador P; o qual pode agora calcular sequencialmente
CH(S) = CH(S* D),

Else continua com qualquer algoritmo deterministico.
Lema 5.1.4 Com alta probabilidade, vale n\9) < n/p para algum j < k + 1.

Prova. Consideramos dois casos.
Se p < 4/n entao aplicamos a andlise do Algoritmo 1 dada na segao anterior.
Suponhamos agora que \/n < p < n~ ¢
A ideia bésica é de usar o lema 5.1.2 em cada iteracao e a analise de caso 3 do
lema 5.1.1. Obtemos, com alta probabilidade:

Pl < 417(”2’1(“)

P
< piA 5 > 0,
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ne

) J
Conseqiientemente, com alta probabilidade, pU) < p (4”6> Vj > 0. Observamos

J e— . . .
que p (4”6> < ns" sei > ﬁ — %. A menos que o lago do Algoritmo 2 seja parado

ne

para j < k, temos:

p(k)
n3 (=0
n3=%)
3=

ne—1_(5—>0paran—>oo,poisé<e.

IN

Pr{3i 1 <i<p:|CH(SM)| > nin(n)}

IA A

Portanto, com alta probabilidade:

(k1)

VAN VANRVANNVA

Isso conclui a prova do lema 5.1.4. |

Teorema 5.1.5 Dado um multicomputador com p processadores, entao, com alta
probabilidade, o Algoritmo 2 calcula CH(S), |S| = n, com tempo de comunicag¢do
no mdzimo (k + 1)(Tpsum(p) + Teompr(p, 1)) € tempo de cdlculo local no mdzrimo
(k+2)(%+0(%)), onde Ty (n) € o tempo seqiencial e k > ﬁ—% = 20‘_;{%—%

uma constante inteira positiva determinada.
Aplicamos Algoritmo 2 e teorema 5.1.5 com k = (% + 3]. Temos entdo:

Teorema 5.1.6 Dado um multicomputador com p processadores, entao, com alta
probabilidade, o Algoritmo 2 calcula CH(S), |S| = n, com tempo de comunicag¢do
no mdzimo (k + 1)(Tpsum(p) + Teompr(p, 1)) € tempo de cdlculo local no mdzrimo
(k+2)(% +0O(2)), onde Ty (n) € o tempo segiencial e k = (5= + 3] wma constante

inteira positiva determinada.

5.2 Algoritmo Paralelo Deterministico no Modelo
CGM

O algoritmo que vamos ver agora é deterministico e escalavel [18]. No pior caso, a

complexidade de tempo é O("l;# +Ts(n,p)) e o nimero de rodadas de comunicagao
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¢ O(1), onde n é o tamanho do problema, p o nimero de processadores e Ty(n,p) o
tempo de ordenacao de n numeros usando p processadores. O algoritmo é 6timo. A
idéia chave, como no caso do algoritmo probabilistico, é de particionar os dados em

dados locais, que sao executados seqiiencialmente em cada processador.

A estrutura do algoritmo é a seguinte. Os dados de problema estao distribuidos em
memorias locais, onde ficam até o final da solu¢ao. Dados um conjunto S de n pontos e
p processadores, o algoritmo mostra como encontrar o fecho superior UH(S). O fecho
inferior LH (S) é calculado de maneira andloga. Sem perda da generalidade, suponha
que os pontos estao no primeiro quadrante, isto €, suas coordenadas cartesianas sao

nao negativas.

Algoritmo: CGM UPPER HULL(S)
Entrada: Cada processador armazena um conjunto de % pontos escolhidos
arbitrariamente de S.
Saida: A representacao distribuida do fecho superior de S. Todos os pontos
do fecho superior estao identificados e numerados da esquerda para a direita.
1. Ordena todos os pontos de S pela abscissa. Seja S; o conjunto de %
pontos ordenados e armazenados no processador .
2. Independentemente e em paralelo, cada processador ¢ calcula o fecho superior
de S;. Seja X; o resultado no processador 1.
3. Cada processador calcula para X;, 1 <17 < p, as linhas de tangente comum
superior entre ele e todos X, 7+ < j < p, e identifica o fecho superior de S

usando as retas de tangente superior. (Este passo serd detalhado adiante.)

O passo 1 pode ser executado usando a operacgao de ordenacao global descrito em
[18]. O passo 2 é totalmente seqiiencial e pode ser completado em tempo O(”l‘;#),
usando os algoritmos seqiienciais conhecidos [43]. O desafio principal estd no passo
3. Neste passo, um algoritmo de merge combina os p fechos superiores disjuntos
em um unico fecho superior. Apresentaremos dois algoritmos de merge diferentes:
MergeHulls 1 e MergeHulls 2 ambos. O primeiro, descrito na subsecao 5.2.4, é o
merge simples ou direto requerendo um ntimero constante de rodadas de comunicacao
global e % > p? de memoria local por processador. O segundo merge, descrito na
subsecao 5.2.5, é mais complexo e usa o primeiro como um subprocedimento. Mas
tem o grau alto de escalabilidade e pode ser implementado com somente % > ptde
memoria local, onde € é uma constante fixa tal que 0 < € < 1 e também requer um

numero constante de rodadas de comunicacao. Os dois algoritmos usam a idéia de
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conjuntos divisores selecionados, que foi introduzida em [38].

Antes de apresentarmos os algoritmos vamos relacionar alguns resultados que

motivam e justificam a idéia.

5.2.1 Combinando os Fechos Convexos em Paralelo

Vamos ver como podemos combinar, em um tnico fecho superior, os p fechos
superiores disjuntos armazenados em p processadores. Isso corresponde ao desafio
no passo 3 do algoritmo CGM UPPER HULL(S). Para isso, precisamos de algumas
definicoes.

Definicao 5.2.1 Seja ab o segmento de reta ligando os pontos a e b. Vamos denotar
por (ab) a reta passando por a e b. Dizemos que o ponto ¢ estd dominado pelo seg-
mento de reta ab se e somente se a abscissa de ¢ estd estritamente entre as abscissas

de a e b, e ¢ estd localizado abaizo do segmento ab.

Definigao 5.2.2 Seja {S;}, 1 < i < p, uma parti¢io de S tal que Vo € Sj,y €

Si, 7 > 1, a abscissa de x € maior que de y.

Definicao 5.2.3 Seja X; = {1,229, -+, xp} um fecho superior. Entdo, predy,(x;)

denota x; 1 e sucx,(z;) denota x;y,. Veja Figura 5.1.

Sit1

Figura 5.1: Seja S’ = S; U Siy1 entao suc(z;) = xj11,03 = Nextg(v2), 14 =
Nextg (x3),25 = Neatg(vq), Nexts(vs) = Nexts(xg) = Neaxtg(xr) =
ys, Nexts (x5) = ya, € Im(S;) = x5.

Dados dois fechos superiores X; = UH(S;) e X; = UH(S,), onde todos os pontos

em S; estao a direita de todos os pontos em S;. A operacao do merge consiste em
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achar para um ponto p € X;, o ponto ¢ € X; U X, que segue p no UH (X;UX;). Veja
Figura 5.1.

Definigao 5.2.4 Seja @ C S. Entdo, Nexts : Q — S € a fun¢ao tal que Nextg(p) =
q se e somente se q estd a direita de p e pq estd acima de pq’ para todo ¢' € S, ¢’ a

direita de p.

Definigao 5.2.5 Seja Y C S;. Entao, Im(Y') é uma fungdo tal que Im(Y') = y* se e

somente se y* € o ponto mais & esquerda em Y tal que Nextyys; j>i(y*) ¢ S

Seja X um fecho superior de um conjunto de n pontos e ¢ um ponto localizado
a esquerda desse conjunto. Apresentamos um algoritmo seqiiencial chamado Query-
FindNext que busca ¢ = Nextx(c). A busca bindria processa em tempo O(log|X|)
[43]. Veja Figura 5.2.

Algoritmo: QueryFindNext(X,c,q)

Entrada: Um fecho superior X = {xy,-- -, z,} ordenado pela abscissa e
o ponto c¢ a esquerda de x.

Saida: Um ponto ¢ € X,q = Nextx(c).

1. Se X = {z} entdo q <— x e péra.

2. Se Ty 21 5uc(x iy 1) esta localizado abaixo da reta (cwrp/a1)
entao QueryFindNezt({x1, -+, T[m/2}, ¢ q),
sendo QueryFindNext({Z 21, -, Tm}, €, q)

(cz4)

Figura 5.2: Um passo da busca binaria de QueryFindNext. O segmento de reta

xysuc(zy) estd acima da reta (czy) e o algoritmo busca sobre {xy,- -, zs}.
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5.2.2 Caracterizacao do Fecho Superior

Uma caracterizacao do fecho superior de um conjunto S de pontos é baseada na
observacio seguinte [43]: O segmento de reta ab é uma aresta do fecho superior de
um conjunto S do pontos localizado no primeiro quadrante se e somente se todos 0s
n — 2 pontos restantes caem abaizo da reta (ab). Vamos trabalhar com uma nova
caracterizacao do fecho superior de S baseada na mesma observacao, mas definida

em termos da particao de S dada nas definicoes 5.2.2 e 5.2.5.

Consideramos os conjuntos S, 5; e X; como definidos anterioramente.

Definigao 5.2.6 Seja S’ = {c € UX; | ¢ nao estd dominado pelo segmento de reta
viNextyx; j>i(vf), 1 <i <p}, onde x7 = Im(X;).

O teorema seguinte caracteriza o fecho superior UH (S).
Teorema 5.2.1 S = UH(S).
Prova. Consideremos dois casos.

e UH(S) C S
Suponha y € UH(S),y ¢ S'. Entao, existe i tal que xj Nexty; j»i(x;) domina

y. Portanto, y ¢ UH(S), o que é uma contradicao.

e S"CUH(S).
Suponha y € S’ y ¢ UH(S). Entao existem p,q com p € UH(S), ¢ € UH(S),
e ¢ = Nextg(p), tais que pg domina y. Portanto, ambos p e ¢ ndo podem
pertencer a S;, uma vez que y € X, significa que y nao estd dominado por
qualquer segmento de reta com pontos extremos em S;. Assim, p € X, e
q € X com j # k. Consequentemente, como ¢ = Nextg(p), p € UH(S), e
q € UH(S), entao existe 7 tal que p = z¥, onde x} = Im(X;). Portanto, y esta

dominado pelo segmento 27 Newty; j~i(;), o que é uma contradicao.

As defini¢oes e o lema seguintes sao necessarios na descricao dos dois algoritmos
paralelos do merge nas subsecoes 5.2.4 e 5.2.5. Eles ajudam nao somente na descrigao

do algoritmo mas também na andlise das complexidade de tempo e de espaco.
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Definicao 5.2.7 Seja G; C X; e g = Im(G;). Seja R; C X; composto dos pontos
entre predg,(g7) e gf, e RF C X; composto dos pontos entre g} e sucg,(g}). Veja
Figura 5.3.

Figura 5.3: Os pontos pretos sao elementos de G; que é um subconjunto de X;
composto de pontos circulares e pretos. Seja p = predg,(gF) e s = sucg, (g;). Temos

R; = R; porque R} ndo tem nenhum ponto acima da reta(g;b).

Lema 5.2.2 Os pontos de R ou R, ou ambos, estio abaizo da reta (g; Nextx, .. (g5)).

A prova desse lema ¢ direta, sendo gf ¢ X;.

Definigao 5.2.8 R; denota o conjunto R ou R; que tem pelo menos um ponto

acima da reta (g;Ne:ctxz,m(gZ‘))-

J

Os conjuntos R, R; e R; sao mostrados na figura 5.3.

Observamos que o tamanho de cada um dos conjuntos R; é limitado pelo nimero

de pontos cercados entre dois pontos consecutivos em G;.

5.2.3 Calculo do g e z; em Paralelo

Mostraremos como calcular gf = Im(G;), onde G; C X;. O algoritmo, descrito
abaixo, funciona da seguinte forma. Os elementos de G; sao enviados, no passo 2, aos

processadores com numeracao maior de maneira que eles, recebendo G = UG}, j < 1,
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podem calcular seqiiencialmente Nexta,(g) para cada g € G. No passo 3, estes pontos
sao calculados usando o algoritmo QueryFindNexzt, que sao mandados de volta no
passo 4. Entao, os processadores podem calcular independentemente os g;. Quando
os processadores estdo divididos em grupos, faga ¢© denotar o z-ésimo processador do

grupo .

Algoritmo: FindLMSubset(A;, k,w,G;, gF)
Entrada: Fechos superiores A;, 1 < i < p* representando cada um em p¥
processadores numerados consecutivamente ¢¢,1 < z < p” e
o conjunto G; C A,.
Saida: O ponto gf = Im(G;). gf vai estar em cada ¢',1 < z < p¥
1. Junte G; no processador ¢¢, para todo i.
2. Cada processador ¢¢ manda seu G; a todos processadores ¢/, j >i,1 < z < p¥.
Cada processador ¢', para todo i, z, recebe G' = UG;,Vj < i.
3. Cada processador ¢, Vi, 2, calcula seqiiencialmente Nexta,(g) para cada g € G°,
usando o algoritmo QueryFindNext.
4. Cada processador ¢', Vi, z, manda de volta a todos processadores q{,j < 1,
o Nexta,(g) calculado, Vg € Gj.
Cada processador ¢, Vi, recebe para cada g € G, o Nexta;(g) calculado,
Y

5. Cada processador ¢!, Vi, calcula para cada g € G; o segmento de reta com a

maior inclinagdo entre gsucg,(g) e gNexta,(g), j > i, achando
Nextg,ua; j>i(g). Entdo, calcula gf = Im(G).
6. Cada processador ¢!, Vi, faz broadcasts de gf a ¢',1 < z < p“.

Lema 5.2.3 O algoritmo FindLMSubset calcula g* = Im(G;) em um nimero cons-

tante de rodadas de comunicacao. Requer um espaco de memoria local % > pF|Gy.

Prova. A corretude desse algoritmo depende das defini¢oes 5.2.4, 5.2.5 e do algoritmo
de busca QueryFindNext. Os espacos de memorias requeridos sao: |G;| no passo 1,
p¥|G;| no passo 2, p* no passo 4 equivalendo a um espago total de O(pF|G;]). A
complexidade das operagoes seqiiencias é O(p*|G;|logn) e precisa somente de quatro

rodadas de comunicacao. |
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5.2.4 Algoritmo MergeHulls 1

Esse algoritmo combina p fechos superiores, armazenados numa CGM de p pro-
cessadores, em um unico fecho superior usando um numero constante de rodadas de

comunicagao global. Ele requer % > p? e isso limita a escalabilidade.

Para achar a tangente comum superior entre os fechos superiores X; e X; (& sua
direita), o algoritmo calcula a fungdo Next, nao para todo X; mas apenas para o
subconjunto de p pontos igualmente espacados de X;. Chamamos esse subconjunto
de pontos igualmente espacados um divisor de X;. Essa estratégia baseada no divisor
reduz bastante o total de dados que deve ser comunicado entre processadores sem

aumentar muito o nimero de rodadas de comunicagao global.

Algoritmo: MergeHulls 1(X;(1 <i<p),S,n,p,UH)
Entrada: O conjunto de p fechos superiores X; consistindo, no maximo, de n pontos
de S, onde X; é armazenado no processador ¢;,1 < i < p.
Saida: A representacao do fecho superior de S. Todos os pontos sobre
o fecho superior estao identificados e numerados da esquerda a direita.

1. Cada processador ¢; identifica sequencialmente um conjunto divisor G;
composto de p pontos espacados igualmente de X;.

2. Os processadores acham em paralelo gf = Im(G;). Isso é feito via
FindLMSubset.

3. Cada processador ¢; calcula seus préprios R; e R de acordo com a
definicao 5.2.7, e o conjunto R; de pontos que estao acima da
reta (g7 Nextq,ux, j>i(9;)), de acordo com o Lema 5.2.2.

4. Os processadores acham em paralelo z} = Im(R; U ¢f), usando o algoritmo
FindLMSubset. Note que por definicdo Nexts(z}) ¢ X;.

5. Cada processador ¢; faz broadcasts de seu ponto Newtg(z}) a gj,j > i, e calcula

seu proprio S! de acordo a definigao 5.2.6.

Lema 5.2.4 O algoritmo MergeHulls 1 calcula UH(S) em tempo O("h;# +T,(n,p)),
requer um espaco de memoria local 1gual a % > p? e um nimero constante de rodadas
de comunicacao.

Prova. Pelo teorema 5.2.1, os conjuntos calculados S; no passo 5 sao uma represen-
tacao do fecho superior UH(S). O algoritmo MergeHulls 1 chama o procedimento

FindLMSubset duas vezes. No passo 2, os parametros sao A; = X;, k=1, w=0¢e
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G = G, implicando que |G;| = p. No passp 4, tém novamente os mesmos parametros,
mas para G; = R; U gf. Portanto, |G;| = |R; U g/| = % < ;5. Com isso, o espago
de memoria local requerido é % > p?, pelo lema 5.2.3 O mesmo lema garante que a
complexidade das operagoes seqiienciais no algoritmo MergeHulls 1 é O(p®logn) =

O(% logn) e que um nimero constante de rodadas de comunicagao é usado. 1

5.2.5 Algoritmo MergeHulls 2

Ao contrario do MergeHulls 1, esse algoritmo requer somente % > p° de espago
de memoria por processador, 0 < € < 1. Para simplificar usamos € = 1. O algoritmo

funciona assim:

1. Na primeira fase, o algoritmo MergeHulls 1 é utilizado para encontrar o fecho
superior de grupo de /p processadores, com |G| igual a /p. A complexidade dessa
fase é O(p).

2. A segunda fase combina esses ,/p fechos superiores, cada um de tamanho

s . n N ~
maximo T‘/ﬁ, no lugar dos p fechos iniciais. Entao, com |G;| = \/p, o passo 2 requer

somente espaco de tamanho p. Porém, precisamos ser mais cuidadosos, porque o

. ’ . n
tamanho de cada conjunto R; é, no pior caso VP

) p|Gz‘ Y
. s n ’ . . ~
recisar de espaco até ™2 o que é muito. Por isso, uma nova reducio desses tama-
> p ) ) 5

nhos ¢é necessaria. Sabemos que os conjuntos R; também sao de fechos superiores e

implicando que o passo 4 vai

podemos aplicar recursivamente a todos os R;, o0 mesmo método usado no algoritmo

MergeHulls 1 para achar xf = Im(R; U gf).

Algoritmo: BuildHulls(®;,V,;,p, k,w,€)
Entrada: Fechos superiores ®;,1 <1 < p%, representado cada em p“ processadores
numerados consecutivamente ¢¢,1 < z < p* . O parametro e reflete
o tamanho da memoria local de cada um dos p processadores.
Saida: Fechos convexos ¥; = UH(Ugik(j_l)karl
1. G; +— 9,.
2. While |G;|pF > p¢ do

(a)Cada grupo de processadores ¢, 1 < z < p¥, identifica sequencialmente

(I)i)a para 1l < j < pwp+lc'

um conjunto divisor G} composto de p¢/? pontos espacados igualmente de
G;.
(b)FindLMSubset(®;, k, w, GY, g7).

(c)Se gFsuce,(gr) estd acima do gf Nexts, ;>i(g]) entdo R; é composto
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de todos pontos de ®; entre g e sucg,(g;); sendo R; é composto
de todos pontos de ®; entre g; e predg, (g;).
(d)Seja G; «— R; U {g;}.
3. FindLMSubset(®;, k, w, G;, x}).
4. Cada processador ¢¢ faz broadcasts de seu z} a todos
q;l,h,: (i mod (p* +1))pF +1,---, (imod (p* +1))p* +pF e 1 <j < p¥.
5. Cada processador calcula seu préprio S; de acordo a defini¢ao 5.2.6.

Lema 5.2.5 O algoritmo BuildHulls calcula V; = UH(Ugilzj_l)pkH(I)i), paral < j <
R €M tempo O(”l‘;# + Ts(n,p)). Seja o = mazx{(k +€/2),€e}. Entio o algoritmo
requer um espaco de memoria local igual a % > p® e um numero constante de rodadas

de comunicacao.

Prova. O algoritmo BuildHulls exige a memdria como seguir. No passo 2(b), 5>
pFte/2. No passo 3, % > p° e no passo 4, & > p¥. A complexidade de tempo da
computagao ¢ O(3 logn +pF|Gy)) = O(% logn). Com respeito ao niimero de rodadas
de comunicacao, note que no passo 2 existem no miximo p**t¥ pontos em ®;. Cada
passagem 1o passo 2(a) reduz esse tamanho pelo fator de p/?. Com isso, existem
2(0‘—:’“’) fases, onde uma fase é chamada no procedimento FindLMSubset. 1
Algoritmo: MergeHulls 2(X;(1 < i <p),S,n,p,UH(S),e)
Entrada: O conjunto de p fechos superiores X; consistindo, no maximo, de n pontos
de S, onde X; estd armazenado no processador p;,1 <17 < p. O parametro
e reflete o tamanho da memoria local.
Saida: A representacao do fecho superior de S. Todos os pontos sobre
o fecho superior sao identificados e numerados da esquerda a direita.
1. Sejak=5w=0eX)=X,.
2. Do
(a) BuildHulls(X?, X**, p k,w,€).
(b) w +— w + k.
Until w > 1.

Teorema 5.2.6 O algoritmo MergeHulls 2 calcula UH(S ) em tempo O("h;#—i-Ts(n,p)),
requer um espaco de memoria local % > p° e um numero constante de rodadas de co-
municacao.
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Prova. O lema 5.2.5 implica que % > phte/2 somente % > pc. Com respeito ao

nimero de rodadas de comunicacao, o procedimento BuildHulls é chamada % vezes.
Pelo lema 5.2.5, existe 2(6—?”) fases, em cada chamada. Conseqiientemente, como
w = (t — 1)§ na t-ésima execugdo do passo 2(a), o nimero total de rodadas de
comunicacao é Z?flt = O((%)2) Finalmente, isso implica que a complexidade de

tempo da computagao local é O(E%% logn). ]

Coroldrio 5.2.7 O fecho convezo den pontos no plano pode ser calculado no CGM (n,p)
em tempo O(@ +Ts(n,p)), onde Ts(n,p) se refere ao tempo de ordenagao global
de n dados sobre p processadores. Além disso, envolve sé um niumero constante de

rodadas de comunica¢ao e % > p, para € > 0 constante e arbitrariamente pequeno.

5.3 Implementacoes Paralelas

5.3.1 Implementagao do Algoritmo Paralelo Probabilistico

O algoritmo Algoritmo 2 foi implementado [14] sobre a maquina CM5, com 32
processadores, cada um com 40 MB de memoria. Foi usado como algoritmo seqiienci-
al, o algoritmo Quickhull. As implementagoes foram feitas para achar o fecho convexo

nas dimensoes 3 e 4.

O ntimero de rodadas de comunicacao observado, para todos os pontos, foi sempre

idéntico para os 20 testes.

Quando % estd entre 256 e 2K, ou 1K e 8K, foi observado para o fecho convexo 3D

ou 4D, respectivamente, que o Algoritmo 2 requer entre 2 e 3 rodadas de comunicagao.

Se 2 > 4K (em dimensdo 3) ou 3 > 16K (em dimensdo 4), respectivamente, o

algoritmo termina sempre depois de uma rodada de comunicacgao.

5.3.2 Implementagao do Algoritmo Paralelo Deterministico

As implementagoes do algoritmo paralelo deterministico foram feitas [18] na maquina
T3D-CRAY, com 128 processadores, usando as rotinas PVM (Parallel Virtual Ma-

chine) para as comunicagoes.

A primeira versao foi implementada com % > p%. No caso de conjuntos de pontos
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aleatorios, foi constatado que a complexidade total aumenta proporcionalmente a n,

desde que p é fixo, enquanto a complexidade de comunicacao é quase constante.

No pior caso (conjunto linear de pontos), o tempo de computacao local cresce
proporcionalmente a nlogn. O tempo de comunicacao total aumenta linearmente

com n. O valor de p foi igual a 64.

Com o nimero de pontos fixos, os conjuntos de pontos aleatorios apresentam
um bom comportamento quando p é pequeno. Quando p > 64, foi observado uma
inversao completa da inclinacao da curva de tempo total de execucao, isto significa
que o algoritmo precisa de um grande nimero de processadores para resolver um

problema de tamanho pequeno.

O Speedup? observado, no pior caso, ¢ melhor desde que a quantidade de compu-

tacao local é suficientemente grande comparada com a comunicacao.

O algoritmo foi implementado também no caso onde o niumero de dados por
processador é fixo. No caso de conjunto aleatério, a curva de tempo total é quase
paralela aquela de tempo de comunicagao. Isto mostra o impacto de comunicagao

sobre a escalabilidade do algoritmo.

20 Speedup de um algoritmo paralelo é definido pela seguinte férmula: S,(n) = 17 (n)/T,(n),
onde T™*(n) é o tempo do melhor algoritmo seqiiencial do problema, T,(n) o tempo de um algoritmo

paralelo para o problema usando p processadores e n o tamanho da entrada do problema.



CAPITULO 6

Implementacoes Paralelas

Na secao 2.4 apresentamos o algoritmo seqiiencial Quickhull. Nesse capitulo para-
lelizamos este algoritmo e mostrarmos a nossa implementacao, na maquina paralela
Parsytec PowerXplorer, do algoritmo Quickhull paralelizado para achar o fecho con-
vexo. Esse algoritmo é descrito no modelo CGM. A topologia considerada é uma
estrela onde os processadores filhos sao ligados ao processador raiz. Os pontos usa-

dos obedecem a distribui¢ao normal ou de Gauss.

Implementamos também o algoritmo paralelo (Algoritmo 1) de Dehne [14]. Faze-

mos ainda uma comparacao entre os resultados dos dois algoritmos implementados.

Na secao 6.1 descrevemos as caracteristicas da méaquina Parsytec PowerXplo-
rer do LCPD do IME/USP (Laboratério de Computacao Paralela e Distribuida do
IME/USP ). A secdo 6.2 trata da descricdo do algoritmo Quickhull Paralelo. Na
secao 6.3 apresentamos os resultados. HA um Apéndice A nesse trabalho que contém

o codigo da implementacao do algoritmo Quickhull paralelizado.

6.1 Caracteristicas da Maquina

A implementacao do algoritmo foi feita na maquina paralela Parsytec PowerX-
plorer. Essa maquina tem 16 processadores, interconectados por uma topologia de
grade bidimensional. Cada n6 é formado por um PowerPC' 601 para a computagao e
de um Transputer T805 para a comunicacao, que compartilham uma memoria local
de 32 MBytes.

Os processadores sao agrupados em 4 particoes de 4 nés cada, chamadas A, B, C

26
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e D. Uma vez alocada, uma partigdo (ou mais) é dada para se rodar uma aplicagao e
permanece exclusiva para esta aplicacdo. As outras particoes nao usadas ficam livres

para outras aplicagoes.

A maquina Parsytec PowerXplorer usa o sistema operacional PARIX que é uma
extensao paralela para o sistema operacional UNIX. O sistema fornece as ferramentas
necessarias para o desenvolvimento de aplicacoes paralelas. Essas ferramentas rodam
em um computador hospedeiro (host) e o cédigo produzido roda na Parsytec PowerX-
plorer. O PARIX oferece uma extensao para a linguagem C para o desenvolvimento

de aplicagoes paralelas.

O PARIX permite que o mesmo cédigo seja executado por todos os processadores,
de forma que cada n6 executa uma cépia do programa até o fim. O comportamento
de cada processador depende do conteiudo do cédigo, da posicao de processador e dos
dados locais. Como nao existe memoria global, as informacoes sao trocadas via troca

de mensagens.

No ambiente PARIX, as comunicacoes sao feitas através de links virtuais. As
conexoes sao ponto-a-ponto entre processadores arbitrarios da grade. Um conjunto
bem definido de links virtuais pode ser combinado para construir a topologia virtual

como anel, arvore, pipelines, hipercubo, etc.

6.2 Algoritmo Quickhull Paralelo

Paralelizar o algoritmo sequéncial quickhull que resolve o problema do fecho con-
vexo ja estava no plano original da dissertacao. Essa paralelizacao é feita no modelo
de computacao paralela CGM. Apesar de parecer trivial a sua paralelizacao, nao se

encontra nenhum resultado de paralelizagao deste algoritmo na literatura.

A idéia do algoritmo é de achar primeramente os quatro pontos extremos em cada
processador. Os pontos que estao no interior de quadrilatero sao eliminados. Esses
pontos extremos sao trocados em cada processador para encontrar os verdadeiros
quatro pontos extremos. A fase seguinte consiste a colocar os pontos que sobram
em um unico processador e achar o fecho convexo. Esse algoritmo precisa de trés

rodadas de comunicagao.

Algoritmo: Quickhull Paralelo
Entrada: Um conjunto finito S = {py, ..., p,} de pontos. Cada processador P,
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armazena um subconjunto aleatério S; de n/p pontos de S. S; sdo
disjuntos.
Saida: O fecho convexo de S.
1. Cada processador acha os quatro pontos extremos.
2. Um processador determinado (P;) recebe dos outros processadores seus
quatro pontos extremos, acha os novos quatro pontos extremos e manda
de volta aos demais processadores.
3. Os processadores eliminam os pontos que estao no interior de quadrilatero.
4. Processador P; recebe dos outros processadores os pontos que sobram

e calcula o fecho convexo.

O algoritmo acima tem complexidade de tempo de computagao local O(% logn)

e um numero constante de rodadas de comunicagao.

6.3 Resultados

Utilizamos os dados de entrada segundo uma distribuicao normal ou de Gauss.
Nessa distribuigao, sao eliminados quase 97% de pontos depois de achar os quatro

pontos extremos.

As tabelas listadas a seguir apresentam os tempos (77, 7y, Tg) obtidos na nossa
implementagao com a maquina usando um, quatro e oito processadores, do algoritmo
Quickhull paralelo e do algoritmo de Dehne.

n T, T T3

Tempo | Speedup | Tempo | Speedup
8000 93825 | 46223 2,029 | 34442 2,724

40000 | 472804 | 135078 3,500 | 80802 5,851

80000 | 922457 | 271032 3,403 | 198921 4,637

120000 | 1382823 | 376272 3,675 | 210574 6,566

160000 | 1844777 | 509180 3,623 | 366931 5,027

Tabela 6.1: Tempos em us e Speedup para achar o fecho convexo de n pontos segundo

a distribuicao normal com o algoritmo Quickhull paralelo.
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n Ty 1) Ty
Tempo | Speedup | Tempo | Speedup
8000 93825 | 26036 3,603 | 16390 5,724
40000 | 472804 | 119773 3,947 | 63596 7,434
80000 | 922457 | 232947 3,959 | 119194 7,739
120000 | 1382823 | 348541 3,967 | 175525 7,878
160000 | 1844777 | 467269 3,947 | 234199 7,876
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Tabela 6.2: Tempos em us e Speedup para achar o fecho convexo de n pontos segundo

a distribuicao normal com o algoritmo de Dehne.

n T Ts
computacao | comunicacao | computacao | comunicacao
8000 34647 11576 20941 13501
40000 123547 11531 67033 13769
80000 248588 22444 153033 45888
120000 356089 20183 186683 23891
160000 482293 26887 276435 90496

Tabela 6.3: Tempos em pus da computagao e comunicagao para achar o fecho convexo

de n pontos segundo a distribui¢ao normal com o algoritmo Quickhull paralelo.

Os resultados de nossa implementagao mostram que as comunicacoes do algoritmo

de Dehne sao melhores. Com alta probabilidade, o algoritmo de Dehne necessita de

apenas uma rodada de comunicacao, em que apenas sao transmitidos os pontos dos

fechos convexos armazenados em cada processador. Esse numero de pontos transmi-

tidos é menor que %. No algoritmo de Quickhull paralelo, sao transmitidos os quatro

pontos extremos e os pontos que nao sao eliminados em cada processador.



n Ty Ts
computacao | comunicacao | computacao | comunicacao
8000 24676 1360 13335 3055
40000 118499 1274 60569 3027
80000 231583 1364 115985 3209
120000 347060 1481 172217 3308
160000 465340 1929 228187 6012

Tabela 6.4: Tempos em pus da computagao e comunicagao para achar o fecho convexo

de n pontos segundo a distribuicao normal com o algoritmo de Dehne.



CAPITULO 7

Consideracoes Finais

O problema do fecho convexo é um dos problemas da geometria computacional
mais estudados em computacao paralela. Esse problema tem muitas aplicacoes em
diversas areas que motivam o estudo dos algoritmos para a sua construcao. Nesta
dissertacao consideramos o problema do fecho convexo de um conjunto de pontos no

plano.

No estudo desses algoritmos procuramos compreender os algoritmos seqiienciais
de complexidade O(nlogn). Especialmente vimos a estratégia de divisao-e-conquista
que serve no projeto de desenvolvimento dos algoritmos paralelos para esse problema.
Outros algoritmos seqiienciais podem ser usados na fase de computacao local em cada

processador.

O principal objetivo desta dissertacao foi estudar os algoritmos paralelos para o
fecho convexo. Para isso, definimos o modelo de computacao paralela que sera usa-
do. Apresentamos varios modelos de computacao paralela, fazendo uma classificacao
dos modelos apresentados. Nesse trabalho, usamos os modelos PRAM e CGM para

desenvolver os algoritmos.

No modelo PRAM procuramos descrever detalhadamente o algoritmo apresentado
em [33], que consideramos ser mais importante dos algoritmos paralelos pioneiros.
Sua complexidade de tempo é O(logn) usando O(nlogn) operacoes. O algoritmo
paralelo descrito mostra como o método de divisao-e-conquista pode ser usado para
o projeto de desenvolvimento de um algoritmo paralelo, para o problema do fecho
convexo. Em Aggarwal et al 2] encontramos um outro algoritmo paralelo para o

mesmo problema usando o paradigma de divisao-e-conquista.

Vimos também de modo sucinto alguns algoritmos paralelos mais recentes no mo-
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delo CGM. O algoritmo de Dehne et al [15] visa a eliminar os pontos que estao no
interior de cada fecho convexo calculado em cada processador. O algoritmo proposto
é escalavel, probabilistico e independente da arquitetura. Ele tem, com alta probabi-
lidade, um numero constante de rodadas de comunicacao e complexidade de tempo
(k+ 2)(% +O(%)) para a computagdo local e (k + 1)(Tpsum(p) + Teompr (p; 1)) para
a comunicacio, onde k = [5- 4 1] ¢ uma constante e € > 0 uma constante fixa. 7' (n)
denota a complexidade de tempo seqiiencial e Tpsum(p) é a complexidade paralela
para calcular a soma parcial de p nimeros cada um armazenado em um processador.
Teompr (P, ) € 0 tempo para comprimir um subconjunto de dados de tamanho n’ < n
em p' < p processadores. Em [18], Diallo et al descrevam um algoritmo paralelo
deterministico, também escaldvel e independente da topologia de interconexao pa-
ra o problema do fecho convexo no plano. O algoritmo requer somente um nimero
constante de rodadas de comunicacao e tem a complexidade de tempo de computacao
local O(”l‘;# +T5(n,p)) onde n é o tamanho do problema, p o nimero de processado-
res e Ts(n, p) refere a complexidade de tempo de ordenacao de n pontos armazenados
em p processadores. Zhou, Deng e Dymond, em um trabalho ainda nao publicado,
propoem um algoritmo paralelo para o fecho convexo de um conjunto de n pontos
no plano, de complexidade de tempo local (O(”l‘;#)) com o numero de rodadas de

comunicacao o0timo.

Vérios artigos relatam algoritmos para o problema do fecho convexo [7, 21, 27, 35,
38, 41]. O artigo de Goodrich [28] mostra técnicas probabilisticas para o problema
no modelo BSP. Atallah et al [8] trata do método de divisdo-e-conquista em cascata

como um método para o desenvolvimento de algoritmos paralelos.

Neste trabalho foi proposta a paralelizao do algoritmo seqiiencial Quickhull. A
idéia é eliminar os pontos que estao no interior dos quatro pontos extremos. Sua
complexidade de tempo de computacao local é (% logn) com um nimero constante

de rodadas de comunicagao.

Dentre os algoritmos estudados, implementamos na maquina paralela Parsytec
PowerXplorer o algoritmo de Dehne e o algoritmo proposto. O desempenho obtido
mostra que o algoritmo de Dehne é melhor, pois ele consegue eliminar os pontos que

estao no interior de cada fecho convexo calculado em cada processador.



APENDICE A

Implementacao

Na proposta de nossa dissertagao, sugerimos a implementacao de um algoritmo
paralelo probabilistico. Por isso, implementamos o algoritmo Quickhull paralelo.

Neste apéndice listamos o cédigo fonte como descrito no capitulo 6 do trabalho.

/* ok >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 5k 5k ok ok ok ok ok ok ok ok >k %k %k 3k 3k 3k 3k 5k ok ok >k %k >k >k >k 5k 3k 3k 5k >k ok >k %k %k %k 3k 5k 5k 5k 5k >k >k >k %k %k 5k %k 3k 5k 5k >k >k >k >k %k %k %k %k %k >k %k k k

Programa : emma.c
Objetivo : Fecho Convexo
Autor : Emmanuel Kayembe Ilunga

****************************************************************************/

/% Esse programa usa a topologia STAR */
/* o processador raiz recebe dos processadores filhos os vetores deles, */
/*  depois de eliminar os pontos que estao no interior de quadrilatero */

Pk kskokokskok ok skok ok skok ok skok ok skok ok sk o ok sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk ok sksk ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok /
#include <sys/root.h>

#include <virt_top.h>

#include <sys/link.h>

#include <sys/time.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <limits.h>

#include <sys/comm.h>

#include <sys/rrouter.h>

#define TAM 4
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#define PMAX 1000
#define DESVIO 20
#define X O
#define Y 1
#define DIM 2 /*dimensao do espacox/
#define EXIT_FAILURE 1
#define FREE(p) if (p) {free ((char *)p); p = NULL;}
#define NEW(p,type) \
if ((p=(type *) malloc (sizeof(type))) == NULL) {\
printf ("NEW : out of Memory!\n");\
exit (EXIT_FAILURE);\
}

typedef enum{

FALSO , TRUO

}boleno;

typedef double tPointd[DIM]; /*tipo ponto real */
typedef tPointd tConjuntd[PMAX]; /*conjunto de pontos reais*/
typedef struct tPilhacelu tsPilha;
typedef tsPilha *tPilha;
struct tPilhacelu {

tPointd p;

tPilha next;
+;
/* As variaveis globais */
tConjuntd A;/* Vetor inicial */
tPointd *Al, *A2, *A3, *A4;/* Vetores que recebem os pontos de cada regiao */
tPilha AA1, AA2, AA3, AA4;/x Pilhas que recebem os pontos do fecho */
tPointd *vetor_xy;
tPointd v_xy[TAM], v1_xy[TAM];
tPointd vetor_recvxy[TAM];
int ID;
tPointd *vetorl, *vetor2, *vetor3;
/* As funcoes definidas */
void prt(tPointd *v, int taille){

int j;
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for (j = 0; j < taille; j++){
printf (" vetor[ld] [kd]l = %g, vetor[’d][%d]l =kg, procs= %d\n",j,X,v[jI1[X],j,Y,v
}

L
/* Generates random numbers according to a gaussian */
/* distribution */

double gausse( double mean, double deviation )

{
int i;
double rnd = 0.0;
for(i=0 ; i< 12 ; i++ )

rnd += (double) (rand() % 10000);

return(mean + (rnd - 6.0) * deviation);
}
/* Acha a area de um triangulo abc */
double Area2(tPointd a, tPointd b, tPointd c)
{

return (a[X]*b[Y]-al[Y]*b[X]+al[Y]l*c[X]-a[X]*c[Y]+b[X]*c[Y]-c[X]*b[Y]);
}
/* Verifica se o ponto c esta’ na esquerda do segmento ab */
boleno left(tPointd a, tPointd b, tPointd c)
{

return (Area2(a,b,c) > 0.00001);
}
/* Desempilha um ponto de uma pilha */
tPilha desempilha(tPilha s)
{

tPilha top;

top = s—>next;

FREE(s) ;

return top;
}
/* Empilha um ponto na pilha */
tPilha empilha(tPointd p,tPilha top)
{

tPilha s;



NEW(s,tsPilha);

s->plX] = plX];
s->plY] = plY];
s->next = top,;
return s;

}
/* Imprime a pilha */
void PrintPilha(tPilha t)
{
while (t!= NULL){
printf (" Ponto[%d]= %g, Ponto[kdl= %g\n",X,t->p[X],Y,t->p[Y]);
t = t->next;

}

/* Acha o numero de pontos do fecho convexo */
int Numero(tPilha t)

{
int k;
k = 0;
while (t!= NULL){
k++;
t = t->next;
}
return k;
}

/* Acha o tamanho de um conjunto */
int tamanho (tPointd a2, tPointd b2, int taille2, tConjuntd SS)
{

int i,k;

k = 0;

for( i = 0; 1 < taille2; i++){

if (left(a2,b2,SS[i])) k++;

}

return k;
}

/* Preenche o conjunto de pontos */
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tPointd *conjunto(tPointd a3, tPointd b3, int taille3, tConjuntd Ss, int contador)
{

int i,k;

tPointd *B;

k = 0;

B = (tPointd *) malloc((contador) * sizeof(tPointd));

for( i = 0; i < taille3; i++){

if (left(a3,b3,8s[i])) {

B[k] [X] = Ss[i] [X];
B[k][Y] = Ss[i][Y];
k++;
}
}
return B;

}
/* Acha o ponto com distante maxima de um segmento */
double *maxdist(tPointd al, tPointd bl, tConjuntd B1l, int total)
{

double area;

int n, indice;

double *p;

area = Area2(al,bl,B1[0]);

indice = 0;

p = (double *) malloc((DIM) * sizeof(double));

for (n = 1; n < total; n++){

if (area < Area2(al,bi,Bi[n])) {
area = Area2(al,bl,Bi[n]);

indice = n;

b
+
p[X] = Bi[indice] [X];
plY] = Bi[indice] [Y];
return p;
b

/* Funcao quickhull x/
tPilha quickhull(tPointd a, tPointd b, tConjuntd S, int taille)



tPointd *S1;

tPointd *S2;

double *c;

tPilha BB1;

tPilha BB2;

tPilha AB;

int contal, conta2;

BB1 = NULL;

BB2 = NULL;

AB = NULL;

if (taille == 0) {
AB = empilha(a,AB);
return (AB);

}

else {
¢ = maxdist(a,b,S,taille);
/* Divide o problema em dois */
contal = tamanho(a,c,taille,S);

conta?2 = tamanho(c,b,taille,S);

S1 = (tPointd *) malloc((contal) * sizeof(tPointd));
S2 = (tPointd *) malloc((conta2) * sizeof (tPointd));
S1 = conjunto(a,c,taille,S,contal);
S2 = conjunto(c,b,taille,S,conta2);

/* As chamadas recursivas */
BB1 = quickhull(a,c,S1,contal);
BB2 = quickhull(c,b,S2,conta?2);
while (BB1 != NULL){
BB2 = empilha(BB1->p,BB2);
BB1 = desempilha(BB1);
}
FREE(S1) ;
FREE(S2) ;
return (BB2);
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[FFxFokkckkkckkk kR kkokkokkkokokkkok - Programa principal skckskckkskskskskokkskskkskokkokkkk /
/*******************************************************************/
int main(int argc, char *x*argv){
int indi;
int iter, tamanhol;
int total_procs;
int ID_topologia; /* identificador da topologia */
int i, j, k, 1, m;
double valor, valori;
StarData_t *starData;
int contadorl, contador2, contador3, contador4, soma;
int *tama;
unsigned int tempo_i, tempo_f, tempo_icom, tempo_fcom;
/* determina o ID do processador e o total de processadores */
ID = GET_ROOT()->ProcRoot->MyProcID;
total_procs = GET_ROOT()->ProcRoot->nProcs;
tama = (int *) malloc((total_procs) * sizeof(int));
/* cria topologia virtual do tipo anel */
ID_topologia = MakeStar(42, total_procs,
MINSLICE, MAXSLICE,
MINSLICE, MAXSLICE,
MINSLICE, MAXSLICE );

if ( ID_topologia < 0 ){
printf ("Erro (%d) : processador ’%d\n",ID_topologia,ID);

return( 1 );

}

/* Inicializar as pilhas */

AA1 = NULL;

AA2 = NULL;

AA3 = NULL;

AA4 = NULL;

tamanhol = 4xtotal_procs;

vetor_xy = (tPointd *) malloc((tamanhol) * sizeof(tPointd));

/* Preenche o vetor v_xy em cada processador */

srand (ID*total_procs);



for( i = 0; i < PMAX; i++ ){
valor = gausse(100,DESVIO);
A[i]l [X] = valor;
valorl = gausse(100,DESVIO);
A[i][Y] = valori;

}

/* Buscar os pontos extremos em cada processador */

tempo_i = TimeNow() ;

j=0;

for( 1 =1; i < PMAX; i++ ){
if (ALGI0X] >= A[LI[XD) j = i;

+

v_xy[0][X] = A[j]1[X];
v_xy[0][Y] = A[jI[Y];
k = 0;

for( i = 1; i < PMAX; i++ ){
if (A[KI[X] <= A[i][X]) k = i;

}

v_xy[1]1[X] = A[k][X];
v_xy[11[Y] = A[k][Y];
1 =0;

for( i = 1; i < PMAX; i++ ){
if (A[1]1[Y] >= A[L]1[YD) 1 = i;

}

v_xy[2]1[X] = A[1]1[X];
v_xy[2] [Y] = A[1]L[Y];
m=0;

for( i = 1; i < PMAX; i++ ){
if (A[m][Y] <= A[i]1[Y]) m = i;

}
v_xy[3][X] = A[m][X];
v_xy[3][Y] = A[m][Y];

tempo_f = TimeNow() - tempo_i;
/* 0s processadores folhas mandam os quatro pontos */
/* deles para o processador raiz */

tempo_icom = TimeNow();



starData = GetStar_Data(ID_topologia);
if (starData !'= NULL){
switch (starData->status) {
case STAR_ROOT:
k = 0;
iter = 4xstarData->id + 3;
for(indl = 4x*starData->id; indl <= iter; indl++){
vetor_xy[ind1] [X] = v_xyl[k][X];
vetor_xy[ind1][Y] = v_xy[k][Y];
k++;
}

for(i = 1; i < starData—>size; i++){

Recv(ID_topologia,i,&vetor_recvxy,sizeof (vetor_recvxy));
iter = 4x%i + 3;
j=0;
for(indl = 4%i; indl <= iter; indil++){
vetor_xy[ind1] [X] = vetor_recvxyl[jl[X];
vetor_xy[ind1] [Y] = vetor_recvxyl[jl[Y];
jH+;

}
break;
case STAR_LEAVE:
Send (ID_topologia,0,&v_xy,sizeof (v_xy));
break;

}

tempo_fcom = TimeNow() - tempo_icom;

/* A raiz acha os novos pontos extremos */

tempo_i = TimeNow();

if (starData->status == STAR_ROOT){
/* Buscar os pontos extremos no processador raiz */
j=0;
for( i = 1; i < tamanhol; i++ ){

if (vetor_xyl[jl[X] >= vetor_xylil[X]) j = i;
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/* A raiz manda os verdadeiros

vl_xy[0] [X]
vi_xy[0][Y]
k = 0;
for( i = 1;
if (vetor
}
vi_xy[1][X]
vi_xy[1][Y]
1 =0;
for( i = 1;
if (vetor
}
vl_xy[2] [X]
vl_xy[2] [Y]
m= 0;
for( 1 = 1;
if (vetor
}
vl_xy[3] [X]
vi_xy[3]L[Y]

tempo_icom =

i < tamanhoil;
xy [k] [X] <= vetor_xy[i]l[X]) k

i < tamanhol;

i < tamanhol;

TimeNow() ;

if (starData !'= NULL){
switch (starData->status) {

case STAR_R

00T:

xy[1]1[Y] >= vetor_xy[i][Y]) 1

xy [m] [Y] <= vetor_xy[i]l[Y]) m

vetor_xy[j][X];
vetor_xyl[jl[Y];

vetor_xy[k] [X];
vetor_xy[k] [Y];

vetor_xy[1] [X];
vetor_xy[1] [Y];

i++ ){

= l;
i++ ){

= 1;
i++ ){

vetor_xy[m] [X];
vetor_xy[m] [Y];

tempo_f += TimeNow() - tempo_i;

pontos extremos para os filhos */

for(i = 1; i < starData—>size; i++){

Send (ID_topologia,i,&vl_xy,sizeof(v_xy));

}

break;
case STAR_L

EAVE:

Recv(ID_topologia,0,&vl_xy,sizeof (vi_xy));

break;
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tempo_fcom += TimeNow() - tempo_icom;
/* Cada processador acha o conjunto de pontos que nao estao no interior */
/* de quadrilatero */

tempo_i = TimeNow();

contadorl = tamanho(v1l_xy[0],v1_xy[3],PMAX,A);
contador2 = tamanho(vl_xy[3],v1i_xy[1],PMAX,A);
contador3 = tamanho(vl_xy[1],v1_xy[2],PMAX,A);
contador4 = tamanho(vl_xy[2],v1_xy[0],PMAX,A);

soma = contadorl + contador2 + contador3 + contador4;
vetorl = (tPointd *) malloc((soma) * sizeof(tPointd));
/* Preenche o vetor a mandar */
k = 0;
for( i = 0; i < PMAX; i++){
if (left(vi_xy[0],vi_xy[3]1,A[i])) {
vetorl[k] [X] = A[i][X];
vetorl[k] [Y] = A[i][Y];
k++;
}
for( i = 0; 1 < PMAX; i++){
if (left(vi_xy[3],vi_xy[1]1,A[i]1)) {

vetorl[k][X] = A[i][X];
vetorl[k][Y] = A[i][Y];
k++;

b

}
for( i = 0; i < PMAX; i++){

if (left(vi_xy[1],vi_xy[2]1,A[i])) {
vetorl[k] [X] = A[i][X];
vetor1[k][Y] = A[i][Y];

k++:

)

}
for( i = 0; i < PMAX; i++){
if (left(vi_xy[2],vi_xy[0],A[i])) {
vetorl[k][X] = A[i][X];
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vetorl[k][Y] = A[i][Y];

k++;

}
m = k;
tempo_f += TimeNow() - tempo_i;
/* Aloca dinamicamente o vetor vetor2 que recebera os pontos para encontra */
/% o fecho convexo */
tempo_icom = TimeNow() ;
if (starData !'= NULL){
switch (starData->status) {
case STAR_ROOT:
tama[starData->id] = m;/* A raiz preenche no vetor tama seu valor */
for(i = 1; i < starData->size; i++){
Recv(ID_topologia,i,&k,sizeof (int));
tamal[i] = k;
}
break;
case STAR_LEAVE:
Send (ID_topologia,0,&m,sizeof (int));

break;

}
tempo_fcom += TimeNow() - tempo_icom;
tempo_i = TimeNow() ;
if (starData->status == STAR_ROOT){
soma = 0;
for (indl = 0; indl < total_procs; indi++) {
printf("tamal[%d] = %d\n",ind1l,tamal[ind1]);
soma +=tamal[indl];
}
vetor2 = (tPointd *) malloc((soma) * sizeof (tPointd)) ;
}
tempo_f += TimeNow() - tempo_i;
/* 0 processador raiz recebe os pontos de outros processadores */

tempo_icom = TimeNow();



I6)

if (starData !'= NULL){
switch (starData->status) {
case STAR_ROOT:
for(indl = 0; indl < m; indil++){
vetor2[ind1] [X] = vetorl[indi1][X];
vetor2[ind1] [Y] = vetorl[indi1][Y];
}
iter = tamal[0];
for(i = 1; i < starData->size; i++){
vetor3 = (tPointd *) malloc((tamal[il]) #* sizeof (tPointd));
Recv(ID_topologia,i,vetor3,tamali]*sizeof (tPointd));
j=0;
iter += tamalil;
k = iter - tamalil;
for(indl = k; indl < iter; indil++){
vetor2[ind1] [X] = vetor3[j][X];
vetor2[ind1] [Y] vetor3[jlLY];

j++;

}
break;
case STAR_LEAVE:
Send (ID_topologia,0,vetorl,mxsizeof (tPointd));

break;

}
tempo_fcom += TimeNow() - tempo_icom;
/* 0 processador raiz calcula o fecho convexo */
tempo_i = TimeNow() ;
if (starData->status == STAR_ROOT){
/* Determina o tamanho de cada regiao */
contadorl = tamanho(vl_xy[0],vl_xy[3],soma,vetor2);
A1 = (tPointd *) malloc((contadorl) * sizeof (tPointd));
contador2 = tamanho(vl_xy[3],vli_xy[1],soma,vetor2);
A2 = (tPointd *) malloc((contador2) * sizeof(tPointd));

contador3 = tamanho(vl_xy[1],v1_xy[2],soma,vetor2);



A3

= (tPointd *) malloc((contador3) * sizeof (tPointd));

contador4 = tamanho(vl_xy[2],v1_xy[0],soma,vetor2);

A4
/*
Al
A2
A3
A4
/*
AA1
AA2
AA3
Apd
/*
whi
A
A
}
whi
A
A
}
whi
A
A
}

= (tPointd *) malloc((contador4) * sizeof(tPointd));

Constroi as quatro regioes */

conjunto(vi_xy[0],vi_xy[3],soma,vetor2,contadorl);

conjunto(vli_xy[3],vi_xy[1],soma,vetor2,contador?);

conjunto(vli_xy[1],vli_xy[2],soma,vetor2,contador3);

conjunto(vl_xy[2],vli_xy[0],soma,vetor2,contador4) ;
Aplica o algoritmo recursivo para cada uma das regioes */
quickhull(vi_xy[0],vi_xy[3],Al,contadorl);
quickhull(vi_xy[3],vi_xy[1],A2,contador2);
quickhull(vi_xy[1],v1i_xy[2],A3,contador3);
quickhull(vi_xy[2],vi_xy[0],A4,contador4) ;

Junta a resposta das 4 regioes */

le (AA1 != NULL){

A4 = empilha(AA1->p,AAd);
A1 = desempilha(AA1l);
le (AA2 != NULL){

A4 = empilha(AA2->p,AA4);
A2 = desempilha(AA2);

le (AA3 != NULL){
A4 = empilha(AA3->p,AA4);
A3 = desempilha(AA3);

tempo_f += TimeNow() - tempo_i;

/*

Pri

m=

pri
%u\n”

¥

Imprime o resultado */
ntPilha(AA4) ;
Numero (AA4) ;
ntf ("0 tempo do calculo e’ %u e o tempo de comunicacao e’

,tempo_f ,tempo_fcom) ;

return (0);
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