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Resumo

Apresentamos uma magica em que um baralho de 52 cartas é cortado tantas vezes precisar e,
distribuidas 6 cartas, consegue descobrir as 6 cartas conhecendo apenas as suas cores. Ela é
baseada na sequéncia de De Bruijn. A versdo para descobrir 5 cartas de um baralho incompleto de
32 cartas é bem conhecida. Adaptamos essa estratégia para a versdo com 52 cartas, pela obtengao
de uma sequéncia ciclica de 52 bits, com certas propriedades, a partir de uma sequéncia de De
Bruijn de 64 bits. Do nosso conhecimento, esse resultado é inédito.

1 Introducao

Apresentamos a seguinte mégica. O magico pega um baralho completo com 52 cartas. Depois de
cortar o baralho de cartas varias vezes, escolhe 6 participantes e distribui uma carta para cada um.
Pergunta quem tem carta vermelha. O mégico tem o auxilio de um arquivo de slides. Entra as 6
cores no arquivo de slides que revela as 6 cartas distribuidas. O leitor pode ir direto & se¢ao [2 para
praticar a mégica e depois voltar ao restante do artigo para entender por qué razao ela funciona.

A mégica é baseada na sequéncia de De Bruijn [4, 12]. A mégica de descobrir 5 cartas num
baralho incompleto de 32 cartas, que chamaremos de Mégica Versao 32, é bem conhecida [2, [7].
Ela usa uma cadeia de 5 bits para codificar cada carta: o primeiro bit codifica a cor, os 2 primeiros
bits o naipe e os ultimos 3 bits o valor da carta. Uma sequéncia de De Bruijn de ordem 5 é usada
para gerar as 32 cadeias de 5 bits.

Uma maégica que usa um baralho completo de 52 cartas para revelar 6 cartas é apresentada nos
sitios The Aperiodical e Github [I3] [14]. Porém, a mégica nao permite wrap-around, isto é, néo
é possivel cortar o baralho vérias vezes antes de distribuir as 6 cartas. A razdo é que a méagica
é baseada numa sequéncia nao ciclica de 57 bits cujas 52 subsequéncias de 6 bits codificam as 52
cartas.

Chamaremos de Magica Versao 52 a magica que usa o baralho completo de 52 cartas, que
pode ser cortado tantas vezes precisar, antes de distribuir as 6 cartas. Precisamos agora de 6 bits
para codificar cada carta, com 4 bits para o valor da carta. A M&gica Versao 52 é baseada numa
sequéncia ciclica de 52 bits, extraida de uma sequéncia de De Bruijn de 64 bits. Verermos que
alguns dos codigos de valores das cartas nao correspondem a cartas do baralho. Esses cdédigos
constituem-se em excegoes na codificacao dos valores das cartas. Ha diversas tentativas em usar
esta estratégia.



Uma tal sequéncia de 52 bits é apresentada em The Magic Café [15] [14], de autoria atribuida
a Larry Finley. Entretanto, a sequéncia de 52 bits possui 28 uns e 24 zeros, o que forca o uso de
dois Curingas (Jokers) no lugar de 2 cartas normais de mesma cor.

Uma outra sequéncia de 52 bits é mencionada num post em Github [14] que possui 26 uns e
26 zeros, evitando assim o uso de dois curingas. Essa sequéncia, entretanto, nao apresenta igual
nimero (i.e. 13) de subsequéncias de tamanho 2. Ela possui 12 00s, 14 01s, 14 10s e 12 11s. Por
isso, ha necessidade de permitir excegoes na codificacao do naipe das cartas.

Na Mégica Versao 52 apresentada aqui, conseguimos extrair uma sequéncia ciclica de 52 bits, de
uma sequéncia de De Bruijn de ordem 6 de 64 bits, que possui igual nimero (13) de subsequéncias
de tamanho 2 (00, 01, 10 e 11). Essa é uma condigao mais forte, pois dela decorre igual niimero (26)
de uns e zeros. Com isso, evitamos de ter excegoes na codificagao do naipe das cartas. Do nosso
conhecimento, a obtencao de uma sequéncia com essas caracteristicas é um resultado inédito. Além
disso, com o uso de um arquivo de apresentagao de slides que armazena as excegOes na codificacao
dos valores das cartas (ver em segoes adiante), ndo é necessario memorizar qualquer informagao.
Com isso, até uma crianga pode apresentar essa magica.

A Segao [2| apresenta o preparo e uma apresentacao da magica. Uma vez motivado, o leitor vai
ficar curioso em saber por qué a magica funciona. Entao na Secao [3] introduzimos o conceito da
sequéncia de De Bruijn que é usada na magica. A segao [4] explica a Mégica Versao 32: descobrir 5
cartas de um baralho incompleto de 32 cartas. A segao [5| adapta a mesma ideia da se¢ao anterior
para a Mégica Versao 52: descobrir 6 cartas em um baralho completo de 52 cartas. Finalmente na
secao[6] tecemos comentdrios a respeito da magica, e apresentamos algumas aplicagoes de sequéncias
e grafos de De Bruijn em diversas dreas da Ciéncia.

2 Preparo e apresentacao da magica

Vamos simular uma apresentacao da magica. Uma vez impressionado e motivado, vocé vai estar
curioso em querer saber por qué isso funciona. Vamos entao apresentar a explicacao detalhada nas
secoes seguintes.

2.1 Preparo

Vocé vai precisar de um baralho completo (52 cartas) e um arquivo de slides (magic52.pdf) que é
usado para apresentar a magica.

Baixe o arquivo de slides magic52.pdf:
https://www.ime.usp.br/~song/magic/magic52.pdf

Prepare o baralho cujas cartas devem estar colocadas numa ordem determinada. Para obter
essa ordem, use a Figura |8| (pagina . A primeira carta da figura é 2%9. Coloque essa carta como
a primeira carta. A segunda carta da Figura 8 6 As®. Coloque-a em baixo da primeira. Arranje
as demais cartas. A dltima carta deve ser As#. O baralho preparado fica como mostra a Figura

2.2 Apresentacao da magica
Pegue o baralho preparado e, diante do publico, corte as cartas quantas vezes quiser.

Cortar o baralho de cartas significa separar o baralho em duas partes e colocar a parte de cima
em baixo da parte de baixo. Ver Figura 2]

Escolha 6 participantes e distribua uma carta para cada um.


https://www.ime.usp.br/~song/magic/magic52.pdf

a 50 Primeira carta

N
@ ﬁ Ultima carta
¥

Figura 1: O baralho preparado.

Figura 2: Cortar o baralho de cartas.

Pergunte aos 6 participantes quem tem carta vermelha, isto é, com naipe ¥ (Copas ou Hearts)
ou ® (Ouros ou Diamonds).

No arquivo de slides (slide nimero 3), entre a cor da carta do primeiro participante.

First card is:

. Click here if Red
. Click here if Black

Em seguida entre as cores das cartas, uma a uma, do segundo participante até o sexto, no
arquivo de slides.

Sixncar

Second card is: Sixth card is:
. Click here if Red . Click here if Re
. Click here if Black . Click here if Black

o0 0
Faga algum suspense e, para o espanto de todos, mude para o proximo slide que vai mostrar a
carta do primeiro participante.

S 0

Your card is:

Go to the next slide.




Mude para os préximos slides para revelar as cartas dos demais participantes.

Nas secoes seguintes, explicamos por qué a magica funciona.

3 Sequéncia de De Bruijn

Uma sequéncia bindria de De Bruijn de ordem n, denotada por B(n), é uma sequéncia ciclica
de 2™ zeros e uns em que cada possivel cadeia de n bits ocorre exatamente uma vez como uma
subsequéncia da sequéncia B(n).

Por exemplo, para n = 5, a seguinte sequéncia é uma sequéncia de De Bruijn B(5).

00001 001011001111100011011101010
——

cadeial

00001001011001111100011011101010
——

cadeia2

A partir da sequéncia acima, pode-se obter as 32 cadeias de 5 bits, desde 00000 até 11111.
Ver Figura A cadeia de 5 bits da linha 1 (contendo 00001) corresponde aos primeiros 5 bits da
sequéncia de De Bruijn B(5) acima. A cadeia de 5 bits da linha 2 (contendo 00010) corresponde
ao segundo bit até o sexto bit da sequéncia, e assim sucessivamente. Lembre-se de que a sequéncia
é ciclica, i.e. depois do ultimo bit segue o primeiro. Assim, por exemplo, a cadeia 00000 é obtida
com o ultimo bit 0 seguido pelos 4 primeiros bits 0 da sequéncia.

1. 00001 17. 11000
2. 00010 18. 10001
3. 00100 19. 00011
4. 01001 20. 00110
5. 10010 21. 01101
6. 00101 22. 11011
7. 01011 23. 10111
8. 10110 24. 01110
9. 01100 25. 11101
10. 11001 26. 11010
11. 10011 27. 10101
12. 00111 28. 01010
13. 01111 29. 10100
14. 11111 30. 01000
15. 11110 31. 10000
16. 11100 32. 00000

Figura 3: Todas as 32 cadeias de 5 bits.

Pela maneira como essas cadeias de 5 bits sao obtidas, a partir da sequéncia de De Bruijn,
notamos varias propriedades. Uma delas é que a prérpria sequéncia se reproduz na primeira
coluna da Figura[3] Uma outra propriedade importante ¢ a seguinte. Em cada linha, por exemplo
na linha 10 da F igura a cadeia de 5 bits (11001) aparece também na primeira coluna das 5 linhas
(11001), da linha 10 até a linha 14.

Como a sequéncia de De Bruijn é ciclica, a mesma observagao acima se verifica também, por
exemplo, na linha 31 com a cadeia 10000. Essa propriedade serd utilizada na maégica, conforme
veremos na préxima sec¢ao.

4 Magica Versao 32: descobrir 5 de 32 cartas

Conforme ja dito anteriormente, a magica de revelar 5 cartas, conhecendo as suas cores, tiradas
de um baralho incompleto de 32 cartas é bem conhecida [2] [7]. Vamos explicar como ela funciona.



00  hearts ou copas

01 diamonds ou ouros
10  spades ou espadas
11 clubs ou paus

d>oe

Figura 4: Primeiros dois bits codificam o naipe da carta.
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Figura 5: Ultimos trés bits codificam o valor da carta.

Uma cadeia de 5 bits é usada para codificar cada carta. O primeiro bit codifica a cor da carta,
assim:

0 Vermelho

1 Preto

Os dois primeiros bits codificam o naipe da carta (Figura [4)).

Os tltimos 3 bits da cadeia codificam o valor da carta (Figura . Apenas as cartas de As até
8 sdo usadas. (Alguns mégicos preferem usar as cartas As e 7 até K. Para isso basta somar 7 aos

valor correspondente aos 3 bits para facilitar a memorizacao, adotanto o valor 14 para representar
As.)

Usando essa codificagdo e a Figura [3] as 32 cartas estdo codificadas na Figura [0}

1. 00001 AW 17. 11000 g
2. 00010 29 18, 10001 A®
3. 00100 49 19. 00011 39
4. o001 A® 20. 00110 6%
5. 10010 2@ 21. o101 5@
6. 00101 5% 22. 11011 3%
7. otoi1 3@ 23. 10111 7
8. 10110  o# 24. 01110 6@
9. o100 4@ 25. 11101 5%
10. 11001 A 26. 11010 2
1. 10011 3# 27. 10101 5@
12. oo0111 79 28. otoi0 2@
13, otiin 7@ 29. 10100  4#
14. 11111 7% 30. 01000 8®
15, 11110 6% 31. 10000 8
16. 11100 4% 32. 00000 8%

Figura 6: As 32 cartas codificadas.

Tomemos de novo a linha 10 da Figure [} Pela propriedade observada na segao anterior, os
5 bits da linha 10 sao iguais aos primeiros bits das cinco linhas a partir da linha 10. Como o
primeiro bit de cada carta representa a cor, entao podemos obter o cédigo de 5 bits de cada linha,



que representa uma carta (cor, naipe e valor), conhecendo as cores das cinco cartas a partir da
mesma. Um outro fato é que os codigos de 5 bits de cada linha é distinta, por construgao. Essa é
a explicagao por que razao a magica funciona.

Conhecendo a primeira carta, as demais 4 cartas podem ser conhecidas ao memorizar a sequéncia.
Entretanto, as cadeias de 5 bits da Figura [f] possuem uma propriedade 1til: conhecendo o valor
de uma cadeia, pode-se facilmente obter o valor da cadeia seguinte, sem memorizagao, da seguinte
maneira. Seja uma cadeia com os 5 bits b;babsbsbs. A cadeia seguinte possui os 4 primeiros bits
iguais a babsbybs € o quinto bit igual a by @ b3 onde @ é a operagao de ou-exclusivo. Essa proprie-
dade, porém, nao vale se a cadeia contém 00000, pois a cadeia seguinte seria também 00000 pela
regra. A solucdo que os mégicos encontraram é simplesmente remover a cadeia 00000 (na nossa
codificagdo remover a carta 89).

5 Magina Versao 52: descobrir 6 de 52 cartas

Na secao anterior, usamos uma sequéncia de De Bruijn B(5) de 32 bits para gerar as 32 cadeias
distintas de 5 bits. Cada cadeia de 5 bits é usada para codificar uma das 32 cartas.

Nessa secao, mostramos o que é necessario para adaptar as mesmas ideias para a magica de
descobrir 6 cartas em um baralho completo de 52 cartas.

5.1 Ideias preliminares

Para 52 cartas, vamos codificar cada carta com uma cadeia de 6 bits. A codificacao da cor (vermelho
ou preto) e do naipe seguem as mesmas regras da se¢ao anterior. Os 4 dltimos bits codificam o
valor (do As até K), como se segue. Note que os cédigos 0000, 1110 e 1111 (marcados com *) nio
correspondem ao valor de nenhuma carta. Ha portanto 12 cadeias de 6 bits que nao correspondem
a cartas do baralho.

0000
0001

w

o
=
o
3
© 00 1O U W NP %

1010 10
1011 J
1100 Q
1101 K
1110 *

*

Para a Mégica Versao 52, vamos eliminar 12 bits de uma sequéncia de De Bruijn B(6) de 64
bits, com as seguintes condigoes.

1. Na nova sequéncia (ciclica) de 52 bits, cada subsequéncia de 6 bits deve aparecer uma tnica
vez.

2. A nova sequéncia apresenta igual nimero de subsequéncias 00, 01, 10 e 11.

A condigdo 1 é necessaria pois cada subsequéncia de 6 bits deve determinar uma tnica carta.

Note que o naipe é codificado por 2 bits, portanto na condigao 2 queremos ter o mesmo nimero
de cada naipe, ou seja, 13 de cada naipe.

Mostramos a seguir que é possivel obter tal sequéncia de 52 bits com as duas condi¢oes acima.



5.2 Obtencao de uma nova sequéncia de 52 bits

Consideramos a sequéncia de De Bruijn B(6), denominada de CCR1, do artigo de Daniel Gabric,
Joe Sawada, Aaron Williams and Dennis Wong [4].
CCR1: 0000001111110001101110011001010110101001000100111011000010111101
A nova sequéncia com as duas condicoes satisfeitas é obtida ao remover o trecho de 12 bits,
conforme mostra a figura abaixo.

000000111111000110111001100101011010100100010011101 1000010111101
—_—

Remover

A nova sequéncia assim obtida é a seguinte.

0000001111110001101110011001010110101001000100111011

A partir dessa sequéncia (ciclica) de 52 bits, obtemos as 52 cadeias de 6 bits, juntamente com
as cartas codificadas. Ver Figura |7l As cadeias marcadas com asterisco (*) nao codificam cartas
validas.

1 000000* 27 010101 54
2 000001 Aw 28 101011 Ja
3 000011 39 29 010110 6
4 000111 79 30 101101 K&
5  001111%* 31 011010 104
6  011111* 32 110101 5%
7 111111%* 33 101010 106
8 111110% 34 010100 40
9 111100 Q% 35 101001 96
10 111000 8% 36 010010 20
11 110001 Ad 37 100100 46
12 100011 34 38 001000 8w
13 000110 6V 39 010001 A®
14 001101 K% 40 100010 26
15 011011 Je 41 000100 49
16 110111 7% 42 001001 9%
17 101110* 43 010011 3¢
18 011100 Qe 44 100111 .
19 111001 9% 45  001110*

20 110011 3% 46 011101 K®
21 100110 (L) 47 111011 J&
22 001100 Qe 48 110110 6
23 011001 9¢ 49 101100 Qe
24 110010 2% 50 011000 3¢
25 100101 56 51 110000*

26 001010 109 52 100000%*

Figura 7: As 43 cartas codificadas. (*) indica cédigo de carta invélida.

Note que na Figura[7] as seguintes 9 cartas estdo faltando: 44, 104, K#, 7¢, 2v, 5w, Jv, 84 ¢ Aa.
Por outro lado, temos as 9 cadeias marcadas com asteristo (*) (com os quatro ultimos bits iguais
a 0000, 1110 ou 1111) que néo correspndem a valores de cartas do baralho. Contando as cadeias
marcadas com *, temos exatamente 3 com os dois primeiros bits codificando #, uma codificando
¢, 3 codificando v, e 2 codificando a.

Assim, usamos as cartas marcadas com (*) para codificar as cartas faltantes, como excegoes.
Isso é mostrado na Figura[8l O mégico teria que memorizar essas excecoes. Entretanto, conforme
vimos na se¢ao 2] o uso de um arquivo facilitou a apresentagao por ja armazena as codificages e
as excegoes.



1 000000* 29 27 010101 5@
2 000001 Av 28 101011 Je
3 000011 39 29 010110 6®
4 000111 7 30 101101 Ko
5 001111%* 59 31 011010 10¢
6 011111%* 74 32 110101 5%
7 111111* 4% 33 101010 108
8 111110* 104 34 010100 4¢
9 111100 Q% 35 101001 946
10 111000 8% 36 010010 2¢
11 110001 Ad 37 100100 446
12 100011 36 38 001000 8@
13 000110 (A4 39 010001 A®
14 001101 Ke 40 100010 246
15 011011 Je 41 000100 49
16 110111 7 42 001001 9¢
17 101110* L 43 010011 3¢
18 011100 Qe 44 100111 .
19 111001 9% 45  001110* Je
20 110011 3% 46 011101 K
21 100110 68 47 111011 J&
22 001100 Qe 48 110110 6%
23 011001 9¢ 49 101100 Qe
24 110010 2 50 011000 8¢
25 100101 56 51 110000* K&
26 001010 10% 52 100000* Ab

Figura 8: As 52 cartas codificadas. (*) indica uma excegdo na condificagio do valor da carta.

6 Comentarios finais

A maégica apresentada aqui utiliza o baralho completo de 52 cartas. Permite cortar as cartas tantas
vezes forem necessarias antes de distribuir as 6 cartas. Para viabilizar a mégica, a dificuldade reside
na extracao de uma sequéncia ciclica de 52 bits, a partir de uma sequéncia de De Bruijn de ordem
6 de 64 bits, que satisfaz as duas condigoes da sec¢do 5.1} Do nosso conhecimento nao encontramos
outros trabalhos com essas caracteristicas na literatura.

Vamos comentar sobre as duas condigoes da Secao [5.1]

1. Na nova sequéncia (ciclica) de 52 bits, cada subsequéncia de 6 bits deve aparecer uma tnica
vez.

2. A nova sequéncia apresenta igual niimero de subsequéncias 00, 01, 10 e 11.

Lembre que usamos uma cadeia de 6 bits para codificar cada carta: o primeiro bit para codificar
a cor, os dois primeiros bits o naipe, e os ultimos 4 bits o valor da carta. Condigao 1 é necessaria
pois cada subsequéncia de 6 bits deve determinar uma tnica carta. Uma outra condi¢ao necesséria
é que a sequéncia de 52 bits apresente igual nimero (i.e. 26) de bits 0 e 1, pois temos 26 cartas
vermelhas e 26 cartas pretas. Por outro lado, temos 13 cartas com o mesmo naipe. Condigao 2
garante que podemos codificar os naipes adequadamente. Condi¢ao 2 é uma condigao forte pois
ela garante o mesmo numero (26) de 0s e 1s. Note que as subsequéncias de 4 bits possuem valores
entre 0000 e 1111. Portanto, tivemos que permitir excegoes na codificacao dos valores das cartas.

A descoberta da sequéncia de De Bruijn foi devida a Nicolaas Govert de Bruijn (1918 - 2012),
um matematico holandés que fez carreira na Eindhoven University of Technology. Apresentamos
brevemente, a seguir, algumas aplicagoes da sequéncia de De Bruijn.

Como antes, vamos considerar sequéncias bindrias. A sequéncia de De Bruijn tem relagdo com
o grafo de De Bruijn. Um grafo de De Bruijn de dimensao n é um grafo orientado onde os vértices
sao todas as 2" cadeias de n bits. Cada vértice tem duas arestas orientadas, definidas como se
segue. Um vértice b1bs ... b, tem arestas para os vértices b ...b,0 e by ...b,1. Exemplo: a figura
mostra um grafo de De Bruijn de dimensao 3.



A e

Source: Wikipedia

Uma sequéncia de De Bruijn de ordem n pode ser construida através de um caminho hamil-
toniano de um grafo de De Bruijn de dimensdo n. Tome por exemplo o grafo de De Bruijn de
dimensao 3 da figura. Um caminho hamiltoniano é

000
001
010
101
011
111
110
100

Uma sequéncia de De Bruijn de ordem 3 é obtida ao considerarmos o primeiro bit da cada
cadeia da figura acima: 00010111. H& uma outra sequéncia de De Bruijn de ordem 3 possivel, a
saber, 11101000.

Um uso do grafo de De Bruijn é em Computacao Paralela quando queremos achar redes de
interconexao que minimizam a distancia entre dois computadores quaisquer. Diametro de um grafo
é a maior distancia entre dois vértices quaisquer. Por exmeplo, ao interconectar N computadores
em forma de um anel teremos um didmetro de N/2. O didmetro de um grafo de De Bruijn de
dimensao n, com 2" vértices, é n. Assim, ao interconectar N processadores na forma de um grafo
de De Bruijn, o didmetro é log N. C. Lavault [6] discute este assunto considerando um grafo de
De Bruijn com alfabeto nao binério (cada vértice tem arestas para k > 2 outros vértices). Para N
vértices ou computadores, o didmetro € log, N.

Em Bioinformaética, o grafo de De Bruijn é usado para montagem de fragmentos de DNA e
para de novo montagem de sequéncias de nucleétidos [9, ]. O grafo de De Bruijn também é usado
no protocolo Koorde para tabela de espalhamento distribuida [5].

O livro de Persi Diaconis e Ron Graham [2] apresenta vérias aplicagoes, em visdo robética,
desenvolver cédigos para criptografar dados e andlise de DNAs.

O leitor interessado pode consultar muito material existente na literatura sobre sequéncia e
grafo de De Bruijn e.g. [3], 8, 10, [1T].
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