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1 Introducao

[Material parcialmente baseado no livro de Knuth - The Art of Computer Programming -
Volume I |

Uma lista linear é um conjunto de n elementos (de informagoes)
L1y X2y +eey Ty

cuja propriedade estrutural envolve as posicOes relativas de seus elementos. Supondo
n > 0, temos

1. x1 é o primeiro elemento

2. para 1 < k < n,zy, é precedido por xx_1 e seguido por xx1

3. x, € o ultimo elemento.

Algumas operacoes que podemos querer realizar sobre listas lineares:

1. Ter acesso a xy, k qualquer, a fim de examinar ou alterar o conteido de seus campos
Inserir um elemento novo antes ou depois de xj

Remover zy

Combinar 2 ou mais listas lineares em uma sé

Quebrar uma lista linear em duas ou mais

Copiar uma lista linear em um outro espago

NS e N

Determinar o no. de elementos de uma lista linear

Operacoes (1), (2) e (3) para k = 1 e kK = n sdo muito importantes. Nomes especiais
como pilha ou fila sao dados para as listas linears conforme a maneira essas operacoes sao
realizadas, como veremos em breve.

Num programa de aplicacao, raramente sao necessarias todas as operacgoes acima si-
multdneamente. A maneira de representar listas lineares depende da classe de operacoes
mais frequentes. Nao existe, em geral, uma tnica representacao para a qual todas as ope-
ragoes sao eficientes. Por exemplo, nao existe uma representacao para atender as seguintes
duas operacoes de maneira eficiente:



1. ter acesso facil ao xy, para k qualquer

2. inserir ou remover elementos em qualquer posi¢ao da lista linear

2 Pilhas e Filas

Listas linears em que insercoes, remocoes e acessos a elementos ocorrem no primeiro ou no
altimo elemento sao muito frequentemente encontradas. Tais listas linears recebem nomes
especiais.

2.1 Pilha ou “stack”

E uma lista linear em que todas as insercOes e remocoes sao feitas numa mesma extremi-
dade da lista linear. Esta extremidade se denomina topo (em inglés “top”) ou lado aberto
da pilha.

As operacoes definidas para uma pilha incluem:

1. Verificar se a pilha esta vazia
2. Inserir um elemento na pilha (empilhar ou “push”), no lado do topo.

3. Remover um elemento da pilha (desempilhar ou “pop”), do lado do topo.

Como o tdltimo elemento que entrou na pilha serd o primeiro a sair da pilha, a pilha é
conhecida como uma estrutura do tipo LIFO (“Last In First Out”).
Exemplos:

1. Na vida real: pilhas de pratos numa cafeteria (acréscimos e retiradas de pratos
sempre feitos num mesmo lado da pilha - lado de cima)

2. Na execucao de uma programa: uma pilha pode ser usada na chamada de procedi-
mentos, para armazenar o endereco de retorno (e os parametros reais). A medida
que procedimentos chama outros procedimentos, mais e mais enderegos de retorno
devem ser empilhados. Estes sao desempilhados & medida que os procedimentos
chegam ao seu fim.

3. Na avaliacdo de expressoes aritméticas, a pilha pode ser usada para transformar
expressoes em notacdo polonesa ou pos-fixa. A pilha também pode ser usada na
avaliacao de expressoes aritméticas em notagao polonesa.

2.2 Fila ou “queue”

E uma lista linear em que todas as insercdes de novos elements sdo realizadas numa
extremidade da lista e todas as remocoes de elementos sao feitas na outra extremidade da
lista.

As filas sao estruturas do tipo FIFO (“First In First Out”). Usando a notacao do livro
de Knuth, elementos novos sao inseridos no lado R (“Rear” ou fim da fila) e a retirada
ocorre no lado F' (“Front” ou frente ou comeco da fila).

Exemplo: Num sistema operacional, os processos prontos para entrar em execucao
(aguardando apenas a disponibilidade da CPU) sao geralmente mantidos numa fila.



Obs. Existe um tipo de fila em que as retiradas de elementos da fila depende de um
valor chamado prioridade de cada elemento. O elemento de maior prioridade entre todos
os elementos da fila é o préximo a ser retirado. Tal fila recebe o nome de fila de prioridade.

3 Representacao de listas linears

3.1 Alocacao sequencial

Os elementos da lista linear ocupam posicoes consecutivas da memoria do computador.

(a) Pilha (alocagao sequencial)

T

T = topo da pilha
Convencao adotada para pilha vazia: T = 0

Inserir um novo elemento de valor Y na pilha:
T :=T + 1;

if T > m then overflow;

x[T] := Y

Remover um elemento da pilha, colocando o valor do elemento retirado em Y:

if T = 0 then underflow

else
begin
Y := x[T];
T:=T-1
end

(b) Fila (alocagao sequencial)

z[1] [2] . z[m]

T T

F R

Convencao para fila vazia: R = F



Situacao inicial R=F =0

Inserir um elemento Y na fila

R :=R + 1;
if R > m then overflow;
x[R] =Y

Remover da fila:

if R = F then underflow;

F :=F + 1;

Y := x[F];

if R = F then

begin
F :
R :
end

0;
0

Obviamente esta solugao pode ser melhorada, representando-se a fila como fila circular,
como se segue.

(c) Fila circular (alocagao sequencial)

Na fila circular, tudo se passa como se a posicao x[m| seja seguida por z[1], ou z[1] seja
precedida por z[m).

Convencao de fila vazia: R = F

Situagao inicial: R=F =m

Inserir Y na fila circular:
if R =m then R := 1
else R :=R + 1;

if R = F then overflow;
x[R] =Y

Remover da fila circular:

if R F then underflow;
if F m then F := 1
else F :=F + 1;

Y := x[F]

Critica sobre o uso da alocaga sequencial

Por um lado, a alocacao sequencial simplifica bastante a implementacao dos algoritmos de
insercao e remocao.

Por outro lado, pode-se constatar a grande dificuldade quando varias estruturas de
dados (digamos 3 pilhas e duas filas) devem ser implementadas num espaco sequencial



unico. Temos que dividir a priori o espago em trés partes para implementar cada estru-
tura de dado em cada parte do espaco. Esse dimensionamento pode nao ser facil pois
podemos desconhecer qual das estruturas ird crescer mais que outras. Assim, podemos
chegar a situacao em que se esgota o espacgo alocado para uma determinada estrutura de
dado enquanto ha na verdade espago sobrando naquelas partes reservadas para as outras
estruturas de dados. O rearranjo de espago é possivel mas em geral envolve uma grande
movimentacao de dados e portanto é muito custoso.

Para compartilhar uma mesmo espaco por varias estruturas de dados, uma forma muito
elegante é usar uma outra alocacéo, a chamada alocacao ligada ou encadeada.

3.2 Alocacao ligada
3.2.1 Lista livre

Para usar a alocacgao ligada, todo o espago livre é organizado inicialmente numa lista
livre, onde os elementos apresentam dois campos: um chamado info (para armazenar as
informacoes das listas linears) e um campo chamado link (para apontar para o préximo
elemento). Se x aponta para um elemento, entao os seus campos info e link serao indicados
por info(z) e link(x). Por simplicidade, nos exemplos, o campo info serd constitujdo apenas
por um valor do tipo inteiro. Evidentemente, ele pode conter informagoes mais complexas,
dependendo do problema. A lista livre é apontada por uma varidvel apontadora chamada,
avail. A idéia é que quando uma lista linear precisa crescer de tamanho (inser¢ao), um
elemento livre é extrajdo da lista livre e usado pela lista linear. Quando a lista linear nao
precisa mais de um elemento (remogao), o elemento removido é devolvido a lista livre.
A lista livre pode assim ser compartilhada por véarias listas lineares. Esse esquema de
alocacao de memoria é também conhecido pelo nome de alocacdo dindamica de memoria.

avail

l info link

O injcio da lista livre é apontado pela varidvel apontadora avail.
Extracao de um elemento livre da lista livre, que serd apontado por P
ExtraiLivre(P):

if avail = nil then CollectGarbage;
P := avail;

avail := link(avail);

link(P) := nil

Devolugao de um elemento (apontado por P) a lista livre
DevolveLivre(P):

1link(P) := avail;
avail := P;
P := nil



Na execucao de Extrailivre, pode ser que a lista livre ja esteja vazia (condicao avail =
nil). Neste caso, é chamada uma rotina CollectGarbage, que tenta identificar e recuperar
elementos nao mais ativos, devolvendo-os a lista livre.

3.2.2 Pilha

T

i

Considere uma pilha cujo topo é apontado pela varidvel T
Pilha vazia: T = nil

push(7,Y): Inserir um novo elemento, a conter a informagao Y, na pilha apontada por T'

Extrailivre(P);
info(P) :=Y;
link(P) := T;

T :=P

pop(T,Y): Remover um elemento da pilha apontada por T, colocando a informagao do
elemento removido em Y

if T = nil then
underflow else
begin
P :
T := 1ink(P);
Y := info(P);
DevolveLivre (P)

T;

end
3.2.3 Fila

F R

| |

Variaveis apontadoras da fila: F e R
Fila vazia: F' = R = nil

InsereFile(F, R,Y): Insere um elemento novo com informacao Y na fila



Extrailivre(P);

info(P) :=Y;
1link(P) := nil;
if R not = nil then
begin
link(R) := P;
R :=P
end
else
begin
R := P;
F :=P
end

RemoveFile(F, R,Y): Remove um elemento da fila, colocando a informagao do elemento
removido em Y

if F = nil the underflow

else

begin
P :=F;
F := link(P);
Y := info(P);

DevolvelLivre (P);
if F = nil then R := nil
end

4 Implementacao da alocacao dinamica de memoria

Em linguagens como Fortran e Assembler, a organizacio da lista livre, assim como as ope-

ragoes para a sua manipulacao, tém que ser explicitamente construjdas pelo programador.
Em certas linguagens, como Pascal, Linguagem C e Modula 2, ja existem funcgoes

pré-definidas da linguagem para efetuar operacoes do tipo ExtraiLivre e DevolveLivre.

4.1 Construcao da lista livre e fungoes para sua manipulagao

Mostramos abaixo como tais fungoes podem ser construjdas em Pascal. Embora em Pascal
essas funcoes ja fazem parte da linguagem, o exemplo pode ser 1til para quem quiser
implementar as mesmas fungoes por exemplo em Assembler.

Usamos um array info e um array link, alocando um total de m elementos para cada
array. nil serd representado por 0. Varidveis apontadoras contém realmente jndices desses
arrays.

const m = 1024; {qualquer outro valor serve}
var info,link: array[l..m] of integer;
avail: integer;

procedure initialize;



{criag8o da lista livre inicial}
var i: integer;

begin
for i:=1 to m-1 do
begin
info[i] := O;
link[i] := i+1
end;
info[m] := 0;
link[m] := 0;
avail := 1
end;

procedure extrai(var P: integer);
{Extrai um elemento, a ser apontado por P, da lista livre}
begin
if avail = O then CollectGarbage;
P := avail;
avail := link[availl
end;

procedure devolve(P: integer);
{Devolve um elemento apontado por P & lista livre}
begin
link[P] := avail;
avail := P
end;

No programa principal, criamos a lista livre chamando inicialize. Podemos escrever
outros procedimentos que chamam extrai e devolve para retirar e devolver elementos da
lista livre. Alguns exemplos se seguem.

procedure push(var T: integer; Y: integer);
{Insere Y numa pilha apontada por T}
var P: integer;

begin
extrai(P);
info[P] := Y;
link[P] := T;
T :=P

end;

procedure pop(var T,Y: integer);
{Retira um elemento da pilha apontada por T}
var P: integer;
begin
if T = 0 then
underflow



else

begin
Y := info[T];
P :=T,;
T := 1link[T];
devolve(P)
end
end

4.2 Alocacgao dinamica usando funcoes embutidas

Em Pascal, existe um tipo chamado pointer ou apontador que é usado para apontar para
outras estruturas. Por exemplo, podemos definir

type elemento =
record
info: integer;
link: “elemento
end

Aqui o record elemento possui um campo link cujo tipo é um apontador (indicado por
A) a um elemento.

var X,y : “elemento;

Declaramos duas varidveis x e y do tipo apontador a elemento. Para podermos usar
x, devemos ter algum elemento para ser apontado por x.

new(x) ;

A funcao new, com o parametro x que é uma variavel do tipo apontador para elemento,
tem o papel de criar um registro do tipo elemento, alocado de maneira dinamica. A funcao
new obtém espago de um espago semelhante a nossa lista livre.

x~.info := 40;

x~.1link :

nil;

O registro apontado por = é indicado por zA. Assim xA.info denota o campo info do
registro apontado por z. nil é usado para indicar o apontador nulo.

y 1= X;

O comando de atribuicao vale também para varidveis do tipo apontador, se ambas sao
do mesmo tipo.

dispose(x);

A funcao dispose é usada para devolver memdria ndo mais util para poder ser usada
novamente.



procedure push(var T: “elemento; Y:
var P: “elemento;

begin
new(P) ;
P~.info :=Y;
P~.1link := T;
T :=P

end;

procedure pop(var T:
var P: “elemento;

begin

if T = nil then
underflow

else

begin
Y := T".info;
P :=T,;
T := T".1link;
dispose(P)

end

end

Tendo declarado

var topo: “elemento;
valor: integer;

podemos escrever no programa principal

topo := nil; {pilha comega vazia}

push(topo,102);
push(topo,304);
pop (topo,valor) ;

Listas circulares ligadas

“primeiro”

_

integer) ;

“elemento; var Y: integer);

PTR

| “ltimo”

—)

O 1ltimo noé aponta de volta para o primeiro n6. O apontador PTR aponta para o

ultimo no; assim sendo, link(PTR) dard acesso ao primeiro né.
Lista vazia: PTR = nil



5.1 Devolugao de uma lista circular a lista livre avail

Antes da devolugao:

avail

l

PTR

~ m DR 3

Depois da devolucao:

avail

if PTR not = nil then
avail <-> 1link(PTR)

onde « significa trocar entre si, isto €,

P := avail;
avail := 1ink(PTR);
1ink(PTR) := P

Se estamos percorrendo uma lista circular para procurar um né com determinado valor
contido, é bom sabermos quando parar a busca, caso tal valor nao esteja presente. Por
exemplo, para determinar se algum né contém Y no seu campo info, podemos escrever:

P := PTR;
achou := false;
repeat
if info(P) = Y then
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achou := true
else
P := link(P)
until
achou or P = PTR

Sabemos que “demos uma volta” pelo valor do apontador. Uma outra maneira é usar
um no especial chamado “cabeca” da lista, cuja informagao é algum valor especial usado
sé para tal finalidade.

5.2 Lista circular com cabega de lista

PTR

|

~ m DU 3

Lista vazia: s6 tem a cabeca

PTR

|

(D

6 Listas duplamente ligadas

Um né possui além do campo info, campos para dois apontadores llink e rlink.
Lista vazia: Tanto llink como rlink apontam para a cabeca.

Uma vantagem 6bvia é a possibilidade de percorrer a lista nos dois sentidos (tanto
para a direita como para a esquerda). Uma outra caracterjstica é a possibilidade de poder
remover um elemento qualquer da lista, conhecendo-se apenas um apontador ao mesmo.
Por exemplo, para remover o elemento apontado por x, basta fazer:

rlink(11ink(x))
1link(rlink(x))
devolve(x)

rlink(x);
11ink(x);

Analogamente, podemos inserir um elemento novo, apontado por P, & direita ou es-
querda de um elemento apontado por x.

O preco das caracterjsticas ou vantagens acima ¢é o uso de dois campos em cada né para
guarda rlink e llink. Usando apenas um campo, serd possjvel percorrer a lista facilmente
nos dois sentidos?

12



A resposta é SIM, como mostra o seguinte exercjcio extrajdo do livro de Knuth. Basta
colocar no campo link de cada elemento a diferenca do enderego do préximo elemento com
o do elemento anterior. Dois apontadores PTR1 e PTR2 sao usados para apontar a dois
elementos vizinhos da lista.

PTRy PT R,
200 250
150 200 250 500

( -300 100 — 300 — -100 4}

Andar um passo para esquerda: Andar um passo para direita:
P := PTR2 - 1ink(PTR1); P := PTR1 + 1ink(PTR2);

PTR2 := PTR1; PTR1 := PTR2;

PTR1 := P PTR2 := P

7 Ordenagao topoldgica

Uma ordenacao parcial de um conjunto S é uma relagao entre os objetos de S, indicada
pelo sjmbolo < (leia-se “precede ou igual”), satisfazendo as seguintes propriedades para
quaisquer objetos z,y, z de S (ndo necessariamente distintos):

(i) Transitividade: se z <y e y < z entao = < z.

(ii) Anti-simétrica: se x <y e y < = entdo x = y.

(iii) Reflexividade: = < z.

Se x =Xy e x not <y, entao escreveremos = < y e diremos que “x precede y”.

De (i), (ii) e (iii) temos:

(") sex <y ey < zentdo x < z.
(ii’) se © < y entao y not < .

(iii’) = not < =.
Exemplos de ordenacgoes parciais:

1. Relagao < (menor ou igual) entre nimeros.
2. Relagao C (contido em) entre conjuntos.

3. Relacao “x deve ser executado antes de y” em um conjunto de atividades.

13



7.1 Uma representacao em diagrama

Vamos representar < y por £ — 1. Assim o diagrama abaixo

AN
N

representa as relagoes

9<2 4<6
3<7 1<3
7T<5 T<4
9<8 9<5
8<6 2<8

A propriedade (ii) significa que nao existem ciclos fechados. Assim, o seguinte nao é
ordenacao parcial.

1 —— 3

7.2 O problema da ordenacao topolégica
Dada uma ordenacao parcial, uma ordenacao topoldgica é uma sequéncia
a1ag ... ay

tal que para a; < ay, temos j < k.

Isto é, se um elemento a; precede ay, ele ird aparecer antes de aj na ordenacao to-
poldgica.

Um exemplo de uma ordenacao topoldgica do exemplo acima é

Usando o diagrama,

Todas as “flechas” apontam para a direita.

14



1—3—7—14 9—2 5—8—6

7.3 Um algoritmo de ordenacgao topoldogica

Sejam n objetos numerados de 1 a n. Seja dado o valor n como a primeira entrada. Os
dados seguintes de entrada sao pares da forma

J k
onde cada par significando j < k.
O dltimo par contém
00
indicando o fim dos dados.
Usamos uma tabela sequencial x[1], z[2],...,z[n] onde cada z[k] tem a forma

count k]

top(k]

count[k| contém o nimero de predecessores diretos do objeto k, isto é, o no. de pares
(j < k) que aparecem na entrada.

15



top[k] contém um apontador a uma lista de sucessores diretos do objeto k. Cada
elemento dessa lista tem a forma

suc

next

onde suc indicando o sucessor direto e next apontando para um outro sucessor.
Para o exemplo, temos

1 2 3 4 5 6 7 8 9
count 0 1 1 1 2 2 1 2 0
top
suc 3 8 7 6 8 4 6 5
next
5 2

16



O algoritmo de ordenacao topoldgica fica entao

I. [inicializag&o]

read(n); AindaSobrou := n;
for i := 1 step 1 until n do
begin
count[i] := 0;
top[i] := nil
end;

II. [Leitura dos pares j < k e construgao das listas]

read (j,k);
while j not = 0 do
begin
count[k] := count[k] + 1;
extrai(P);
suc(P) := k;
next(P) := topl[jl;
topl[jl := P;
read (j,k)
end;

ITI. [Liga todos os nés com count = 0 numa fila para facilitar a procura pelo préximo
elemento com count nulo. Usamos o mesmo campo tanto para conter count como para
glink, que guarda apontadores para os elementos dessa fila.

R :=0;

qlink[0] := 0;

for i := 1 step 1 until n do
if count[i] = O then

begin
glink[R] := i;
R :=1

end;

F := qlink[0];
IV. [Producao de uma ordenagao topoldgica.]

while F not = 0 do

begin
write(F);
P := topl[F];
AindaSobrou := AindaSobrou - 1;
while P not = nil do
begin
count [suc(P)] := count[suc(P)] - 1;

17



if count[suc(P)] = O then

begin
qlink[R] := suc(P);
R := suc(P)
end;
P := next(P)
end;
F := qlink[F]

end;
V. [Verificagao final.]

if AindaSobrou > O then
error;
{existe um ciclo fechado com AindaSobrou elementos, ndo da
para produzir uma ordenagio topolégica.}

8 Fila de prioridade

[Material baseado no livro de A. N. Habermann - Principles of Operating Systems]

Fila de prioridade é uma estrutura de dado que mantém uma colecao de elementos,
cada um com uma prioridade associada. Valem as operagoes seguintes.

e Inserir um elemento novo na fila de prioridade.

e Remover o elemento de maior prioridade da fila de prioridade.

8.1 Implementacao com ordenacao total

Uma maneira de representar uma fila de prioridade é manter uma lista linear ligada ou
encadeada em que os elementos estao sempre ordenados por prioridades decrescentes.
Assim,

e Para remover um elemento da fila de prioridade: tempo constante.

e Para inserir um novo elemento: tempo O(n), onde n é o no. de elementos na fila.

8.2 Implementagao com ordenagao parcial, usando um “heap”

“Heap” é uma estrutura de arvore bindria em que cada né terminal ou nao-folha tem uma
prioridade maior ou igual & prioridade de seus filhos. Em particular, vamos exigir que
apenas o ultimo njvel da arvore pode ser incompleto e, nesse njvel, se incompleto, os nés
devem estar todos “encostados a esquerda”.

Vamos numerar os nés do “heap” em ordem de njveis crescentes, indo da esquerda
para a direita em cada njvel (ordem chamada “breadth-first”). A seguinte propriedade
util se verifica.
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17

15 12

e O pai doné k é oné k div 2 (isto é, quociente inteiro de k / 2).

e Se n6 k tem um filho esquerdo, este serd o né 2k; se k também tem um filho da
direita, este serda o né 2k + 1.

Podemos portanto usar uma alocagao sequencial (por exemplo usando um array) para
representar um “heap”. A estrutura de arvore estd impljcita nas posi¢oes dos nds. Por

YR B WP A 1 18 o) o ) (12 (13) (14)

1711512191014 | 1| 7|3 ]|6

8.2.1 Inserir um elemento novo

Para inserir um novo elemento com prioridade x, cria-se um novo elemento no fim do
array H para receber x. Isso pode perturbar a propriedade do “heap”. Para consertar
isso, fazemos o seguinte. Se x for maior que seu pai, entdao os dois trocam de lugar. Essa
operagao é repetida até que x encontre o seu lugar correto na arvore. Por exemplo, para
inserir o elemento 16, fazemos as seguintes trocas.

Seja ult o jndice indicando o tltimo elemento do “heap” (array H) antes da insercao.
No exemplo, ult valia 10. Apds a insercao, ele passard a valer 11.

insere(x)

ult := ult + 1;
k := ult;
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while (k div 2) and x > H[k div 2] do
begin
H(k] := H[k div 2];
k :=k div 2
end;
H[k] := x

Note que nesse algoritmo, o novo elemento nao é colocado dentro do “heap” até que
o lugar apropriado tenho sido obtido. O algoritmo é O(log n), onde log denota logaritmo
na base 2.

8.2.2 Remover um elemento da fila

A remocao em si é muito simples, ji que o elemento de maior prioridade é H[1]. Apds a
remocao, entretanto, precisamos re-arranjar os elementos do “heap”. Colocamos em H 1]
o elemento H[ult], liberando assim a tultima posigdo. Se o elemento colocado em H|[1] for
menor que seus filhos, entao ele trocado com o maior dos filhos. Isso é repetido até tal
elemento ocupar a posi¢ao correta. O algoritmo também é O(log n).

remove (Y)

20



Y := H[1];

x := H[ult];
b parece que nao precisa disso:
yA H[ult] := - infinity;

ult := ult - 1;

k = 1;

while 2k <= ult and (x < H[2k] or x < H[2k + 1]) do
if H[2k] > H[2k + 1] then

begin
H[k] := H[2k];
k := 2k

end

else

begin
H(k] := H[2k + 1];
k =2k +1

end;

Hlk] := x
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